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H r r e 1> f . 



S5ti einer gelegentlir|>en Sef))re(|futtg ntfttl^emattfc^er ®e^ 
<jettjlfinbe tnod^te mir ber |)frr Dr. © r|> n u f e bte Wliit^tu 
lung, ber 'C)err ^J^ofrat^ ®an^ ^dbt auf eine Sejtel^ung 
onfmerf fant ^emai^t, ml^t ^tox^^tn ben imaginären Sa'^lm 
öon ber Sorm a + 6V~i unb ben in bcrfd^iebenen JRid^-* 
inngen (£in nnb bcrfelBen (Sbene gemef[enen Stnien flatt^ 
ftnbe, toi)bei namentliri^ bie in ben gaftor V— i multt})li^ 
})Itjtrten ©lieber folri^e Sinien barjieHen foHten^ beren ffti^^ 
teng auf eiper für bie reellen ©lieber, angenommenen ge^ 
geraben Sinie j)er})enbtfular fiel^e» 1^ 

Diefe STOittfieilnng getoann barnm ein gro^ed Sitterejfe für 
mi^, ö)eü i^ öermittelfl ber am jenen ©ejiel^ungen f\^ tx^ 
gebenben Segrtffe enbliri^ eine flare SorlleUung bon ber 
aSebentung einer getoijfen illaffe bon ®rßfen jn erlan^ 
gen l^offte, tozlfS^t man^ aBgleid^ fte burd^ tint 9tei|ie logt^ 
frifier ©d^lu^folgernngen an^ realen ©rogen l^erDorgel^en, 
toegen eine« f(|iein(aren ÜTlangel« ber (|iaralteriflifd^en STIerF^ 
male ber totrllid^en ®ri)f en unter bem getDi^l^nlid^en ^vant 
be« Sttt ög in firen in bad Sereiri^ ber abfoluten Urnndg** 
lid^Ieit unb ber Ungereimtl^eit bertoeif t. 

Da mir Feine Slb^anbelung bed ^crrn ^ofratl^ ®(in^ 
fiBer biefen ©egenßanb befannt n^ar; fo Derfud^te i^ ti 
feftji, iiit bei einer allgemeineren Sluffajfung be« Segriffe« 
Don ©rS^en ft(|f ergebenben inneren SDtomente; burd^ toel(|ie 
tene imaginären ©r5f en mii ben reellen in einen natura 



IV 

li^tn Sufammm^axiQ ^thxa^t unb mit benfelBen ju eintm 
miXQtn gro^crt ©anjen i>on jiettg tttetnanber ühevQt^tn^ 
bctt ©Kebern i)erfnö})ft »erben , f9flemattfr|> ju entetcfelit* 
Dte ttad^folgenbe ©d^rift entl^att bte Stefultate bicfer Un- 
terfud[>uttgett» 5d^ bin »ett bftö(Jtt entfernt, jn glauben, 
baf ber ©egenjlanb j^terburcfi erfd^8))ft unb in einer fo 
befrtebigenben SQBetfe bargefteHt fei, tote er e« ftd^erKr|> fetn 
tonrbe, toenn bad ®ente jened großen Wlti^cvi ber Tla^ 
ffytmaiiff ber baju ben 3tn))uld gegeben, benfelben gum 
Objefte einer literarifd^en ^Bearbeitung gemar|>t fifitte* 3)a 
tnbef[en auifi bad SBentge für ntand^en greunb ber SQBtjfen^ 
fr|>afi bon 5ttteref[e fein fann; fo toage td^ ed, bie fleine 
Slbl^anbelung bem ^^ublifum gur na^[\^tdi>oUtn ä3eurt|iet^ 
lung )u übergeben. 

«^tnftcfitlid^ ber fragmentarifcfien !DarfleIlung ber int 
erjien Slbfcpnitte unter bem 2;itel ber ©runbbegrtffe 
ber Slritl^ntetif aufgcffil^rten ©ä^e bemerle tr|> 
Mi^, baf ti ni(|it meine Slbft(|it fein lonnte, in biefem 
3lbfd^nitte tin boUjlÄnbiged Äompenbium ber Seigren ber 
3lritl^mettf nacfi i^rem getoöl^nlid^en Umfange ju liefern* 
2)erfelbe l^ätte ganj gef^ren unb fein ^nfialt aU helanni 
borautfgefe^t »erben fSnnen, toenn ed mir nicfit gtt>e(fmfifiig 
gefcffienen fifitte, bie erfien Segriffe unb D})eratiDnett ber 
Slritl^metif , (di bie S3aftd aller f})äteren SnttDidEelungen, 
in einer SQBetfe borjutragen, bereu £|iara!ter unb ©ejtcfitd^ 
punlt ftcff ben bei ben allgemeineren Unterfud^ungen ber 
folgenben ^bf(|mitte Uoha^kitn 2)tet|ioben ))rin3i|)mfifig 
anfcfflieft* 

^elmjiebt, im ©ejjtember 1845* 
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f. ;t. SfllAemeiiie Qtttlätnn^tn* 

%M bell SSa^mel^rnttttgeii Ux 6tmieiimelt äbftta^btt bet 
mcnfc^Iic^e ®etft bett Segviff t>on &x6^t COuantitm) t. |^« 9on 
tittem (Sansen, meli^e^ aud gteti^arttgen Otiten iufatntnetigefe^t 
tfl ®Ui^axt\^ iti^cn btc SC^etle obtT auc^ bte®ta§en fel^^^ 
tttfoftni tttoit btefeften nur na^ getoifftn SRerfmalen untorfc^eibet; 
»el^e tf^neii fämmtltc^ gemdtt ftnb. 9lebeti btefem aOgemeinen 
Segtife t>on ber (Ertflen} etne^ au^ X^tiUn befte^enben ®an)en 
f(^o)^ft bet Serftanb bur^ 93erglet4^ung bet ®r6§nt mtt t^ren 
Z^ilm bett Segtiff bott Duantitdt ober wn fßitt^tit ber 
X^etle, it>e(^e ba« ®ait)e bilbeit; fotvte bei räumtii^ett @rdien 
bctt Segtif t>on Sorm ober bott Snorbnung ber Vftilt )u 
einem @an)eiu 

jDie ({nttDideluttg ber ®efe$e, na^ mt^tn bte SSeränberutu 

gen ber ®ro§en ^in^i^tli^ i^rer Duantit&t unb gorm t>or fi^ ge^ 

^en, ifi ber ©egenftonb ber SDIat^emaHt 2)iefe(be todfift f^ierju 

)toei »erfc^iebene 9Ret^obett: entweber bringt fie bie 93e}ie^ungen; 

in tott^tn bie &x6^m jueinanber fielen, in ai^xattt Segriffe/ 

inbem fte biefelben bem ©eifle burc|i ben nnget^^eitten %H be^ 

^tohtxmöQtn^ bergegen»)arttgt -- ed i^^iti ba^ ®ef^&ft ber 

Sritjfmetif — ober fte ^eUt jiene 9e}ie^utigett bilblii^ bar, 

tnbem fte biefelben bem @etfle mit {)ülfe M ftnnli(^en ^t^ 

f4fatt]uigd«>ermjgend borfiil^rt — e^ ifi £)ie« bie Stufgabe ber 

®eometr{e. 
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2 IDtdfcete tmb Iteti^e ®tbfia. 

§' 2. S>Mfcete nitb fletige ®r5«eti. STUatioter itttb atüritaittnr 

JDte Otogen ffnb tn tjm OuantUät tiai^ entocber bt^fret 
ober flettg» J)i«!ret ^ti^t eine ©roße, tt^enn fte an^ lauter 
einfachen a:^etlen befielt, welche feine »eitere SBerKeinerung 
ober S^riegung jutaffen, ober welche fo gebadet werben, baf eine 
SBerWeinerung berfetten bem begriffe ijrer (Eriflenj tt)tberfpr4(|>e; 
fo ifl i. ®* bie aWenge »on SBerfe^ungen, tteld^e ft(^ ani ben 
dementen a,6,c bitben taffen, unb bereu einjetne S:fieile bie Jtom«» 
plerioneu abc^ acb, bac^ bca^ cab^ cba ffnb, toetd^e nur ifirer 
%nia^na^ betrautet »erben, eine bi^frete @röge. @ tetig ^in^ 
gegen ^t§t eine &xi^t, t)on »etiler fein 2:$e{I ber fleinfle ifi, 
unb ein Jieber beliebig au^getoa^tte 2:^eit noc^ femer getfieilt 
»erben fann; S)ied ifl ber %aU mit ber Sänge einer Sinie, beren 
^eile o^ne Snbe t^eilbar geba4^t »erben fonnen* 

Sffienn tint ©rife in eine ge»iffe 8ln}a^I gleid^er 2:^eile 
get^eilt gebac^t »irb; fo bilbet fte ein SBielfac^ed mt^ fold^n 
2:^eile^, unb ber 2:^eil felbß ^eigt ein aliquoter S:fiei( ber 
®xi^t. din ^eil j[ebo^, »elc^er burc^ mehrmaligem ®e^en bie 
® rd^e nii^t erjeugen fann, l^eigt tin aliquanter 2:^eil berfetben. 

§. 3. Scgtiff ber Sa^l* 

(Einen \>oafl&nbigen begriff \>on ber Quantität 9erf(^iebener 
®ro§en erl^alten »ir erfl burc^ bie Serg(ei(^ung berfelben mit 
einer anberen gleichartigen ®rdge, beren Ouantitat aU belannt 
\>oraumgefe$t »irb. jDer Slft ber Sergleic^ung irgenb einer ®roge 
mit einer anberen in quantitati))er Sejie^ung ^eift ba6 SReffen 
ber erfleren burc^ bie le^tere, unb bie lefttcre ®röße fetbp, 
»el(^e ium Su^gangdpunfte ber ÜAeffung bient, ^ti^t bie din^ 
^tit ber ju meffenben ®rö§e* Der abftraf te SBegriff, »elc^eraud 
biefer SWeffung einer ®rö§e bur^ i^re (Einheit entfpringt, ober 
ber Ku^brud für ba6 Serval tni^, in »elc^em jene ®ro§e gu 
if^rer Sinffeit jie^t, »irb bargefteOt \>ux^ bie Sa^L ©ie 3a^ 
repräfentirt bemnad^ ba^ ®efe9/ nac^ »el^em eine ®ro§e aM 
i^rer (Einheit entfpringt 

Die (Einheit, bur4^ »elc^e eine ®rope gemeffen »erben foK, 
muß ofenbar mit berfeiben gleichartig fein, unb iß bemna^ f&r 



^etT^Acnatttge ®xi^ t^etf^ie^cm Set ai^attt begriff 
be^ 9tx^aUn\^U* einer ®x6^t )u i^xtx (Sin^tit ifi dagegen 
t^cfi ber iefonberen 9rt bet ®rd§e ganj unaibl^ängig unb aUeit 
drohen gemetn, ittfcfetn i^ntn fämmtli^ ba< Attribut ber Duan^ 
titit gemein i{}/ mel($e^ bur(^ bie 3<if^I Si<^ )[)oIIfiänb{gen Ghr^ 
femtnt^ geftra^t tt>erben foK* SDie (Einheit nun, au^ meieren 
bie 3a^Ien ebenfo gebtibet merben, wit bie ©ro^en aui ben i^nen 
entff>e^eiiben (Einheiten, ^tx^t (Sin^ 

§- 4- Sailett&ilbnitg« 

<E^ iß i^^i SU }^tgen, n)te bie 3a^ten entfielen; butd^ n>el^e 
oQe qnantitati)>en 93et^ältniffe ber ^erfc^iebenen ©rogen )u i^^ren 
<?tn^etten ou^gebrudt tt>erben finnen* 

©e^en n>ir }uetil bie (Einheit aU ®aniti, unb fügen bann 
gu berfelben fu{}ef{t))e &nt ifir gleiche din^tit m^ ber anberen 
^injn; fo erhalten toix eine Steige t>on SBielfac^en ber (Einfieit 
ober oon ®r6^en, t>on benen [\^ bie näc^flfolgenbe au^ ber wx* 
^ergefienben immer nac^ bemfelben®efe$e bitbet; unb beren 
quantitati)>e SBert^t)er^äItnifre jur (Sin^tit iux^ bie 9lei^e ber 
ganjen 3«^Ten 

1 2 3 4 5 6 • . • . — > 

f(^ematif(|» bargefteSt n^erben* X)iefe Steige fe$t ftc^ ))ermjlge be^ 
i^r innewo^nenben Silbung^gefe^ed m^ ber oberen &titt in^ 
Unenblii^e fort, unb ^at na^ btefer Seite l^n feine ©rfinge. 

Der Segriff t>on gortbitbung ber immer ffö^eren ©lieber 
dner Steifte na^ einem bejHmmten ®efe^e au^ ben niebrigeren 
®(iebern, ein Segrif, n^elcf^er bem menf(^Ii($en ®eifie erfi aM 
ber Beobachtung ber ^oerfe^iebenen (Entmidelung^fhifen in ber 
€innenn^ett/ namentlicb bur^ bie ünf^^auung ber fietigen r&um^ 
liefen 93er^ältnif[e ixwa^\tn ifl, bebingt not^toenbig ben Segriff 
ber 9tu(fbilbnng biefer Steige nac^ einem analogen ®efe$e, in 
golge beffen aud ben l^offeren ©liebern bie niebrigeren aümfi^«: 
lig entßef^en, foba§ man mit ^ulfe be^felben in ben Staub 
gefegt mirb, nac^bem irgenb ein beliebige« ®(ieb ber 
Steige gegeben ift, ^m biefem au^gefienb, bie niebrigern fuf^ 
jeffit)^ in erjeugen. Diefe« ®efe9 ber 9lu(Ibi(bung (|iarafteri^ 
{trt {ii^ baburcli/ ba§ ba^felbe, auf ein jiebe« beliebige ®Iieb 



4 §. 4. 3a^&Utoti0. 

ber Std^e aitgenHinbt, ba^jentge t^orf^ergei^enbe ®(teb et)cttgt, an« 
wtl^tm bur^ SlntDcnbuttg be^ Sortbtlbung^gefe^e^ ba6 erfiere 
®Iteb ent^el^en mußte; jlene^ ®efe( bet St&dbi\bunQ ber obtgen 
3a^(enret^e (eftef^t betnna^ tu ber aUmfiffligen ^intDegna^tne 
Stner din^tit na^ ber anberen* begänne man bemjufolge )* ®* 
bet bem ©liebe 5, um x&dwatt^ au^ bemfelbett bie tttebrtgeten 
©lieber ju erjeugen; fo tDfirbe matt bie Steige 

< — •.••12345 

erl^altett^ 

9lad^btm matt auf btefe Sßeife )um ©liebe 1 ober ju ber 
ttrf)»rüngli(^ Qt\tiittn (Einheit gelangt i^, fleUt ftd^ ber formelten 
93eiter6iQ)ung ber Steige in ber ber frA^eren entgegengefe^tett 
9ti^ttittg tint ^dfXMU entgegen / toeld^e jmingt bie Operation 
abittbred^ett/ \otil wix mit bem SBertf^e berjenigen ©lieber, ml^t 
ft(^ bei einer fortgefe^ten Slnn)enbung be^ ©efe^e6 erjeugen n^uri* 
beu/ feine SSorfiellung t)erbinben timtn, bie eine 93e}ie^ung jener 
©lieber ju berSin^eit in Mo§ quantitativer Slftdftc^t begreife 
Ii(^ ma^tt* jDarum ifl j[ebo(|^ ba^ 9ilbung^gefe$ noc^ nid^t ux^ 
nii^ttt unb ber Segrif aufgehoben, na<b totl^tm biefe^ ©efe$ 
auf bie ^ortbilbung einer gegebenen Steige in^ Unenbß(^e 8ln^ 
n)enbung ftnben mu§« jDiefer Umfianb nit^igt un^, au bem rei^ 
nen Segrtf e be6 quantitativen SBer^ältniffeö irgenb einer @xi^t ju 
einer anberen, n&mlid^ ^ier ju ber angenommenen Sinffeit, no^ bie 
SorfleOung ber aQmfi^Iigen (Sntße^ung ober Sitbung ber erßeren 
aui ber le$teren bur(^ fufiefjtoe^ unb gefe$ma§ige^ Sortfc^reiten 
in einem befUmmter @inne ober in einer beflimmten 9ti(^tung 
iu f&geu/ unb ^guren )u betrad^ten, n)el(^e einer Umfe^rung ber 
9ti(l^tttng biefeö ©efe^eö i^re ({ntfte^ung verbanfen, benen jn^ar, 
ivenn fte abfolut unb o^ne Segie^ung ju ben anberen ©tiebem 
ber Steige gebaut tt)erben foKen, ber SRanget einer teeren 3ma« 
gination anf^aftet, loelc^e aber boc^ ben &Umptl berfelben ®e^ 
fe^m&^gfeit ber (Sntfie^ung tragen, loie bie abfolut benlbaren 
©lieber berfelben Steige, unb bemna(^, n>enn fte mit ben (enteren 
unter folc^en Sorau^fe^ungen in 93erbinbung gebracht n>erben, 
baf fte burc^ ba6 an i^nen beurfunbete S3i{bungd))rin}tg bie 9le^ 
gel )u einer mit jenen vortunef^menben £))>eration ^erlei^en fol« 
leU/ n)oI )tt einem t)emanftigen Slefultate führen ((nnen» @o 



§. 6. 9l(0atfiK 34101. 5 

toastet i* 9» ehi, ta§ badfelN 9tefuttat ttl^attett mxbtn mtt§, 
ob man }tt tintx gegebenen 3^^l erfi Hnt getvtffe SRenge von 
fetten ^iniu^ unb teronf eine gemtffe !Dtenge toon din^ 
j^tm toteber äbi&^lt, ober ob man etfl bie leitete SRenge ^m 
<KR|etten ab« unb barauf bie erflere 9Kenge bon (Einheiten pin^ 
mi^tL S&pit man nun snr 3<i^I 2 erft 4 einleiten l^inju; fo 
ottfte^t bie 3aift 6: adfflt man ^itnon wieberum 3 (tin^itta 
ob; fo ergibt fic^ bie 3a^l 3. 2>a«relbe Kefultat mfigte offenbar 
ersten merben^ tvenn man von ber 3o!ffl 2 er^ bie 3 (Einheiten 
ob^ unb barauf bie 4 (Einheiten ^iniU)af^{en mollte» J>ai Slbaa^ 
Im ber 3 (Simsen von ber 3a^l 2, mi^ in ber SBirTTtc^reit 
ummdfSffrbar tfi/ mftrbe nun )n einer fotd^en eingebilbeten 3a^( 
fü^re», mit ber man iwax an unb für fic^ feinen Segrif ^tx^ 
Nibea (oniite, toü^t fi(^ aber babnrc^ (^arafteriftren mfifite, baf 
ioenn num beginne/ aUmäfflig Sine Sinf^eit nac^ ber anberen 
toieber an i^x )u fiigen/ bie innere Sßefentoftgleit ebenfo aOm&b^ 
(ig bem Üebergange in ba^ Sßtxti^ ber SBirflic^Ieit entgegenfü^rt 
unb anle^^t n>ieber gan) aufgef^ben n^Arbe, foba§ ft(^ burci ein 
3ma(iged ^iii)ufttgen Siner (Sin^ m^ ber anberen tvieber bie 
«iiKul^e 3a^t 2 f^erau^fieate. 

f. 5. Seftriff ber 9tnlU 

dringt man nun unttx biefem @eft(l^t6punfte ba0 Silbung^^ 
B^^ ber obigen rft(fm&rt«f(^reitenben Steige femer in 9[ntt>en^ 
^ii fo t»irb man hnx^ bie nochmalige ^inmegna^me (Einer 
tHtt^eit von ber nur no^ toor^anbenen Sinffeit auf ben Segrif 
Ui ^i^U ober, aH 3a|^toert^, ju ber 9luII gef&f^t, n^eld^e 
V^ )tt (einer gegebenen 3^^^! in tintm quantitatitoen SBer^&It« 
<<iffe ^t^, toeil fie nic^t aU tin SC^eit berfelben angefe^en unb 
^tmaify ni^t mit i^x berglid^en «werben tann, n»el(^e aber bod^ 
^ea Su^gang^))unft ober ba^ erße ®tieb bejeid^net t>on toeld^em 
^^ Sa^tenreiffe anl^ebt, unb auö tvet^em biefe Steige burc^ ßetige 
'tt)baibttttg be^fetben Silbrntg^gefe^^etf erjeugt ttrfrb* 

§.6. Sleftatf^e Sagten* 
Seten n^ir jleftt bie in Stebe ftt^tvl^tif retrogrobe Mei^ ber 



• 

ganzen Sci^Un m^ bm fragKc^en ©efe^e unterl^ali be< ©liebet 
Yotittx fort; fo toerben alle folgenbett ® lieber nur f!ngtrte 
SBert^e erhalten, benen nur ba^ !RerfmaI eigen t{i, iajf fte ge^ 
fe$m&§tg gebtibete ®Iteber berfelben Steige finb, unb beren Se^ 
jtel^ung gu etnanber unb ju ben ©Tiebern ber t)orn>art^f(^retten^ 
ben 9let^e barin befielet/ ba§ fte ftd^ ^ortv&rtd (nai^ unten) 
gerabe fo bilbeU/ tt)ie bie ©lieber bed oberen X^tiM ber Sleiffe 
rfidwSrtd, unb umgefe^rt/ ba§ fte rfidtoärtd (ber entgegen) 
ebenfo au$ etnanber erf^atten mxUn, tt)ie bie festeren ©lieber 
fi<fy )Dortt)&t^ an^ einanber bilben* 3>a^ quantitati)>e Serl^&Itmf 
jlener fingirten ©lieber su einanber ift bemna^ iai^tibt, t»it bad 
ber reeOen ©lieber, sröan bejeid^net fte ba^er burc^ biefelben 
3affliei(^en, inbem man if^nen ba^ 3ei(^en — Cminos) ^ot^t^t 
Xugerbem tverben fte negatit>e So^Un genannt, toä^nvb bte 
erfteren jum ©egenfa^e gu biefen ))oftttt)e 3a^tn l^eigen unb 
burc^ ba« 3««^^« + Cplus) \)on benfelben unterf(^ieben werben^ 
tomn ti barauf aniommt, ben ©egenfa^ }n>ifd^en beiben vt^t 
anf^auli^ f»en>or)u^eben« ^ittna^ fteUt ftd^ bie na^ beiben 
€eiten unbegrfinjte Steige ber» pofttiben unb negatit>en gangen 
3a]^Ien burc^ bad @d^ema 

^ — ^,,, _6— 5-4-3— 2-1 12 3 4 5 6 .... — > 

bar* 

2>ie ©rofe —1 |iei§t au(^ bie negati)oe (Einheit, t^eit 
ft^ au^ berfelben bie negativen 3af^Ien gerabe fo bilben, toie bie 
^oftti^en 3<t|^Ien aud ber ))0{tti9en Sinfieit erhalten tt>erben, unb 
man fann fagen, ba§ bie negatit>e (Einheit au^ ber )>ofttit>en, fo^ 
mit eine jiebe anbere negatitoe ^^\ aui ber mit i^r (orrefpon^ 
birenben pcjitivtn Sa^l bur(^ einfache Umfe^rung bed IBilbungd^ 
gefe^e^ ober be« Sti(^tn^ eri^alten n^erbe* 

f. 7. eitttttid^e Silber fAr bie pbige Safitenteifie* 

Segt man ber dini, aU Sinl^eit ber abftralten 3<tf^(en/ bie 
Sebeutung irgenb einer tvirnic^en ©ro§e/ i. Sd. bie einer StiU 
fefunbe unter; fo ift ba$ finnlic^e Silb ber t)orfief^enben Steige 
bie t^erfd^iebenen nac^ ©efunben gemeffenen 3^itabf^nitte ber 
unenblid^en 3tit/ wenn man unter einem Seitabfc^nitte burd^au« 



ttttt eiont folgen d^traum ^erflanbett totffett )»m, totl^tx von 
^ grgoiti^atttgeti ober trgenb etnnn anbeten XugeniKde au^ 
^tmitti, alfo in ber 3u{unft liegt a)te 3ettr&unte ber 93et^ 
gaagen^ett tragen at^bann ju benoi ber 3ubtnft bo^fel^ einge^ 
iilMe Ser]^d(ini§, tDie bie negatit)en ^^Un an ben ))oftti]^en* 
Sie ^tUt ben Slugenblid bar, »Dn tt)el^eni aud bie Seit ge^ 
ret^ntt toirb, tnbem ^t, eienfo wie biefer angenblid/ leine toM^ 
lii^t 3eitgro§e; fonbern nur ben ®r&n})>unft; wn ti^l^tm aui 
bie 3tit gerechnet tt>irb/ iejeic^et 

Sitilt man fi(^ unter ber dini eine S&ngeneinl^it )Dor; fo 

s« K— ♦ ^— —.—♦_♦_♦— ♦—♦ . ^nifl bie otige Steiffe 

^ -4 -3 -« -I I 2 3 4 5 bie «e»)rafetttantin 

fb bie !»erfc(^ebenen Sangen einer tttoa in ber 9li(^tung ber 

ä)?tttag^tinie in^ Unenblic^e ^^ erfhredenben geraben Sinie, 

toenn bie Sängen f&ntnttlii^ t)on einem gegebenen fünfte biefer 

Sinie an^ von @fiben gegen Sorben gemeffen n)erben fotten* 

Die )>on biefem ^Junfte au^ )oon 9lorben gegen @flben {iegenben 

Sängen merben alöbann bur(^ bie negativen 3<^^(ett bargefieKt* 

3u ber Sänge 2 vier (Einheiten l^iniuf&gen, ^ti^t al^bann, 

Don bem mit 2 (egeic^neten fünfte ber obigen gigur in ber 

9li((tung ON bid jum ^mtU 6 vorKO&rt^fd^reiten, unb bie Sauge 

06 aU 6fa(^e^ ber Sin^eit Ol beulen: von biefer ®rö§e 3 üin^ 

l^eiten n)ieber abjd^Teu, ^ti^t, H^ ium fünfte 3 jurftdffc^reiteu, 

unb ben 93egriff ber Sänge 03 aU 3fa^t^ ber Sinf^eit auffafen. 

Sollte man nun, um in bemfelben 9tefu(tate ju gelangen, von 

bet Sänge 2 erfl 3 Sinf^etten ^inweg^ unb al^bann 4 Sinl^eiten 

^'nsut^un; fo n^ürbe man juvorberfi von bem fünfte 2 in ber 

Stiftung OS rfldmärtd fc^reiten muffen« ^lad^bem man ^ierburd^ 

in ben 9unft gefommen i% ifl 3n)ar atte Ouantität ber Sänge 

02 verfi(tt)unben^ fobag man nun feine tveitere IBerminberung 

mit btrfelben vornefrmen lann; allein e^ i^ noc^ (eine^n^ege« bie 

9l}»gli(^feit be^ »weiteren S^rtf^ritte« in ber Stic^tung OS 

(M^ ber ferneren Slntveubbarfeit bed Si(bung^gefe$ed ber 3df^^ 

len in entgegengefe^ter Stid^tung entf))ri^t) geraubt* e^ttittt 

man bemjufotge um bie abfolute S&nge 3 vom fünfte 2 au^ in 

ber negativen Slid^tung fort; fo getaugt man in ben ^unft —!♦ 

beginnt man nun in biefem fünfte / um in ber ))ofitivett fHiöf* 

tnng ON um 4 Sinf^eiten tvieber vor)ufd^reiten (ober mn }u ber 



8 §. Qttäfti^m^ bec Brft4^ 

3al^( —1 t)iet (Stillzeiten ^itt)U)ttfftgen}; fo gelangt man enbli^ 
in benfetben $unft 3 ober sn bemfelben begriffe bet 3a$^I 3, 
toit bur^ iai erfiere Serfa^ren. 

S)enft man ftd^ unter ber diM ben Se{t$ eine« SermcFgen« 
t)on irgenb einer ®elbetn^eit; fo n)erben bie ))ofttioen 3<tf^ten ben 
verfc^iebenen SQ3ert$en be^Sermdgen« einer f^erfon^ bie negativen 
3a^Ien bagegen ben t>erf(^iebenen äSertf^en ber @(^tt{ben ber^ 
fetten entf)>re(^en. 

©e^t man an bie Stelle ber 3af»Ieinffeit Sin« al« (Bxö^en^ 
ein^eit ben 9aum eine« 9BaIbe«, unb untertoftrfe biejenige 9Renge 
»on IB&ttmen einer Sled^nung, n^eld^e /a^rlic^ in bemfelben ge«" 
f&nt tt)erben fdnnen; fo n>ürben bie negativen 3a^Ien IB&unte 
beaei^nen^ n)etc$e ni^t gefällt^ fonbem koetd^e »ielmel^r i&^vli^ 
^in}uge)»flan)t n>erben matten* 

§. 8. Snt^elnttg btt IBtfid^e* 

fte^ren n^ir j[e$t )u ber o(igen 9teiffe ber gongen Sagten 
inxüd, unb unterfud^en, o( barin bie 9ßert^t)erf»&Itni^e fdmmtfi^ 
^er ®x6^m ju if^ren Sinf^eiten entffalten ^nb« fßtnn man jur 
SDteffung einer jieben ®ri^e eine beliebig ju n^S^Ienbe (Sin^tit 
annehmen toollte; fo xoixt t€ aUerbing« mogli«^^ bie Quantität«^ 
toer^ältniffe aller ®rdgen burc^ bie obigen 3<^^(en au«}ubrfitfett/ 
\»til man atebann jur (Einheit immer nur einen aliquoten Zptlt 
be« ®an)en gu nehmen brandete* 3n biefem %aUt noare nun 
iwax eine jlebe @ro§e in Sejief^ung )u ber i^r eigent^ftmlid^en 
Sin^eit benimmt; ba aber bie Sinffeiten fftr bie t>erf(^iebetten 
®ri§en verfc^ieben au^faKenunb untereinanber in feinem befonn^ 
ttn SBer|iäItniffe ßel^en tofirben; fo tottrbe man bie ^^erfd^iebenen 
®r6§en ni^t mit einanber vergtei^en unb t>on if^ren gegen^ 
feitigen aSertf^t)er^d(tnt{fen leinen DoUfkAnbigen Segrif erhalten 
(dunen* Sei einem folc^en SSerfafirett Unnte man fogar äffe 
Duant{t5t«t)er^&Itniffe burd^ eine einzige 3a^l anlbx&ätrtf 
X0tnn man f&r aUt (Bxi^tn benfelben aliquoten Z^H }nr (£in^ 
^tit n>afflte« 2)a ^erburc^ bie ^mptaufiaU, bie gegenfeitigen 
©ro^enoerl^filtniffe auf befKmmte Segrife ju bringen, g&n}Ii(( 
vereitelt «werben nHirbe; fo fte^t man, mie unjut&ffig e« fein 
mfirbe; ii»ti @rd§en miteinanber in t^ergteid^en^ loetd^e n^^ ber^ 



ft^tboNt einfffitcii demefen f&ib; H mtt§ »iedne^t 9r{it){)» 

ileitoi, a8e ®ti(feii butd^ 9e)te^tttigen auf (Etn ttiib biefrtte 

wtMtaberlii^e (ftttl^cit bat)tt(le((ett. Z>tefe ®e)t(^ittigen brtit^ 

<M tnbtffoi iiii^t aibfobtt einfach ju fein; bie 93orf)«attng i^oii 

tar OnAiöttAt emev ®rd§e faiitt au<^ mittettar baburc^ jttr Sr« 

femthrif ge(ta<^t koerben, ba§ mati btefetbe }it9i(tbtt^ mit einer 

itoettea ®toge 9etg(ei(^t, unb batauf ba« Setl^anntg biefer }n)ei^ 

ten @rj§e git ber befannten din^tit angibt Sin foI(^e^ inbi<> 

reftee 9e^mung^t>erfa|fren toirb nun in ber Z^at angemenbet, 

m bie Sa^toertffe für aSe bief enigen ®rif en ju erl^alten, tt)el(^e 

(tme genauen Sielfac^e 9on ber (Einheit finb* 

Stan }er(egt nämlt(^ bie urfprünglic^e Sinf^eit in eine ge^ 
unffe Hnja^I glei^er ober aliquoter 2:^eile, unb loerfnc^t; bie 
gegebene ®rote burc^ einen fo((^en aliquoten Xptü }u mefen, 
inbem man benfelben aii neue untergeorbnete 2Raaf ein^eit anfielt, 
ttnb bad Btelfac^e oxtiiU, wel^e« J)on berfelben genommen »er*^ 
ben mn§, ober aud^; inbem man angibt, toie t)iel biefer neuen 
Sin^eiten man in berfelben Stid^tung aneinanber fügen muf/ um 
^^ i^ititnt ®xi^t )u erhalten. 60 tonnte man ). 9*, tm bie 

®*«t ©rofe AB bur^ t)ie Cin^eit a6 ju 

,_,_t meffen, geltere in 4 gleid^e arbeite ac 

1 2 s 4 t^tittn. 9{&^me man aldbann einen 

A JIIJ!!?!!.-!!!!!!.,— • f^^*^ *^^^^*^" ^^^'^ ^^" ^^^ ^^^^ ^> 

12 3 4 6 6 7 }ur neuen (SFin^eiten an; fo tofirbe man 
jtnbett; baf AB ba^ 7fac^e J)on ac mfire, todljrrenb ac ber 4te 
^vX ber urf^)rfingli<j^en (Jinlj^ett ab {% !Bie Bal^I, meiere bie^ 
fe6 Sertii^er^aitni§ ^oon AB }ttr (Einheit ab au^brfidt, toirb | 
tef(^rieben, unb f^ei^t ein Sru$, oon toeI(^em bie untere 3^^! 
4 ber 9lentter unb bie obere ^0)1 7 ber ^h^Ux i% 

SKe ))o{tti\>en 3<i^(en nun, benen bie untergeorbnete (Einffeit 
\ (6itt Siertel ber urf^rftngtid^en (iivi)ti() )u ©runbe Mge, 
Würben bie Steige 

iilben, tvel^^e auf eine ganj S^tM^t äBeife erseugt x^, mie bie 
^^ 9ttn)ett 3a^(en, ii^em vxm sn bem erßen IBiertel ein gweite«, 
ktitte^, t>ierte« Sicrtel u« f. w. ^ingugefagt }^U 2)a | ein ali^ 
^^itt 3:^ 9on 1 i^; fo tvirb jimer JSrit^ <^tt<^ ^ ali<|uoter 
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§. 9. IDoppHte (BcMtung eine« Sru^ed. 



SCfytil toott itim »ielfac^m J)on 1 ober »on jieber ganaeit 3oJI 
fein, unb e« leuchtet em, ba§ but^ fortgcfc^te^ «neinanbcrfagen 
wn »iettelii; j[e na^ ber t>{crtcn ^tnjufügung ber SBcrt^ ber 
nä^flfotflettben ganaen 3a^I entfielen mui, fobag tti ber i>orfle* 
^enbeti Steige bte ganaen Ballen 1, 2, • ♦ ♦ refi)- unter ben gor* 
tnttt i/ 1/ * • ♦ enthalten ftnb. 



§. 9. ßopptUt fStbtntnm^ eine« fBtnd^t^. 

Süperbem fann man {t(^ bte Sebeutung etned (eben 93ru(^e^, 
a* ®* bte J)on 4; auf eine it>pptUt ffletfe benfen: entweber fttüt 
berfefte ba6 öfac^e t>om 4ten Sj^etle ber (Etn^eit, ober ben 4ten 
Z^tii ^om öfad^en ber Q^tn^ett bar* Um 2)ied beutlt«^ etnaufe«^ 
f^en, »otten totr »erfud^en, folgenben aßgemetnem @a| nad^ju»» 
tt>eifen, wn toel^em ber t>orItegenbe nur ein befonberer gaK ifl 

Senn A irgenb eine ®roge unb a,byc,d fcetiebtge pc^itiu 

aanae 3af>Ien bebeuten; fo erhalt man ba^fette JÄefuItat, ob man 
nun entvoeber 1) toon A bad ofad^e, ober auc^ ben aten Z^tH, 
barauf ^on ber erf^altenen ®rö§e ba^ ftfad^e ober auc^ ben ftten 
a:^etl; attbann bad cfad^e ober au^ ben cten X^til n. f* ». 
nimmt; ober ob man 2) biefe SJcroielfac^ungen ober ^ffetlungen 
in einer jieben beliebigen anberen Slei^enfolge an ber ®ro§e A 
aur Itu^fu^rung bringt. Seaeid^net man alfo bie Operation ber 
SBerbietfac^ung burc^ bie 3ft^I a mit Xa unb bie ber ST^eilung 
in a gleiche Zfytilt burd^: a; fo »Are a» ®. AXa.-6Xc 
=AX«Xc:6=A:6XaXc=A:6XcXa u. f. to* 

(So ßette ein jiebed ber Heineren Ouabrate in ber feitfle^en^ 

ben $igur bie Quantität ber @rö§e 
A bar* Stimmt man biefelbe amat; 
fo erhält man bie in ber oberen 
f^oriaontalen dtti^t liegenben Cina^^ 
brate, beren »naa^t gtei(^ ber 8n^ 
aa^I ©n^eiten ift, au« »eld^en a 
befielt* 9Iimmt man aMbann bie 
l^ierburd^ er^Itene ®ti^t bmat; \o 
tx^&Ü man eine Sbiaa^I ber erfie^ 
ren gleiche ^oriaontale 9iei^en, beren 
SRenge g(ei(^ ber ftnia^l dinfftiUn i^, ou« ml^tn b befte^t. 
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§. 9. IDoppcfte (Bcbffiitmid dnH 0ni4«« li 

Z)a< Stffititat toixi attgeteutct iuxi^ AxaXb* 6d oft man 
nim M ber leiteten Opetation eine ganje ^orijontale Steige 
fe$tc/ fe(te man au^ eine j[ebe (Etnl^€tt tiefet Steige; ed tt>urbe 
alji» eine jebe bet a (Siti^eiten ber f^ori)onta{eti Steige 6 mal oe^ 
f((t £a^ 6 maltge Segelt irgenb einer (Einheit ber f^orijontalett 
Striae etttfpn(^t nun offenbar bem Einmaligen Se^en einer oer^ 
tifalen 9tei^e t>on b einleiten, unb ba bie f^orijontale Steiffe a 
Sinffeiten ent^&It; fo entfpric^t jiene Operation auc^ bem amali^ 
gen ee^en einer )>ertifalen Steige bon b (Einheiten b* i* einer 
Operation, totl^t bnrc^ kxbXa angebeutet ifi* 2)er @inn 
be^ borfie^enben @a^eö/ bur(^ arit^metifc^e Sti^tn bargefteHt, 
i{l alfo 

AXaX6=Ax6Xa- 

aßenn bie ®r6$e A erfl amal genommen unb bie babnrc^ 
erhaltene @rö§e in fr gleiche SCf^eile getffeilt n)erben fottte; fo 
fteKe eine ttxtüaU Steige ber obigen gigur bie @roße A bar* 
9limmt man biefe Steifte amaT; fo erhält man a folc^er ^ertifa^ 
len Stetigen* Z^HU man bie fo eri^altene ®rj§e in b gleid^e 
^OTi)ontaIe Steigen; fo flettt tint jiebe ^origontale Steifte b{e®ri§e 
AXa: fr bar« 2>iefelbe l^orijontale 9tti^t tofirbe man nun aber 
ojfenbar au^ erhalten ^aben, n^enn man )uoirberft bie &xi^t 
A, b* |i* bie gegebene oertifale Sieifie in fr g(ei<!be S^f^eile getffeitt 
imb einen foI(^en aliquoten Zfytil amal ju einer f»ori)onta(en 
9lei^ jttfammengef&gt ^tte* 2)iefer ©a^, indei(|^en barge^edt, 

m 

Axa:fr=A:frXa. 

@i>Ute enbli(^ bie ®xijftA erft in a unb bie babnrc^ er^al^ 
tene ®xi^ in fr gleiche Z^tiU get^eitt n)erben; fo {teile bie 
gonje %ti^t ber obigen gigur bie ®r£6e A bar* Sin 2:(eilen 
berfelben in a gleiche Steile entfpri(^t einem ^erfleSen einer 
berKfaten Steige unb tin abermalig<^ 2:f^eilen biefer Steige in fr 
8lei(^e Steile tintm {)erftel(en eine^ einjetnen ber Reinen Ouo^ 
Nte ober ber ®roge A: a: fr* (S^ ijjt lei^t ein^ufeffen, ba§ 
«um bo^felbe Stefultat er^dft, toenn man itt)>jrberit bie ®rd§e 
A ober bie gan}e ^igur in fr ^ori)ontaIe unb barauf tint jlebe 
^oriiontote Steige in a gleiche Z^tilt gertegt, ober bie &xi^t 



12 §. 9. lDop|)ette e«bcittmi9 cfiwl (Bnute«. 

A:6:a ^ttfttUt SXefer 6ae mitb aritl^incttfc^ burd^ A:a:iK 
ssA:i(:a angebeutet 

2>eiift man ft($ nun unter ber tm Sor^eJ^enben belteiig m* 
genommenen ®toge A bte din^tit ber a(foluten dafflen, alfo i, 

fo i^ AXa=a, Axä=*, A:a=— ,A:A=-j-, unbbie »or^ 

fle^enben ©i^e pfeifen aX6=bXa, axb^z-^xa, — •*=-j-*® 
obet in äBotten: ba^ ifad^e von a iß glei<^ bem a fachen von 

6, ber ite SC^eU von a iß gleich bem afad^en oon ^, ber Ate 

1 1 

Zi^eil oon — iß gle{(^ bem aten 2:f^eile oon -j- . 

Um att6 biefen @&^en ba^ in Stebe ße^enbe $r{n}i)» in fei^« 
ner grdg ten SlSgemein^eit ju entwide{n; fo bejeii^ne bie gormel 
Aafrc<(««* nai^ ber Speisenfolge ber Sud^ßaben a,A, c, d*««, 
unter toelc^en ))oßtioe gange Sa^t^n verßanben werben, ben <&er^ 
gang einer Operation, in go(ge beren fufjefßoe aud ber ®rj§e 
A (meiere aucf^ bie Ba^leneinl^eit fein fann) burd^ SSerotelfac^ung 
ober Xffeilung mit jienen 3o^Ien txm neue ®ro§e erjeugt n>irb* 
2)ie m jg(i(^en SBerfe^ungen, xotVi^t bie S3u(|^ßaben a, 6, c, d * • « 
)ulafen, fdnnen f&mmtli^ f^ergeßeUt toerben, tt)enn man na4f 
unb nad^ bie ^ttütn )tt)eier nebeneinanber ße^enber 9ud^# 
ßaben miteinanber oertaufc^t ; fo erhält man ). S. au^ ber 9(ei^ 
|^enf6{ge afrcd aOmäSUg ahdc^ adbc^ adcb u. f* to. 9ta(^ 
bem £)(igen fann man nun leicht jeigen, baß bie Stefultate, 
n^etd^e bur(^ )U)ei foI(^e formen bargeßeUt werben, in welchen 
nur }tt>ei nebeneinanberßef^enbe Su^ßaben if^re ©teilen oertaufc^t 
^en, ibentif(^ ßnb« IDenn fe^t man j* 9. in ben beiben auf:« 
einanber fblgenben formen Aadbcefg*** unb Aadcbefg*** 
für bie®ri§eAad ba6 deichen B; fo werben biefe(benB6c€/>«*. 
unb Bcbefg**^ ttotx weil nac^ ben vorhin bewiefenen ©d^en 
immer B6c=Bcft iß, wemt man für biefe ®rd§en bad deinen 
C einführt, Cefg*.^ unb Cefg**^ ein $aar Stefuttate, We((^e 
offenbar ibentif(|^ ßnb* 

^itvxQiii {endetet ein, baß man ßd^ bie (fotße^nng irgenb 
^t^ Sruc^^ entweber fo benfen Itane, baß bie (Einheit erß fo 
fo viel gleid(ie Z|ei(e get^ fei, cXi ber 9lenner Sittj^etten an^ 
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^at, vab tetauf tin foli^r 2:^tl fo t>{e(mal ofttommnt fei/ aM 

ber 3aHet bc^ »tud^ed Sinf^tten ent^&It, ober Httd^, baf Me 

Stn^'t fo s>te(mal gettonmien fei^ at^ ber Bä^Ur Sitt^etten ani* 

gttf^ unb barouf btefed Sielfa^e in fo t>te( gleiche 2:^etle }et(egt 

fei, aU ber 9lenner (Stn^eiten ent^&tt. 2)ie erßere SorfieSuttg«^ 

arl tfl j[ebo(^/ tventt man ba« gonje 3<t^(enf9flem fc^atif(^ Abera^ 

iltden »iO, bie natürlicbete/ mett biefelbe ^utoArber^ eine neue 

SiiiM^ ein ber obigen 9ttiH ba« SierteO erjengt, unb and 

Verfetten gmatt m^ bemfelben ©efej^e/ natfy n)e{(^em ft(^ bie 

ganjen S^I^Ien bilben, f&nimt(t(^e gleichnamige Sbi&^t organifi^ 

in einer fbrtlaufenben 9iei^e bilbet. 

Sttblicf^ !ann man ficb ani^ eine jebe ganse 3^^! <Kt^ tintn 
9tü^ benfen, beffen Silier bie S^^ f^Ibfl nnb brffen Stenner 1 
i% inbem man mit bem Segriffe ^ bof eine &xiit in Sinen ali^ 
quoten 3:^ei( get^eilt fein fotte, bie Sorfieffung verbinbet, baf 
iie felbjl nnt>er&nbert gefegt fei« 

§. 10. Oerfd^febene Stten 9on fBtüäitn* 

<Ein Srui^ toie |, tvelc^er Heiner i^, atö bie Sinffeit, l^ei§t 
ein elfter / ein jfeber anbere Sbxn^, tok i, n)e{(l^er gröfer i% 
M bie (Einheit, ^ei§t ein unechter. 

2)a in ber obigen 9tti^t ber gebrochen Banden anc^ aüt 
9<tnjen Baf^Ien entölten ffnb, inbem 4==:1^|=:2/ n* f* t». 
ifi/ mib bte Silbung ber erfieren wn Sßiertel )tt Viertel fort^ 
f<^rettet, toetd^ed ein aliquoter X^til ber (ün^it, alfo aud^ 
(tn aliquoter 2:^eil bed ©rofenunterfd^iebd irgenb {tt^ei auf^^ 
manberfo(genber ganjer d<i^Ien ifl; fo begreift man Iti^t, 
^a§ man ben SBertf^ eine^ jieben in jiener Steige enthaltenen un^ 
tt^ten 93rtti(e6 au^ in ber äieife bar^eKen fann, ba§ man bie 
imä^^ toor^erge^enbe ganse Bopl unb bann no^ bie Sfuja^I ber 
Siutel ober ben eckten Sixu^ angibt, um i^elc^en jiener une^te 
^tuif bie le^tere gange Bal^I überfc^reitet« ®o Unnte man 
H^, ba$ ^ g(ei(^ 1 (Einheit unb au§erbem 3 Siertel ber (Sin* 
^cit toire. SSan fd^freibt jDie^ i=Hf ^nb nennt eine fold^fe aud 
^^^Y ganjen unb einem ti^tm 93ru(be {ufammengefe^te 3<k|^( 
^ine gemifd^te. SRan erfemtt ichc^ Uiä^t, ba§ biefe ^ax^tU 
iungdmcife, for^iel 93ort)ieiIe biefelbe au^ in gett)iffen anberen 
^^iie^ungen barbtetet/ feinen cinfac^en93egriff oon bemSBert^e 



14 §.11. Aommmfterabele unb inloiimienfttrabfte fSthfm, 

ber 3a^r i ttefert* Durc^ IJ toixi We 3af»l } gcÄijfemoffc« 
tti^t unmittettat at^ ®an}e^; fonbem t)icttne]^r na(^ )wet Z^tu 
lett; 1 unb }; aud tDeld^en fte jufammengefe^t tfl/ bargefteKt 
a)tefe St^eiTe iejte^en ft^ fogar junäd^fl auf jtDei )0€tf(^iebene 
©nj^eiten Ctefp. 1 unb i), bcren SBejtc^unfl jueinanbct gtt>ar 
ielannt x% wtl^t aitx erfl nad^etnanber gebadet tDetben fötti^ 
nen* 2)er aiu^brud i bagegen l^at ben SBotjug ber gr6§eteit 
logtfc^en Stn^eit; tnbem et ba^ Silbung^gefe^ brr babur^ htp 
{dd^neten 3a^I na(^ einem (eflimmten Styt^mu^ (bem me^rmalt^ 
gen @e$en) au^ einem etnfad^en (Elemente Cbem vierten SC^eile 
ber Q^tni^ett) anfd^aultc^ mad^t unb e^ bemnac^ toegen ber®Iei(^^ 
^tit ber gunä^ft unterliegenben din^ättn au^ {ulagt, «)erf(^ie^ 
bene anbere na(^ bemfeI6en SRptffmu^ ge(ilbete 3<tl^I^ii rnftmlt(^ 
aUe S3r&(^e ber obigen Steige, beren n&^fle Stnl^eit bad Siertel 
ifl} unmittelbar miteinanber gu t>erg(e{(^en* 

§. 11. Stommtnintahele nnh iit{9mmenftitabele®ri^#eit« 

2)ie le^tere Steige ber getretenen 3a^Ien , t»ti^t na^ bem 
@efe|e ber gangen 3a^ten au^ bem !Bierte(, ali Sinf^eit, gebilbet 
ftnb, fieUt offenbar eine grd§ere fRenge von ®rof enver^filtntffen 
bar, beren 3<t^I^ert^e t^tiU bie 3Bert|fe ber gangen 3<tf^Ien felbfi 
ftnb, tl^eit^ gtoifd^en ben SBertfien ber gangen 3^^^^» Hegen, d^ 
tUiit üebod^ gn>if(^en j[e gtoei aufeinanber fblgenben 9rfi(^en tin 
llnterfd^ieb, unb e^ finb no^ eine ungAfflige ^enge von ®xi^tn 
benfbar; beren Sert^e burc^ S^W^ au^gebrfidFt tverben müßten, 
tt>el(^e grof er, ali eine vor^ergel^nbe; unb Heiner, aU eine nac^^ 
fotgenbe 3öf>I jlener Steige, toixtn. Um folc^e ©röfenver^SIt»' 
niffe bargufleaen, mfl§te man anflatt be^ Siertel^ einen Reineren 
^eil ber (Einheit; g. SB* ^, ^,., toa^TeU; unb barau^ nac^ bem 
einfachen SBilbung^gefe^e bur^ ^ingufSgung Sine« fold^en Z^tu 
M nai) bem anberen eine ber obigen ä^ntic^e Steige von 3a^^ 
n)ert^en ergeugen, tveldj^e al^bann tvieberum eine gr j§ere Stngai^I 
nä^er gufammentiegenber ©rögenver^ältniffe barfleffen »arbe» 
SBoUte man f^flematifi^ verfaf^ren; fo mu^te man einen aliquoi' 
ten X^tii unb gtvar n>ieberum ben 4ten Z^til von ber frA^eren 
untergeorbneten (Einheit, nämli^ von bem 93ierte(, nehmen, um 
bie tim befproc^ene Steige gu ergeugen; al^bann tvarbe bie neue 
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yt^ offenbar äffe ® lieber ber t)or^erg^^eiiben mit ettt^tten, imb 
bm^ ba« le^tere Serfa^ren getpiffentiogen ergSn}t fetm 

Ste nein man nun aber au^ tat Stlbung^element etner 
feiern Steige annehmen mige/ immer mitb ba^felbe tint 9en)iffe 
@rö§e begatten, tvirb bemna(b noc^ ferner t^etlbar fein, unb tint 
»ei^e »Ott ©ttebcrn erjeugen , beren Unterfc^ieb eintft »irflii^ett 
Sert^ Imt, foba§ sn^ifc^en j[e jtvei aufetnanber fotgenben ®I{e^ 
bern immer noif 3a^Imertf^e benfbar bleiben, wtldft in ber er^ 
{rügten Steige nit^t ))or(^attben ftnb« fLnif wtnn man bei ber 
SefKmrnnng t>on 3a^Iwertf^en gan) nnf^fieuatifc^ «»erfahren, unb 
Hefeiben an^ beliebig fielen &tüätn befie^b an^tim wmt, 
t>on benen ein jlebe^ &t&d einen anberen dliquoten X^eil ber 
dinf^t }ur n&d^flen (ün^tit ^Stte^ inbem man }* 9. )nr 9ef}im^ 

^4 mung affer Sängen 



A^l I I I I , , I I, , |B *^^ ®"^*^t ö* Jtt* 

^ i-^f ^ f -f i -if i- . . . erP »on A gegen B 

2 mal I; bonn 2 mal i, bann 1 mal i, bann 3 mal \, bann 

2inat i u* f* f. abfdi^nitte, ein anbere« Wtal aber erfl 5mat \, 

bann 2 mat i, bann 3 mat i u* f. f* abfc^nitte, unb nai^bem man 

bf^uf mogtid^fler aJert)irffSttigung iinb bemnad^ be^uf gtJgter 

gegenfeitiger Slnnfi^erung ber It^tiipnnftt bie Sin^eit in immer 

Ilriiter unb Heiner »erbenbe atiquote 2^eite getfieitt ^tk, Äf>m» 

It(^e£))»erationen in aKen benfbaren SRannigfaUigf eiten audffl^rte; 

fr teu(btet ioö) ein, bag alle ^ierburc^ auf ber fiinie AB eti^at 

toten !t^eilpunfte, toelc^e nic^t sufammenfaffeU; eine S&nge gtpi^ 

f^en {t<b (äffen; n^elcbe; mnn fte aucb ne^ fo flein ifl, bo^ noc^ 

ferner t^etlbar bleibt, fobaß man jtcb burcb irgenb einen fJunft 

tint^ folcl^en »bfianbe^ g»eier a:|>eiH)unfte t>on A gegen B eine 

?ange begrfinjt bcnfen lann, beren 3ö^t»ert^ burd^ leine ber 

Jol^Uofen t>orberge^enben 2Reffungen t>offfommen befiimmt ifl. 

®r6§en t>on biefer ©efcbaffen^eit, n)el(^e jwar burd^ geometrift^e 

ftonftruftton in i^rem quantitati\)en ajerfiältmffe gurCinbeit »off* 

fotnmcn genau bargeflellt werben Wnnen, welche aber be^uf i^rer 

35arflettung aW S^t^twert^e eine in^ Unbegränjte fortgcfe^te 

t^etlung ber (gin^eit in unenbticb Kerne atiquote S^^eile erfor«= 

*«rtt^ maxien, nennt man in Sejie^ung ju biefer Cin^eit in*» 

fommenfurabel; tt>ä|!renb anbere @ro$en, mXäft ft(b bur^ 



16 §. 12. SoQft&iiMgc (S^^ittiig bK 8M^ bir pojUtMQ unb 

bare aliciwtt Zweite meffm laffen, fornmenfurabel f^et^em 



§. 12. OpDflAtbifle SrftAtsitttd htt Steige ber t>of{tit)ett ttttb nt^Oß 
, ift^ett Sableit 8» tlutm fUü^tn ®att)ett« 

ä9a^ ^or^itt bei btt (Etttßel^ttng bet negativen gonjeit 
3a]^(en bur(b ein blo§tf Umfel^ten bt« 6inne< ober bet 9tit^# 
tung be^ Silbung^gffe^e^ bet pofttit^en ganten Sagten gefagt 
iß, finbet offenbar «n(^ feine ttnkoenbung auf bie IBilbnng bet 
negatit>en gebtod^encn 3^^tn, mti^t in betfelben äBeife aai 
i^ten ungeotbneten, butc^ bie 9tennet (ennttic^ gemad^ten (Sin^ 
l^eiten et}eugt \a>txb€n, wit bie ganzen 3al^Ien au^ bet ntf^tilng^ 
lidj^en (Einheit. Setntittelfl biefet negatit>en Sdxü^t foK auf eine 
gan) gleite Sßeife butc^ fottmäj^tenbe SBerHeinetung bet Untet^ 
f^iebe bet Übetgang bet bi^fteten 9tei^e bet negatiioen 3<t^Ien 
tu mtm x^tfymi\^ unb ßetig gebtibeten (Banken »etmittelt n>et^ 
ben, fo^af bie boUfianbige Steige aUtx pcjjiti^tn unb negativen 
Sa^retf/ beten ®t&n)e bie ifi, bie 9le)>tafentantin bet aM fttti* 
gen 2^eilen gebilbeten UnenbUc^feit von ©tj^envetf^ältniffeti 
koitb, tt^eld^e na^ bemfelben ©efe^e m^ ^toti biteft entgegen^ 
gefegten &tittn o^ne Snbe fottf<l^teitet* 

ISö leud^tet tin, toit man f[(^ bie Sntfle^ung äffet negativen 
3af»(en au^ bet negativen din^tit C— 1) in beut Sinne von 
abtvättd gan) in betfelben 3Beife benfen fonne, tvie bie (£nU 
fie^ung bet pofttiven 3a^len aM bet )>ofttiven (Einheit in bem 
@tnne von au^&ifU. jDie Sa^l —a ifl but(^ a maltge^ 3ä^<' 
len bet 3^^! — 1 in bet bem ))ofttiven 3ä^ten entgegengefe^ten 
ätic^tung etjeugt; obet fte ifi ba« afad^e bet negativen Sin^eit, 

b. i. =-lXa* GEbenfo ifl — ^ ba« a fac^e be« Aten SC^eile« 

bet negativen Sinf^eit, obet au^ CS« 9} bet btt Zptil be« afac^en 
bet negativen Ctnjeit b* u =—1: bxa. 

Senn man untet bet in $* 9 mit A bezeichneten ®xöit bie 
negative (Sin^ett vetflef^t; fo {euc^tet m, tvie bie bafelbfi ent«> 
kvidelten ©fi^e ^tn{t(^tli($ bet IBetvielfältigung unb Z^tiim^ 
einet 3a|^( in vetfd^iebenen SKalen auc^ auf biefe D)>etation an 
einet negativen ®t5§e 9nn>enbbatfeit behalten* 
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€o tft )* S* Md^ bem ©a^e: 

AXa:A=A:£Xa 

— IXa; Ä=— l;4xa, 
b* i^ ba— lXa=— a unb — 1:ä= — j- tfl; 

— a;Ä=— — Xflu 

2)a^ Jietburt^ bargeflcWe »lefuKat tjl offenbar etne negative 

3a^I, berat abfotuter numerlfcl^er SBertf^ a: 6 ober au<^ X '^^ 
t^ b* ^^ ba«felbe ifl gletc^ 

—Ca: Ä) ober =— ^-j-xaj- 

6« tp fi^on \>or^tn bemttft, baß bie SEBert^e bet j)oftttt>ett 
rnib negatttjen Soffen, ))on ber ©rätije ati^ebenb, fftnfic^tlt^ 
tbrer Duontttdt etne jebe beliebige ®r5f e überfd^teifen Knnett, 
unb {t(| bentna^ in biefen Stid^tungen {einer ^rinje näf^ern* 
Dbgtei4> tt>ir trn« ftmt feilte SBorflettutig t)on bem abfoTwten 
Sert^e be^ unenblic^ ©roßen macffen Wnnett; fo erifKrt ba^felbe 
bo(^ in ber ffiirfTit^feit, unb ti ijl not^toettbig, für badfelbe tin 
aritf^metifc^e^ S^^iiti^tn eittjufu^ren, toeld^e« anbeutet, ba§ bie 
babur4^ bargeftetfte 3öf>I größer fei, nH irgenb eine benf^ 
bare 3fl^L Diefe^ 3ticben ifl od, unb !ann fotoot pt^xti'o, wie 
negattt) genommen tt^erben, jienadybem man iamit bad unenbKc^ 
®rofe in ^ojttit)er ober negati\>er fRiöftun^ bejeid^nen toiff* 

Son bem Unenblidf^en ifi ba^ Snblic^e fein ^f^eil, weil 
Crjlere^ ou^ bemSe^teren nitl^tburt^^ mehrmaligem Scften erjcugt 
iDcrben fanm gtn nod^ fo großem 95ielfad^e6 einer enblit^en 
©röße -ift »ieberum eine enblic^e ®r5fe» 2)am enblt^e jie^t 
temnat^ )u bem abfolut Unenblic^en in berfelben Se^iel^ung, wie 
fcam 9lid^tm gtt bem Snbtic^en^ STOan fann eine enblid^e ®röge 
in nod^ fo toiet aliquote Z^tilt t^eilen, o^ne ba§ bicfe 2:^ette 
aufborten, enblic^e ©rößen gu bleiben, unb umgefe^rt, wenn bie 
Snja^I ber Steile, in welche irgenb eine enbTicfie ©rJge a serTcgt 
tfc eine enbtic^e 3o^I i% wtt§ «wt^ ^i« j[rt>er S:]^eit einen enblic^en 
ffiert^ ^aben* ^ierau^ folgt, baß wenn geforbert würbe, ba§ 
bie anjal^t ber aliquoten S^^eile, in weld^e irgenb eine enbti^e 
®t6f e jerlegt werben foße, abfolut unenbti^ groß ober =oo fei, ein 

2 
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feieret X^tit bur^au^ feinen benfbaren SBettf^ ^htn bfitfe, unb 
mithin =0 fein muffe. 9ßel(^en txMiöfcn äBertl^ alfo and^ bte 
3af^t a f^a(en m&^t, ber SBru$ 

^' 

n)elc^eY eigentlich nur ein arit^mettfc^e^ deichen ifi; tt>irb immer 
=0 fein. Sbenfo tvirb bie ^orberung, irgenb tint enblid^e ®xi^t 
OD mal gu nehmen, immer nur ben Segriff be6 abfolut nnenbltcl^ 
®ro§en tttotdtn, tt>el(^e^ fon^enig au^ 3:: f^ eilen it^t% wit ein 
SBielfa^d^ed t>on if»m geba(|^t )x>erben fann* 

§. 13. Stünftliäft^ 3afile«f»fiem« 

SBenn man Bei ber fufief{it>en 9i(bung ber ganjen S^^^tn 
m^ ber Sinf^eit fftr tint jiebe n&^fP ^(^^^ire 3<i^{ ein neued 3^i' 
<l^en unb ein felbfiflanbige^ SESort einfüf^ren n)oUte; fo tvtirbe bad 
Stec^nen mit S^^bn fotool bur^ bie unuberfid^tlii^e Sejeic^nungd^ 
n>eife, n>ie bur(^ bie ermAbenbfte Snfhrengung be^ ©ebad^tniffed 
)u einer ber fd^mierigfien Sef(|^äftigungen n>erben. d^ ifl eine 
in ber Statur begrftnbete Un^odfommen^eit be^ menf(||Ii(^en ®tU 
fle^/ bag berfelbe momentan nur dintn unb itoax nur einen 
einfacfien Segrif ganj genau ju faffen t>ermag* 9Bie tt^ir, 
ftreng genommen, nic^t 2, 3/ 4 fünfte gu gleid^er 3^it t^oOfom« 
mtn beutH(^ fe^en fonnen; fo fdnnen toit au(^ nic^t eine 93iel< 
l^eit toon 2, 3, 4 2)ingen mit aQer @(^ärfe bed äJerflanbe^ ben^ 
fen* j£)ie @(^n)ierigfeit toa^^ mit ber 3(n}a^t ber X^tilt; ftd^ 
eine SRenge t>on l^unbert einjelnen ©liebem einer Steige )u ben^ 
(en, unb babei einen jieben ^eil in feinem rid^tigen 93er(^ä(tniffe 
{um ®an}en geifiig anjufd^auen, iß gemig ben meiflen SDVenfc^en 
unm^gli^* Um biefe @(^n>ierigfeit ber SBorfleQung großer Wltn^ 
gen unb ber SBergteic^ung berfelben untereinanber mdglic^^fl ju 
befeitigen, geto&^rt ed einen bebeutenben 93ort^eiI, bie Z^tilt ber 
größeren ^(nja^len nac^ einem gemiffen @efe^e in ®ru)>))en ju 
orbnen, beren SRenge al^bann t>iel Heiner tt>irb unb bemnad^ 
(eid^ter )u äberbliden iß. Qt^ gef^ l^ierbei it^ax bie unmittel^ 
bare Srfenntnig be^ Serffältniffed toerloren, in kvelcf^m ber ein^ 
fad^e Streit jum ©anjen ftt^, aber bie aUmä^Iige ttnfc^auung 
ber SBerffaltniffe/ in totUfytn bie ®ru))pen )tt i^ren 2:^ei{en unb 
itt einanber ßeffen, ^rt bo^ wegen ber geringeren 9n)a$t ber 
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}u iüxa^ttnttn (Elemente tittt |)fl(fe iti 96f)rafHott^9ermögeti^ 
xafiftt unb iefrteWgenber gum 3iele etiie^ t>oOfläi!bigett ©egriffe^. 

Um, wn btefem ^rinjtpe geleitet, bie ^i^txtn Sa^l^xoitn 
m M^t ju überfe^enbe &mpptn au bringet!, berfdjtt man fot 
genbetmaa^en: 9Ran befKmmt, ba§ bte niebrigfle ®nt))^e Hnt 
gewiffe Hnjaf^I, bei ben befabifc^ gebilbeten 3a^(en jef^n (10), 
Stn^tten entölten foOe; fofc^e je^n (Stnf^dten, tt)el<!^e tnSejug 
auf bte ftlafftftfatton ber 3a|flenret|fe (Einer genannt »erben, 
fugt man aldbann aU tin @anit^ }ufammen, unb nennt ba^ 
?e$tere einen Beinen (Sntfyalt eine 3ä^I wef^r, aU gejn 3t^* 
ner; fo fa^t man toieberum it }e|ftt3ef^ner ju einem @an)en au^ 
fammen, unb nennt ba^felbe einen ßunberter* 3e^n ^unberter 
Mlben ferner einen Saufenber* 3e^n Staufenber einen 3eM^ 
taufenbet vu f* f. jDie 3ef^ner, |)unberter, 2:aufenber k. be^ 
greift man unter bem 9lamen ber (Sinf^eiten |i5f^erer iDrbnung* 
l>ie na^ biefem @efe(ie flaffiftairten 3a|ilen bilben bad befa^ 
^tff^e 3<^H^"f9{^^^/ bereniS^runbaa^I ae^n ClO) ifl« SXan 
fielet lei^t, bag man anflatt ber ^t^n eine jiebe anbere 3af»I anr 
0mnbaaf^I be^ e^fleme^ p&tit nehmen fönnen« 

3ur 2>arftel(ung ber 3a^I^ ^utrd^ 3o^(}^^en |Kit man au§er 
ker bie neun einfachen 3i ff (tn 1, 2 . « « 9, bur<( n^etc^e eine 
it^e 3a^I bargefledt werben lann, tctl(fyt deiner ifl, aU bie 
@runbaaf^( ae^n* Um größere 3<t^Ien barauflellen, beaeic^net man 
«it {)filfe ber borftef^enben 3ifern bie Snaa^Ien ber (Einf^eiten 
ber berfc^iebenen ^o^eren Orbnungen, inbem man auerfl angibt, 
»te t^iel (Einbetten ber l^ocl^ften Drbnung in ber au befHmmenben 
3d(I enthalten ftnb, bann tt>ie biel (Einheiten ber ndd^fi niebri^ 
gnen Orbnung u* f* f* bi^ au ben (Einern ^erab, unb inbem man 
^^«f'f Sifftxn fämmtfic^^ in l^oriaontater 9li(^tung nebeneinanber 
ftjt* Die Orbnung, miifyt eine jiebe biefer 3<ffetn beaeii^nen 
(oH, mac^t ^i^ gana einfa^ burd^ bie @teKe fenntlii^, in tt>el<!^e 
^^ 3iffer wn ber fftt^Un na^ ber Sinlen au gefieOt n^irb, fo^ 
^^ bie (Einer bie erfie ©tette red^t^, bie 3e|»ner bie folgenbe 
€teUe u* f* »>• einnehmen* gaKd bon irgenb einer Orbnung 
Uine ®ru)))>en borffanben n>&ren, tritt an bie 6telle berfetben 

Suf biefe Sßeife t^erben aOe ganaen B^^Ien nac^ (Sin^tUtn 
^fftttx Oi^ungen, bon benen jiebe nii^flfolgenbe ba^ St^^f^^ 
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ber t>or^erge^enben uttb jlebe bor^erge^enbe ben it^nttn^tii btr 
folgenben tfl, grup^irt unb bargeflettt. Um aud^ aOe übrigen 
®ro§ent)er^äItntffe, melcfie burc^ feine gangen S^^tn be)ei(^net 
werben fonnen, nai^ einem äf^nli^en St^tbmu^ barjufietten, i{l 
e^ offenbar nur erforberIi<^^ aUt ^^Iti^txt^e, »»eld^e Heiner {tnb, 
a(^ i, ober atte eckten SbxiaSft, einer ber frufieren entfpre(^enben 
£(af{tf!fation )u untern^erfen. 3u biefem 6nbe t^eilt man bie 
(Sin^eit in 10 gleiche 2:^ei(e ober 3t^nttl, unb gibt an, t»xt 
)oieI fo((^er ^t^nttt in bem 3&txt^t be^ au beßtmmenben e^ten 
Sruc^e^ enthalten ftnb. 98irb berfeI6e (^ierbnrd^ w^ ni^t tx< 
f((l(pft; fo t^etU man ba6 Sehntet noc^mald in 10 gleiche Z:^i(e 
ober in <&unbertftel/ unb gibt bie anjafil ber nod^ tDor^anbe^ 
neu ^unbertflel an vl. f. (• 2)ie 3iffern, welche bie Wltn^t ber 
t>or^anbenen 3«^«*^/ ^unbertflel, a:aufettbflel n. f» »♦ angeben, 
folgen ft(f> einanber na^ ber ©tette, welche bie einer jiffer ein^ 
nimmt, bon ber fftt^ttn m^ ber Sinfem SSBo ftcfi in einer fof^ 
d^en 3afil bie ganzen 3a^(en ^oon bem angelangten ®rn<^e fc^ei^ 
ben, alfo jwifc^en bie 3iffer ber einer unb ber 3e^ntel, mad^t 
man tin Äomma, »• ©♦ 304,604 (3 J&unberter, lein 3e^ner, 
4 einer, 6 3e^ntel, fein {)unbertßel unb 4 Xaufenb^eO* SBären 
gar feine ganjen 3af»Ien bor^anben, unb nur ein äd^ter Srucfi 
bar)ufle((en; fo n>flrbe man an bie @te((e ber einer eine )u 
fe^en Jaben i. »• 0,5 (5 3e^nt«0- 

2)ie auf biefe 3Beife m^ bem ®efe$e bed befabifcfien 3a^ 
lenfyflemed bargeflettten 93rud^e unb gemifc^ten 3afiten l^ei^en 
2)e)imatbra(^e. 



!Die ßpetaüontn bet 9ltit^iiieiff* 



S. 14. «bbitfom 

eine jn^eite Sa^l CSummanb) b }n einer er#en 3a^i 
CSummanb) a abbiren, ^ei§t, bie 3apl a in ber nac^ beiben 
leiten unbegrangten 9leif»e ber pofttiben unb negatit>en 3a^Ien 
burd^ ba^ einfache ®efe9 ber aOm&^tigen 3ti^ ober 3(b)dplung 
um j[e eine bem ®ummanb gule^t gu @runbe liegenbe einl^ed 
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ttt beTjittiigeit Sttd^tung unb um btejenigeDuantttit }»tittxf 
hititn, t^tl^t tcfp. bur^ bad deichen itnb ben abfoluten ttutne«' 
rif^en SBert^ ber 3<i^I & angegeben tfl« 2)te ^ietbutd^ erffaUene 
unb burc^a+& bargefleKte 3^^! f^et§t bte Summe bon a unb A« 
^ietna^ f»at man oi^ne 9ßettered 

4+6^10,4+C-2)=2,4+(-4)=0,4+(-6)=-2, 0+6=6 
-4+C-63 =-10,-2+ 4=2, - 4+4=0, -6+4= -2,0 + (- 6)= -6* 

S^ ift M^t ju }etgen, ba§ immer a+6=6+aunbbemna<lft 
a+*+c+..- = c+^+a+.- tfl, ober bo#bie Stet^enfotge, in 
»etd^tr man mehrere 3a^Ien }u einer @umme iufammenfflgt; auf 
ba« Stefttltat feinen Einfluß ^aU 

§. 15. 9nhtta1tiou* 

3^x ^rtnjip Trennung ber bur^ abbttion ge^'fteten 8er* 
Mnbung. — (gine jtreite 3apt 6 Oen ©ubtra^enb) t>on einer 
erften 3af>t a (ben 3Rinuenb) fubtra^tren, ^'ft, bte 3a^l 
a aU bte Summe jn^eier Summanben, bereu Stner ber Suibtra^ 
^b 6 iß; anfef^eU; unb ben anberen Summanb ftnben* jDte 
gtfttc^te 3a]^l a—h ^ei§t bie SDifferenj gtt)tf(!^en a unb 6. 

Um bte D))eratton au^sufuf^ren , tt)irb man alfo bie 3a|»I a 
in ber unbegronjten SRei^e ber ^öf^fen burc!^ aHmSf^Iige 3«^ ober 
9b)ä^Iung in berjientgen fHi^turtQ, n)el(i^e ber iut^ ba^ 3^i<^en 
be^ Subtra^enb^ 6 angegebenen 9{t(^tung gerabe entgegen^ 
gefegt i% au§erbem aber um btejfenige Duantitat toeiterbilbeU; 
toü^t bur^ ben abfoluten numerif(!^en Sßert^ t>on 6 bejetd^net 
toirb. 2)enn abbirte man fiierauf ju ber fo erf^attenen Diferenj 
c bte3af^t 6; fo »urbe man ingoige ber €rHärungt)on Äbbition 
ben !Dttnuenb a aU bie Summe c + 6 erhalten» 2)a biefe 
Summe nad^ ber obigen Semerfung au^ gleid^ &+c tft; fo 
folgt, ba§ bie Aufgabe ber Subtraftton inx^ ba6 borftef^enbe 
Serfa^ren bottfommen geldf t i^, inbem fiiemad^ bie gefunbene 
Differen) fotool ber erfle; toie ber le^te ber beiben Summanben 
fein fanU/ bereu anberer ber Subtra^nb ^ unb beren Summe 
gleiil^ bem fRinuenb a ift. 

3Ran bemerft ; ba§ ber allgemeine ^Begriff ber übbition ben 
ber Subtraftiott mit einfd^tteßt; inbem man bie }u fubtraf^irenbe 
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®xiit nur mit bem entgegengefe^ten S^^^ iu neigen Uautfyt, 
um bufetbe aMbann ju abbtrem 
{)iema(^ ^at man 

6—4=2, 6-^6=0, 6—8=— 2, 6— (— 4)=10,0— 6=— 6 
—6—4=— 10, — 6— (— 6)=0, -6— C-83=2, 0— (— 6)=6. 

di iß leidet dn^ufe^en^ ba§ bte 9let^enfolge/ in mX^cx t>er^ 
fc^iebene Slbbitionen unb @ubtraft{onen au^gefä^rt tDerben, auf 
bad atefultat feinen (£inf{u§ f^at S)a bte ®ubtraftion einer 
®rd$e auf eine 9bb{tion berfeI6en mit entgegengefe^tem Sti^tn 
^inau^Muft; fo ge^ifrt biefer %aü ju bem bei ber Slbbition bargen 
tf^anen galCe, nac^ totltfytm bie Slei^enfotge ))erfc^iebenet Slbbitionen 
glei«gültig ifr 

2Da bie üu^ffif^rung ber SlbbtHon ober @ubtraftion auf tintm 
Mopen %ttt ber 3^ ^^^^ Slbjä^Iung )>on Sinf^eiten beruhet ; fo 
leud^tet ein, ba^ man nur Sruc^ )oon benfelben 9lennem ober 
toon benfelben juna^fl iu @runbe Itegenben Sini^eitcn unmittelbar 
abbiren ober fubtrafiiten fonne: fo iß 

, _6 , £_ , ^ +b + c + d 

" a "^ a '" a a 

9ßie Srfii^e oon oerf(^ebenen 9lennern in folc^e umgetiHitt^ 
beU n^erben, tott^t f5mmtli(( biefelben 9lenner ober biefelbe 
Benennung ^aben, fann er# \paUx gegeigt n^etbcn» 

I. 16. »Tttltf^i^Hf atlott. 

(ünt 3<t^( o (ben aJlttltipIifanb) mit einer anbern 3apt 
b eben aRuttiptifatot) multipligiren, ^ti^t^ au^ bem 
{Rultiplifanb a eine britte 3a{^I Oa^ ftobuft) in berfelbeit 
93eife erzeugen, toit ber ÜRuIti^ttfator b an^ ber )>ofitioeii 
(Einheit burd^ bad einfädle Silbung^gefe^ ber ^tmtintn dct^len — 
offo ittOürberfl burd|^ 2:^ eilung ber )>oiitioen Qcinl^eit in gen>iffe 
abiquote ^ÜU (bereu 9n}a^( {t(^ auf einen eingigen ober auf 
bie (Sin^eit fetbfl rebugirt, im %aü ber ajfultiplifator tim gange 
3af»t ift), barauf aber burc^ Bufammenga^Iung biefer Z^tilt in 
ber ber )>of[tioen (Einheit entf()red^enben, ober in ber biefer 
entgegettgefe()ten 9li(^tung b» ^* burd|^ Sbbition biefer Xl^eile 
au ober burc^ @ubtraftion berfelben oon — entfianben ift. 
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^ entßanbeii, tnbtm 8e$tete jut^^rberfi tn fr glci<!^e ^tttt ge«» 
t^olt, itnb barauf etn folget Sfieü a ma(, uU^t in ber ber 
yofititoen Sin^eit entfpred^nb^n, fonbern in ber berfelien entgegen«' 
gefegten Stic^tung ge)&f)K ober ni^t gu abbtrt, fonbern )Don 
fvfttraf itt ifi* SoQte bentnac^ bte negat{i[)e 3<k^I — c mit 

• 

— -^ mutti^Jltiirt twrben; fo ^at man juvorberjl — c in 6 gtetd^e 

JC^dte jn tfietlen, »oburt^ man bte negattw 3«^! ~J^^* ® 

ttnb 12) et^filt Stnen folgen 2:^eil ^t man a mal ^inttt^ 
etnanber toon )u fubttaffiren; bie^ ergibt na^ ben Stegein 

bet Sttbttaftion (S* 15) bte <)ofittt>« 3af^C y X a, »eld^e ba« 

o fK^e wn -^ barflettt« 

3m allgemeinen ^t man 
<iXi=:a6, — aX6=— «&> aX — *=— oft, — aX — 6=aA. 

Da ber ab fo (Ute numertfc^e Sßert^ eine^ jieben ^robufte^ 
offenbar nur wn ben Sa^itotxt^tn bed ÜRuItipIilator^ unb bed 
9»ultivtilanb« abgingt, bad 3 eichen be^ |Jrobufte^ aber nur 
baburd^ bebtngt i% ob jiene beiben ®rif en gleti|^}e{ttg biefelben, 
ober ob pe t>erft^tebene 3eic^en ^aben; fo leud^tet au« ben in 
$. 9 entwWelten Saften ein, baß bie Steifienfolge^ tn ml^tx 
jtoei ober aucfi noc^ me^r 3a^ttn mitetnanber muWiplijirt werben, 
feien fte nun ^5ofttit>e, negattt)e, ganje ober gebrod^ene 3«f>len, 
auf be« SBBert^ bed |Jrobufte6 feinen Hinflug ^U fflegen biefer 
go^igfeit, bei ber »ift^ung tint^ |Jrobufte6 bie SloOe be« 3»ulti* 
^>Kfanb« mit ber be« 3»utttpIiIator« au« jutauf^en , nennt man 
jtoei ober au<^ mef^rere miteinanber muUi»)Kjirte 3«l>ten einfa^ 
bie gaftoren be« barau« entfianbenen f^robufte«* 

fflenn a, 6, c*- beliebige 3af^len bejei^nen; fo ijl as» ber 
©n^eit, multti)Iijirt mit a, ober a = 1 X o; ebenfo 6 = 1 x ft, 
c=ziXc IC, unb o+6+c+..* = lxCa+fr+c+-); mithin 

lXa+lXA+lXc = lX(a + 6+c-> 
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2)tefed 9lefuUat muf of en(ar tto<]^ 9lt^ttgfeit U^alttn, t»tnn 
man für bte (iinfytit ber Sötten ober für 1 ctne Jiebe bclteWae 
anbere ®ro§e ober au($ eine jiebe anbere 3<t^I ^ fubflttuirt; 
al^bann erf^alt man aber 

9u^ imi Balten a unb 6 tfl nur Stn ^robuft c mi^li^f 
tt)eil oft = &a ifl» SEBenn aber ber ' @tne ^attox a gegeben tß ; 
fo mu§ attc^ not^toenbtg ber ctnbere ^aftor = 6 fein; um ba^ 
^robuft c = ab ju erjeugen. 2>enn tväre aucfi aß = c = ab, 
unb /3 Joott 6 Joerft^ieben; fo fei ß = b±y. ?lttbann ifl na^ 
£)bigem 

a/3 = o (Ä + y) = a* + a y, 

unb ber Sorau^fe^ung jun^iber n^are 

aß ^ ab. 

äBenn man irgenb eine ))ofttit>e/ negattt)e, ganje ober ge^ 

bro($ene 3<t|^tT- umfe^rt/ b« ^« unter 93etbe^altung be^ 3ei(^en^ 

ben 3äf^I^t an bie Stelle be6 92enner6 fe^t O'nbem man gante 
3ajten att Srüt^e mit bem 5Wenner 1 anfielt); fo ifl ba^ |Jro* 

buf t aM-^ unb feinem Umgelef^rten— immer gleid^ ber })ofi - 
V a 

tit)ett Cin^eit* Denn ba j uub — ba«fetbe 3ei^en ^aben; fo ifr 

aud^ ba« ?Jrobuft-~ x — l)o|ttit>, 3Daß aber, tt^enn o unb b 
po^ti^ gebadet n»erben, 

a 6 . 

6 o ' 

erf^ettet au« bem grftfferem jDiefem dufblge (unb nac^ S. 9) ift 
aud^ immer 

n^orin A jiebe beliebige ®r«f e unb d^l bejeii^nen fomu 
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§. 17. S)lt^ifiom 

3Jr ^rinjip Trennung Ux inxö) aWuftipItftttton geffifteten 
SBerBinbung» — eincSöl^t « Cben Dtvtbcnt)) burc!^ tint^a^l b 
Oen ©ti>tfcr) biötbtrcit, ^ci^t, bte 3öf>I « aW ba« ?5robuft 
j»eter gaftoren onfe|!en, beten einer bcr Dtt)tfor 6 ift, unb ben 
ji»eiten gaftor aW ben gefucl^ten Duottenten ^erfiettem 

35a jwci 3a^I^n/ mttemanber muItt>Kjtrt, immer ba^fetbe 
^robuft erjeugen, unb ba, n^enn ber Sine gaftor gegeben tfi^ 
ter anbere nur eine einjtge beftimmte ^a^l fein fann; fo ift e6 
bc|>uf Xuffucl^iing be^ Duotienten gtetc^güUtg, ob ber I)tt){for 
ali 3RuIttpItfanb ober aU Wlnltiplitatox angefei^en wixi. (S^ 
lommt atfo bIo§ barauf on, eine 3ä1^1 ä« fachen, »e^e, mit bem 
Bi^ifor b muWipKjtrt, ba^ ^robuK a ergibt ©tettt man 6 

att 9ru($ -^ bar, t^orin ß unb y )>ofttit>e ober negative gan^c 

3a^ten/ au^ bte (Sin^tit, be^etc^nen fonnen; fo mu§ 

Y 

fein* 

Z)a nuit; ti)ie ^orf^in gejetgt, immer 



°a-f)=(«^)i=' 



t^; fo ftef^t man; bag ber gefud^te Ouotient x erfiatten n^irb, 
^tnn man ben Dit)ibenb a mit bem Umgefef^rten -j- be« Dit)t^ 

for^ mttlttplijirt 

Die Dperatton ber X)tt)i{ton ifl ^ierna(^ in bem allgemeinen 
Satte ber ÜWuTtipItfation ebenfo ent^atten, tt)ie bte ber Subtraftion 
in bem aOgemeinen gade ber Hbbition* 3Han |^at alfo au^ 

(c+d+6+...): |-=Cc+d+e + ...)X-^ 
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§. 18. ^ottu^iitnu^i 



%tlt ivLxdf bie £))3eraHon ber Hbbtttott/ BvAtxattien, SRutttV 
pUtation unb !£)tt)tfton au^ ben gemeinen 3<t^I^it gu er^altenben 
3a]^Ien Wnnen fetne 3öM^t*"^tt erjeugen, beten ©tlbung^'' 
gefe^ ani ber GEtnf^ett )oerf^teben n)äre t>on bem, naci^ tt>eI4^en 
bie natürliche SReif^e ber einfachen S^yUn gebitbct if}, ba biefe 
jD)>erattonen an ben 3<tf>I^n nur folc^e Serdnberungen wxnt^mtn, 
t»tl^t bem Sppud be^ einfad^en ®ilbung^gefe$e^ entf)3re(|ien, unb 
meiere belauf Silbung ber gangen dtti^t ber gemeinen S^^W^ ^^ 
ben etnjelnen (Bliebern biefer 9lei^e felbfl aU toorgenommen ge^ 
ba^t tt>erben fonnen« Um eine eigene klaffe toon f^o^eren 3a^U 
formen )u erjeugeu; beren (efonbere^ Si(bung^gefe( burd^ eine 
bemfe((en entfprec^enbe ®e}ei(^nung t)er{tnnli(^t n>irb; ^txfa^xt 
bie Sritffmetif fotgenbermaa^en : Sd t9irb eine3<t^I (ber (SrpO' 
nenO gefegt; um burc^ ben !1:9))U6 feiner Sntftef^ung au^ ber 
))ofttit)en GEin^eit ba^ @efe^ anf^aulic^ ju maxien, nac^ totl^m 
au6 einer anberen 3«^! Cber SSuraet) genjijfe 3afiIformen 
C$ot engen) gebilbet n>erben foKen» @on>ie nun bie GEntßef^ung 
ber gemeinen 3af^Ien au^ ber ))ofttit)en (Sin^eit nic^t auf einem 
abfolut einfachen %tU beruhet; unb im SBefenHi^en folgenbe 
SRomente entf^äU: 1) @e$en einer urfprfingli(|)en ©rofe Ober 
iSin^tiOä) entweber in ber (Einen (ber ))ofttit)en) ober 6} in 
ber entgegengefe^ten (ber negati))en) 9ii(^tung, unb fufgef{t))e^ 
Sortbilben ober SSertoielf&Uigcn bur(^ aUCmäf^Iiged |)ingutl^un 
einer gleicl^en din^tit nac^ ber (Einen ober ber anberen 9li(|^tung/ 
tt>obur^ burd^ bIo§ed Umfe^ren ber Ütic^tung bed Silbung^gefe^e^ 
bie negatit)en (9r6§en au6 ben )3oftH)>en ober bie poftti\?en au^ 
ben negatitoen erl^alten toerbeU; 2) Streuung ber (Sinf^eit in 
aliquote Z^tiU unb iBert)ie{fa(tigung biefer aliquoten £|iei(e in 
benfelben beiben Stic^tungen nac^ einem gleic^ien ®efe^e^ tt>obur(^ 
nac^ n maliger S}ert>ielfältigung be^ n ten aliquoten X^tiM 
bie (Sinf^eit felbfl ttJieberergeugt »irb — ebenfo berufiet bie Sit* 
bung ber ^otengen auf feinem abfolut einfallen SBerfa^reU/ fom 
bern ^at a|!n(i^e 3Romente^ welche ber (Entfle^ung be^ Srpo^ 
nenten aU gemeiner 3a^I au^ ber din^txt in ber bem fottn^ 
jüren eigent^fimlicfien Steife entfpred^en* 

jDer allgemeine (Efiarafter ber f^oteng ifl bie {)erflellttng 
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etnrt fxpbuHt^ Mi gaftoreti; »el^e fdnnntttc^ ber gegetoieti 
Surjel gtdf^ ftnb» jDtcfet Segriff etitf))ti<^t btn $oteti)eit mit 
ptfithtn ganjen (Sir)»oitatten t)olIbmniett; unb biefelbcn tnt^ 
9eM ^^n man bie 9ßttt}et a ebenfo ^itlmat aU %aHtx fe^t, 
nrie ber (Ixpmtnt pcfitiot (Einbetten enthalt 60 ift bie britte 
f)oteiij ))on a ober a* = aaa^ SSie alfo ber Sr^onent burc^ 
attma^iige SIbbttion QEiner din^tit nac^ ber anbem ju ber {iterfl 
gefei^eit din^tit etitfiaitb ; fo bilbet ftiff bie 9oten) burd^ fuf }ef{ibe 
Dhtltiplifottoti mit ber 93ur}el a an^ biefer SSuraet felbfl. 

2)nr(^ fortgelegte abbttion einer <iFin^eit toi^fk a(fo ber 
Cr|)onent um eine din^tit, to&^renb bie Voten) glei^jeitig um 
tintn gaftor, glei<^ ber Siurset, w&^ft. Z)ie Sejiel^ung iioifi^ 
biefen beiben ÜKomenten ber 93i(bung^gefe$e be^ (Sr)»onenten nnb 
^ Voten) i^ ba^er feilet oerflAnblit^. Ke^en mir ba«fe(be 9iU 
bung^efei^ am (itpcnmttn in feiner 9lid^tung nm, fubtra^i«» 
Ten alfo aUmä^Iig Sine din^ttt na^ ber anberen; fo oermin^ 
bert ft(^ bie Voten) aUm&^lig um Sinen gaftor nad^ bem onbe^ 
xvx, ober toai jDadfelbe i^, bie n&c^flfolgenbe niebrigere Voten) 
btr Steige ti>irb aud ber oor^erge^nben erhalten, toemt man biefe 
Cin SRal burd^ bie 9ßur)el bioibirt, nnb toir ftnben, baf ber 
ft^rittn^eifeti Subtraftion (Einer (Einheit nac^ ber anberen im 
<ib)ponetttett eine 2)ioifton mit (Einer 9Bur)eI in ber Voten) ano^ 
^ entfprii^t, toie ber f(^rittn>eifen Sbbition im (Srponenten 
eine aKuIti^Iifation in ber Voten) entfprai^« 93ringt man nun, 
töAoörtd ge^enb/ btefe ©ejie^ung )n)if(^en ber 99ilbung be^ dt" 
P^ntnttn au^ ber Sin^ett unb ber 93{(bung ber Voten) au€ ber 
Snr)el forttod^renb in 8(nn>enbttng; fo erf^SIt man bie ®Itebet 

a^^^aaa, a^=aa, a^=aj a*=- — = 1, 

o""* = — , o""* = — , a""* = etc. 

S)a§ a^ ^tU =1 fei^ toe(<^e< au(fy ber SSert^ ber SSur)et 
fct, (ann nic^t befremben^ toenn man bie obige 9e)ief^ung itoU 
f<^en bem 93t(bung^gefe^e be^ (Exponenten unb bem ber Voten), 
bur<^ »elc^e ber ®egriff ber abbition unb ©ubtraftion in ben 
^ct 9}uIti))I{fatton unb Dtoifton umgetoanbett koirb; in€ Singe 
ftt§t« i^ feine (»xi^t, ifl yii^ti, unb loirb bemna<^ tint jiebe 
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®x^t ttttge&nbert faffett; mit noeld^er man fte burc^ abbitten 
ober ©ubtraftton ^txianit; t)on t^r, aU ®r&n)e ber po^tu 
)>en unb negattoen ober ber 93erinef»rungd ^ unb 93ermtnberung^^ 
}a^Ien au^gef^enb; tnu§ erft eine beliebige Sinf^eit; t0titfyt, aH 
3a^I; bur(^ 1 bargefleKt koirb, gefegt toerben, um aKe gangen 
3a^Ien iux6) fortgefe^te äbbitton ober Subtraftion ju erjeu* 
gen — ebenfo ijl a®=l, jlreng genommen, feine ^otenj, unb 
tt^irb eine jiebe ©roge ungeanbert ia^tn, mit n>el(^er man fte 
bur($ ÜRuItipIifation ober jDit)ifion t)erbänbe; )oon i^r, aU 
®r&n}e ber ^^otenjen mit pofttioen unb negatit)en (Exponenten, 
tt^eldb^ ^^fp* ^^^ l^rincip ber 93ert)ielf&ltigung unb ber Xf^eilung 
beurfunbeU; au^ge^enb, mu§ ebenfaK^ erfl eine beliebige 9Bur)e( 
a gefegt werben/ nm burd^ fortgefe^te 3RuItipIi(ation ober t>i^i^ 
fton bie Steige ber gangen fJotenjen gu ergeugen* 

®ef»en tcix j[e$t gu bem ^atit über, too ber dxpentnt eine 
gebro(!^ene 3<tf^I if^ Qm atte gebrochenen 3a^Ien gu ergeugen, 
beren 9tenner n ifl, tourbe bie (Sin^tit in n gleic^ie 2!^eile ge« 
t^eitt; ein foli^er SCf^eil tourbe al^bann atd eine untergeorbnete 
(Sinffeit angefepeU; um au^ bemfetben nac^ bemfetben ®efe^e ber 
^(bbition ober @ubtraftion, na^ toel^em bie gangen 3<^I^Ien ent«' 
flanbeu; aKe gebrochenen 3a!'Ien )>om 9tenner n gu ergeugem 
2)a^ ^iterium be^ nttn Z^tiM ber Sinl^eit toar gugteic^; ba§ 
er nad^ nmaliger Sntoenbung j[ene^ SSilbung^gefe^e^ ober nac^ 
nmatiger Slbbition bie (Sin^tit felbfl toieberergeugte* {)ierau^ 

ifl Kar, ba§ bie ?5oteng t)om Sr>)onenten — eine fold^e fein muß, 

fi 

tt>e((^e iVLx^ nmaliged @e^en aU %attox bie SBurgel a felbfl 

n^ieberergeugt« Dicfe ?>oteng »irb bemnadj^ eri^atten, wenn man 

bie SBurgel a in n gleiche S^ftoren g er legt. 

Sbenfo fic^t man tin, ba§ bie $oteng oom (2Fr)3onenten 

— , toelc^er bur(^ m malige Sbbition be^ nttn ^l^eile^ ber din^ 

fieit entflanb/ erfialten toirb, tt^enn man bie 3BurgeI a in n gleiche 
^altoren gerlegt, unb einen fold^en ^aftor m mal al6 S^^ftor fe^t 
ober auf bie m te $oteng erl^ebt* 

jDer 93ru(^— fann aber aucf^ baburcf^ entfianben gebac^t toer^ 

ben, ba§ txft bie Sin^eit mmat gegafilt, unb barauf bie erfial« 
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tme 3ä!^l in n gleiche Z^tilt get^eflt n^utte* ^ietitai^ Unnte 

man ft(^ bie Sntfle^ung bet fJoten) )oom (SFxpoiienten — au(^ auf 

Me ffictfe t^orfteOen, ba§ man etfl bte 9ßut)el a mtnal aM goT^ 
tor fe^te ober auf bte mte flöten} tx^U, unb batauf btefe ^O" 
tenj in n glet^^e ^aftoren }erlegte» 

Um bte U(erein{itmmung ber burcfi bte betben t^orfte^enben 

9le(^oben erl^altenen ^ottni a* beutltd^ einjufe^en; fo fei nad^ 
itx erbeten SKetf^obe x dinti ber n gletcf^en gaftoren/ in welche 
bte SSurjel a }ertegt tfl, a(fo 

xx.*.x=a unb jr=a"; 

n 

al^bann ift 

tn 

Jla^ ber legieren 9Ret|fobe fei y «Einer ber n gleichen %aU 
toteii; in tDeld^e bte mtt^ottni )oon a, alfo aa...a jerlegt iß/ 

m 
fobaf man 

yy •••¥ = aa... a 

n m 

m 

\cit SIMbannifl an^y=a* bie gefud^te ^oten^, unb e^ mug fein 

y ' X X m • • X 

m 
ee^t man nun, um bte 9li(^tig(eit ber {enteren ©Teilung 
einjufej^en, ben '3Sitxl^xx...x^x a in bie ®lei(!^ung yy.^y 

n n 

=aa...a; fo erfidU mm 

m 

13 8 m 

fjf'^-y = C-rar ...a:) Carar...a:) (xx .,.x'} ixx ...x') 

n n 



wn 

las « 

= Cxx...x^ Cxx ...x) Cxx ...x) Cxx ... :r)^ 

tu nt nt . tu 
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Z)te Reiben ©tdfen auf ber trnfen, »ie auf ber regten 
@ette biefet ©letd^ung (efie^en au^ etnem ^robufte t>on n qUU 
d^eii ^attoxm, ^on benen ber gaftor auf ber linfen Seite y unb 
ber auf ber xt^Un &t\UCxx...x) tjl* (£$ leuchtet ein, ba§ 

m 
btefe Reiben S<^ftoren feKft etnanber gletcf^ ober bag 

y ' ' ' XX m » m X 

m 
fein mug; nooburd^ ber in 9tebe fle^ettbe @a$ na(^gen)iefen ift« 
Sie 93ebeutung ber f^otenjen mit negatit>en ge^roif^eneti 

$oten)en ift nac^ beut D^igen )oon feKfl ßar« Senn a • = x, 

atfo o» =jrx...a: ifl; fo er^äft nci,n genau fO/ n)ie 6et ben 

nt 
9oten}en mit ganzen Sr)3onenten; bur(!^ attmäfilige Subtraftion ))on 

--im Q?r))Ottenten unb entf))re^enber jDit)ifton mit .r in ber ^o^ 

tenj tiM yttx^tf t)on totXiftx 

-X 1 -.1 1 -i 1 



a "=,a"= — ,a * = 



X X X X X *c 



bie ben Übergang t)on ben $oten}en mit pofftitoen (Srponen^ 
ten gu ben ^otenjen mit negati))en (?r))onenten barfietCenben ®Iie^ 

ber finb* 

-«• 1 
ffienn in bem Hu^brude o = -^ ber feponent iii=:oo , alfo 

-«) 1 
an^ of» unenbKd^ groß tt>irb; fo »irb o =-^5=0. 

Su^ bem Sorfie^enben ergibt ftcfi bie aKgemeinere Srftä^ 
rung be^ Segriffed )oon fJoteu): tt^ie ber Srponent bur<^ 
Sbbition; @ubtraftion unb SC^eilung in aliquote 
2:^eile aud ber positiven din^tit entfielet: fo entfielt 
bie^oteu} ref)). burcfi 3){uIti))(ifation; Sioifion unb 
3erlegung in gleiche S<^ftoren aud ber äBurjet 

^an erlennt (eic^t; baß attgemein für po^ti'^t, negatioe, 
ganse unb gebrod^ene SBertfie oon m unb n 



JfL 
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(„i)-=(„«.)i=„ 

§. 19. SBut)eCatt«){e|ittttg« 



3^r $rtnit> 2:rennung itx iux^ fJoten^ürung entftanbenett 
Srrbinbung, unb bemna(!() t(»r |)au^t(^arafter d^^I^gung in 
Qletc^e gaftoten« — @te t)erlangt, ba^ man etne 3^^i fu<^^ 
wel^C; ald SSurtel httx(i6)ttt, unb )u beqentgen ^oten) etf»o6en, 
bte i|»r Srpcnent \>orf4^ret6t/ bte gegebene 3<^^I fiertDorbnnge* 

©emtttt<|> würbe bJc SSButjel t>oni ©rabc w, — , — — au^ ber 

3a^l a bfeientge 3a^t fein, wert^e, auf bie ?)oteni m, ^ , -- — 

erhoben, bett SBert^ a erjeugt 

SBenn man unter m eine jlebe beliebige S^^^l t)erfle^t; fo 
It^xt ber allgemeine Sluebrud 

>Ä§ biejentge 3a^t, welche gur |Jotenj m erhoben, bie So^i a 
«^Jeugen foO, gleich ber fJotenj i i>on biefer 3«^! ifr Um 
bemnoc^ bte mU SOSurgel au6 einer Sa^\ }u tieften ^ ^at man 
Wefelbe gu einer ?)oteng gu ergeben, bereit (Srponent 4 ober 
fcod Umgrfe^rte be« SBurjeterponenten ifr 
^iemac^ ^at man 

1 OD _^ 

9Ran ftefft, bag ber 9lft ber Sßurgelau^gieffung f(^on bei bcm 
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allgemeinen ^atte ber ^otenjürung au^ge^^rt tf}^ unb ba§ 
fammtltd^e 9ßur}elgt(^en aucli^ aU ^otenjen berfelben @ro§e 
batgefleKt n^evben f^nnen* 

§. 20. IBemetfitttdeii Vbtt bM 9ted^iteii mit (E^otieiitialdtiHkit* 

93et bem 9led;^nen mtt SrponenttaIgro§en C^otenjen 
unb 3Q3ur)etgro§en) mu§ man ftc^ fluten, bte aKgemetnen Siegeln 
ber Slbbitton unb SRuIHpIifatton gu mt§)oerfle^en ; um btefetien 
auf eine tf^ren Sorberungen burc^au^ {umtberlaufenbe SBetfe M 
ber fJotcngiilbung in änmenbung gu bringen* ©et ber (Jrfldrung 
ber Slbbttion ]^et§t e^ au^brficfltd^, bte (fr)eugung ber Summe 
m€ bemStnen Summanb fet bte ^ortbtlbung bedfetben in ber 
9letf»e ber unenblt^en S^^ltn nac^ bem einfa^^en ®efe|^e ber 
3&i^Iung; unb bei ber iRuItipIifation ; bad ^robuft entfiele fo 
au^ bem üRuIttpIifanb, wie ber 5Wuttt>Kfator bur^i ba« ein^ 
fac^e ©itbung^gefeft ber gemeinen 3a^len C2:f>eilttng unb 
3op(ung); ani ber ffitn^eit entflanbcn fei» 5Kan bfirfte burc^au^ 
nic^t fo wtit gef^eu/ unb bei ber Kbbition eine S^^i na^ einem 
anberen ©efefte, n)ie bem be^ einfachen 3ä^ten^ n>eiterbi(ben/ 
unb bei ber ^uUipIifation ba^ ^robuft nac^ einem ©tlbung^^ 
gefe^e be^ Wlnüiplitatox^ erjeugen/ totl^t^ t>on bem Ui ein« 
fa^en Silbung^pringiped ber gemeinen 3<t^Ien ahm^t* 3n 
beiben pQen bfirfte alfo nidS^t tttoa ba^ ®efe$ ber ^oten^ 
Sitrung/ burc^ n>el^e^ ebenfalls eine ®v5^t na6) einem be^ 
ßimmten 9ti^t^mu6 gebilbet werben fann, aU ?lorm beim Sßeiter^ 
bilben burd^ Slbbition ober bei Sr^eugung burc^ aRttIh>Iifation 
angefe^en n>erben. @o xoaxt ed ganj irrig 

iu fe()en/ inbem man bie $oten} a^=aaa in ber 9leiffe ber 
^ottnitn unb nac^ bereu eigentf»fimli(^em Z\))pu^ fo tange fort^ 
bilbete^ bi« fte eben fo toiel gaftoren enthielte, aW a» unb a« 
gufammengenommen, foba§ pitxinx^ aaa + aa:=zaaaaa=sa^ 
entfidnbe« 

ebenfo irrig »dre e^, um 6 mit oT ju multiplijiren, fol* 
genbe @^Iu@fo(ge anjunel^men: a"* ifl au^ ber (Einheit entflanben, 
inbem bie Sinpeit a mal genommen, unb barauf ba^ fo erhaltene 
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Sietfoi^ mmal ali gaftor g«feftt pttt auf We uite IJotenj 
et^0icii tfl; temnacf^ muß berSßert^ oon 6Xa" entfielen, tnbeat 
6 anal, alfo aö, genommen, unb btefed ä^telfad^e m ma( al« ^aftot 
gffeft ober auf bte mte ^Jotens erboten toiti. ©tefer leftte 
e^fog »üTbe ba« gau) falfc^e Slefuttot *Xo»=(a6)'"=o»A» 
ertengeiL 

Z>a Subtraftton, jDiotfton unb äBurjelau^iie^ung immer auf 
eisen snt refp. ber Sbbttton; ^nUi^txtation unb ^otentürung 
joruc^efuprt toerben tonnen; fo leuchtet etn, ba§ (et ben burc^ 
bte erflerttt D)>erattonen }u erjeugenben @r(fgen btefeI6en (£iwf 
fi^tänfungen gelten möffen, toetd^e foeben ^tnftc^tttd^ ber leiteten 
imtitlij^ gemacht ftnb* 



§. 21. SmagitiAre Sal^Ieiu 

%u^ §* 18 ge^t ^ert)or, ba§ toenn bte 3af»I a t^ofUtt) i% 
eine jebe $oten) berfelben mit f)oftt{9em ober negati^oem, ganzem 
ober gebrochenem (Sr^)onenten »ieberum eine <)ofttioe 3ö^I fei« 
toirb. 3P öb«^ o ^i«^ negative 3^^U f<> ^^^^^ irgent eine ^o^ 
ttni t)on i^r mit pofUi^oem ober negatioem, aber gangem Srpo^ 
tienten pofitit) fein, fobatb ber Srj)onent eine j)aarc 3af>l tf^, 
unb negatiO; fobalb ber @r)>onent eine unpaare 3a^I i% S^ 
i^ nämlic^; mnn n irgenb eine ))ofttit>e ganje ^a^X barfieUt, 

unb 

aSäre berCr^Jonent 2ii ober C2»+l) negativ; fo ^at Die^ 
auf ba^ 3et^en ber |)oten} feinen Q^tnflttg, ba attgemetn a~" = 

— i% unb mithin bic ^Jotengen mit negatit)en (Jrponenten ba^felbe 

3et(^ erhalten toerben, toie bie glei(i^namigen ^otengen mit 
))ofttioen (Sr))onentett» 

J&teraud folgt, ba§ ft^^ eine !))ofttioe 3al^I in eine j[ebe, fon^ol 
^Htare, tDte unpaare ^nia^i gleicher e$aftoren gerfegen laffe, unb 
baf btefe ^aftoren fotool poftti^, toie negatit) genommen toerben 
fönnen, tvenn i^re knja^t ))aar ifi, jieboc^ nur pofltit), toenn ibre 

3 
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Slnja^I un)Hiar tft, ba§ ft(^ bagegett eine negattt)e 3a^I nur in 
eine unpaare 9ln)afi( gleicher ^aftoren jertegen (äffe, mU^t 
immer negativ) ftnb» 

!33ei ber unbef^rfinften Stnn^enbung ber 9le(^nung mit 
QFr^onentialgröfen forbert ber ftalfui nun aber f^äufig, ba§, um 
gen)tffen a priori gefleOten Sebtngungen }u genfigen, eine nega^ 
ti'ot 3<ifft in eine paaxt Slnjafil gleicher ^attoren s^tlegt ober 
ba§ au6 berfelben eine äBursel wn paaxtm ®rabe gejogen 
ti>erben foQe. S>a einer foTc^en ^orberung fo n^enig burd^ eine 
))0{tti)>e; n>ie burc^ eine negati))e Bafil ein ©enflge geleiflet 
werben fann; fo nennt man bergleic^en arit^metifc^e Su^brftcle, 
teilet bie $(u^faf»rung einer Operation ber oor^effenben Xrt 
t>erlangen/ unb wtt^t ^^ in ber allgemeinen i$orm 

V — a= V a V — lober (— ^a)«« =C— 1)«« a«» 

barfleUen, imaginäre S^W^* 

§. 22. fipgaritl^mem 

aSenn man in ber un(egrdnsten 9{eif»e 

ber Sa^t a irgenb einen befWmmten po^xtiun SBert^ giM; f(> 
wirb man burc^f bie einjelnen ©lieber berfelben alte gegebenen 
pofttioen 3a$Ien aU ^otenjen jiener 3(^^l barfte((en fonnen, 
fobalb man nur ben Unterfcfiteb iwifc^en ben Srponenten 
jweier aufeinanber fotgenber ©Heber, b» ^. ben SSBert^ »on «, 
ttein genug annimmt. SBBenn a> 1 ifl; fo »erben bie |>ofttioen 
^otengen t)on a alten ))o{ttioen 3a^Un tnt^pxt^tn, rottet großer 
jinb, aU 1/ wa^renb bie negatioen ^otenjen t)on <> alten ^ofttitotn 
t^ttn Srfi(^en entfprec^ien. Sdre bagegen a<l; fo warben 
bie pofttioen ^otenjen ben e^ten iSBrfic^en unb bie negatit)eti 
^otenjen ben So^Un angeboren, toti^t > 1 ftnb. 

Die Äenntniß ber oerf(^iebenen dtpontnUn, wel^e bie ^o^ 
tenjen beieic^fnen, ju benen (Ein unb biefel^e 3<Kf^I <* erhoben 
werben mu§te; um aOe pofttioen Ballen }u er}eugen, wfirbe bei 
bem Stec^nen mit Se^teren manc^^e SSequemtid^feit ^erbeifH^rem 
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!RamettHu^ lofitben bte &)>eraUonett ber a)Iitttt>ItfaHon; 2)t>)tfton, 
$otaijnrttstg unb SSBurjelau^gie^ung i^terbur^ eine bebeutenbe 
SttÖrjimg erteibetij berni »enn trgenb gwei flegebene Balten 
etaA d refp. = a'' unb a t^ittn; fo tt)fitbe 



d a 
c» = (a»" )» = a'*,V c = Va'' = « 



few* Äeiinte man nnn bte (St^ttittAtn r unb *, unb wären 
ott^cibem ade 3<t^ten befannt; meiere (eltebigen gegebenen $o^ 
tenjen 5)ott a entfrrac^en ; fo wfirbe man belauf Sluöftt^rung bet 
StolH^ttfation ober a)it>ijion bet beiben ^a^itn c unb d nut bie 
®rj)onenten r unb s ju abbiren ober ju fubtraf^iren brauchen, 
um aWbann tn ber tabellarifc^en 3ufammenflettung ber 3a^ten 
mit ben tffnen entfpred^enben erponenten btejienige 3a^i anfiUß 
fu^eii/ mi^t refp^ bem (ftrponenten r+s ober r—s entfprä^e. 
Sbenfo kDürbe bte Operation ber ^otenjiirung ober aBurjelaud^ 
iie^ung an einer 3a^ c auf einen blof en SUt ber ÜRuItiplifation 
ober jDivifton bed berfelben ange^^rigen (Exponenten r i^inau«^ 
laufen« 

jDer SQSert^ ber S^i^t a, aU bereu ^Jotenjen man bie »er* 
fc^iebenen 3a|^Ien iax^tUt, iß offenbar gleic^giiltig; nur iß ed 
erfotberlic^/ bag biefelbe pofttit) fei; tt)eil bie futjefftioen ^otengen 
einer negatiioen Sa^l balb pofttit); balb negatitO/ balb imagin&r 
fein n>ärben« 

aSenn man bie Sa^Un aU ^otengen irgenb einer gegebenen 
3a$l a in ber obigen SBeife fyflematif(|i barsujleOen beabftd^tigt; 
nennt man bie Srponenten r unb s bie Sogaritf^men ber juge-- 
porigen 3a^len c unb A jDie 3a^l a, tt)el(|e atten btefen ^or 
ttnita ati gemeinf(|faftli^e Siurjel unterliegt; l^eift bie @r unb* 
lail ober 93a fid bed £ogarit^menf9fleme^. 

9la<^ Obigem m man alfo 

log(cd)=logc+logd, log-^=logc— logd, 
log c*= mlog c, log VC = — log c- 
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jQa alle ))oftH)>ett Sogarit^m ben pofitit)fit 3«^!^ ange^o^ 
ren, \otl^t ^xi^tx ftnb, ald 1 Cfoialb bte ®runb)a^{ a>l ifl) 
unb aUe negatiioen Sogatit|inien ben po^ti\>tn t^ttn Srfid^en 
entf^rec^en; fo folgt, ba$ bet Sogattt^imt^ einer negatit^en 
3a^I meber pofttto, no(^ negatit) fein fann. S[rttffmetif(|fe SIu^^ 
brfide \)on ber Sonn 

logC— c)=log(— l*c)=logc4-logC— 1) 

gel^fren alfo eienfaKd in bad Sereic^ ber imaginären 3<t^Itn« 
S>amit i^ iebo(^ ni(|ft gefagt, baf ftc^ biefe ®rö§en immer unter 
bie $orm ber in S. 21 betrachteten imaginären 3a^(en bringen 
Iie§en; beibe klaffen fcrbern nur bie {)erfle(tung einer S^% 
ml^t fon^enig in ber Steige ber pc^tti^tn, toit ber negatt«>eit 
3a^ten liegen fann» — 

S>a bei ben fpateren Unterfuc^ungen bie 3afilen in ii^ren 
aUgemeinflen ©eflalten betrac^^tet »werben foKen, tporunter bte 
imaginären (formen glei(^fa((^ )u rechnen ftnb; fo mfgen ^er 
no(|i bte atigemeinen SntkDidelungen einiger S<>nneln folgen, 
totl^t üenen Unterfuc^ungen jur ©runblage bienen merbem 



§. 23. »er biitpmifd^e Selfttfa«« 

SSSenn n eine ^)ofttioe ganje 3al^t beaeic^net; fo ifi M^t ju 
}eigen, ba§ ft(^ bie ntt f^oteu) be^ Sinom^ a+b in eine Steige 
wn ber $orm 

enttoideln I&f t. Z)a< ®efet, nac^ welchem biefe 9tei|ie fortf(^ret^ 
M, iß leicht a» Aberfe^en; bie toic^tigflen SRomente babei ftnb, 
bag bie einaelnen ©lieber aM brei S^^ftoren befielen, joon beiteit 
ber (Eine bie fufaeffto um Sine (Einheit tt^ad^fenben ganaen ^oteni» 
aen bed Z^txM fr, ber anbere bie fufaeffto um (£ine (Einheit ab^ 
ne^menben ^otenaen be^ Z^zilt^ o, loon ber n ten ^otena, aU 
erfle« ®Iteb, anfangenb, unb ber britte gaftor eine 3a|^t barftettt, 
totl^t {t(^ an^ bem entfpre(^enben gaftor be« t>orl^erge|^enben 
®(iebed nad^ einem befltmmten ®efe$e bilbet, t)on ben Sert^eti 
ber ZfftiU a unb fr bed Stnome^ aber gana unabhängig ifl« 
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«twi nun n etne ptfiHu gange 3a^l ijl; fo hxi^t Me »orfle^ 
^ei^ «ei^c mft bem («+1) jlett®ttebc looIflinMg ab, n^fi^renb 
oDc frdtercn ©Hebet; »elc^e man m^ bem obtgen ®efe$e Wlben 
mtttt, gleid^ null kDcrben würben. 

dß fommt je^t barauf an, ju jetgen, ba§ ba« borfie^enbe 
ffntwirfctung^gefee ber nten ^Dtenj irgenb eine« ©tnom^ a+b 
auc^ bann Slic^ttgfeft behält, »enn man fic^ unter n eine jebe 
beliebige pc^titt, negatibe ober imaginäre 3a^l benft. 

3tt kiefem gnbe mn^ fofgenber @ac t)orau^gef(^icft »erben: 
Semi X eine 3a^I bejeic(^net, ml^z einen j[eben beliebig ju mi^^ 
fettben »ert^ annej^men fann. unb e^ »irb gefbrbert, ba§ bie 
btibea 3btdbräcfe ober ^unftionen oon x 

flo+öi^"+Ö2^'^+a«J^''+-- unb 

bereit eingetne ©Heber in biefelben ?5otcnjen ber SerdnberHc^en 
X nnb augerbem in gettJtjfe fonfiante, t>on x unabhängige 3a^ren 
«oj«ijfla» ♦♦5*oj*i>*2 C»on benen bie Cine ober anbere aud^ 
gteic^ nutt fein fann) muWij^Hjirt fuib, für aOe mogKc^en SBert^e 
5oon X fitU ba^fetbe SRefuItat Hefern; fo müjfen bie in gleiche 
fJotenjen t>on x muttit)niirten fonjianten Äoefpaienten ber beiben 
Äudbröde einanber gleid^ fein» 

2)enn fe$t man gutJörberfi x=0; fo rebujiren ftc^ /ene bti-^ 
ben gunftionen refp. auf a« w«b 6^, unb ba biefelben auc^ fttr 
biefen fflert^ »on x (Sin unb ba^fetbe MefuHat ergeben foOen; 
fo folgt, ba§ 

Oo = fto 

fein mfijfe* gü^rt man biefe 25ebingung in bie gegebenen beiben 
gunftionen tin; fo jeigt ft(^/ ba§ für aUt mdglic^en Sßert^e bon 

ober baf 

x'ia,'\^^xß-«+a^x^+.,:)=3f'{b,'i'b^xß'^+b^ar^<^+...) 
ober oud^/ baf 

a, + iHxfi'^+a^x-'^+...=^(b,+b2xfi-^+b^x--^+..0 
fein mftffe* 
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« 

3e$t Uud^tet ein, ba§ matt für x eitteit fo fletnett 9Sert^ 

fttibfKtuireit fonttC/ ba$ aOe $otett)en t>oit x gegett bie beibett 

fottfiatttett 3Af^Iett a^ unb fi^ Joerfc^ftDittbettb Hern werben« 3)abei 

dp''' 
MeiW ber gaftcr — ^ auf ber rc(|>tett ©rite ber »orflefieitben 

®Iei(^ttttg ftetd =1, unb mu§ biefen SQBert^ auc^ bann n^^ bei^ 
begatten; n^enn bte ®tp§e x tm $(ugenblide bed Serf(|fn>{nbend 
geba(^t mtrb; mo alle ubn'gen in ^otenjen \)on a: ntulti^^ligirten 
©lieber im Segrife jtnb, gleich null/ unb bie beiben Steii^en ber 
obigen ®tet(i^ung refp« gleich a| unb 6i }tt n^erbem Z)ie®rän^ 
5en, tveld^er bte beiben Seiten jfener @lei(^ung ^d fortn)&^ten^ 
ber Slbna^me be^ 9Q3ert^ed t>on x entgegenfireben, unb n>el(^e bie^ 
felben »ottfommen erreid^en »erben, wenn man a:=:ü fe(jt, pnb 
alfo refp^ a, unb 6|. 2)ie not^wcnbtge ©tet^^^ett bicfer beiben 
©rdnjen forbert bemnac^, ba§ au(|f bie beiben j^oefftstenten a^ 
unb 6, einanber gleici^ feien. 

%vA ber ®lei(^ung »on o, unb *| fotgt alöbann ferner, 
bap au(^ 

fein muffe, unb ein in ber t>orPe^enben SBeife fortgefe^teö ©(|>Iu§*» 
\>erfaf)ren ffif^rt gu bem (^nbrefuUate, bag alle in g(ei(l& ^o^e 
^otenjen »on ar muftij)tijirten Äoefjtjienten ber beiben gegebenen 
Sunitionen einanber gleid^ fein mtlffen« 

Senn bie beiben Sludbrude, welcf^e fletd einanber gleich fein 
foden, ni(^t blc§ atd ^unftionen einer einjigen SBeranberli^eit 
or, fonbem aW gunfticnen mehrerer aJeranberti(^en ar, y, 2 . . . , 
gegeben jtnb; fo ftnbet man Xtii^i, ba§ al^bann aKe biejienigeit 
ÄDefftgienten ber beiben gunftionen einanber glei(^ fein muffen^ 
welche in biefeften SBerbinbungen gleici^er ?)otenjen t>on ar,y,z*.. 
multipligirt ftnb, fcba§ wenn ). S. xa ber (Einen ba^ ©lieb 
aar"jf^z* unb in ber anberen bad ©lieb bx'^yßz'' loorfäme, a=b 
fein mügte. 

ße^ren wir j[e^t gu ber obigen Sntwidelung ber ^otenj 
(o+6)* gurficf, unb nehmen wir an, bie «te^oteng be^ Sinom^ 
a+Xj in welchem x einen jeben beliebigen SSertf» erhalten lonne, 
laffe ft(^ immer, wü^ti au(^ ber äBert^ t)on n fei, in tint 
füti^t wn ber Sorm 
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Ca+af}«=a«+A,a«^>ar+A5a— 2ar«+,.,+Arii-^Ä'+— (a) 

tnttoidtUi, in tott^tx bte ftoefft)tentett Aj^A,, A«««« inx^ani 
t>oo X unb a unai^&ngig unb nur gunftictien bed Srponentcn n 
finb; fobag biefelben ungcänbert (letbeit; tt>el(^e 9Bert|»e man au(^ 
für 2 in bte t)or|lef»enke ©leic^ung einführen mfge. Um ba< 
Stlbung^gefe^ jiener ßcefftjtenten }u entbeden^ laffe man mit 
Surg (Sef^rbuc^ ber f^of^eren 3kat^tmatit , S* 16) x um {rgenb 
etne@rö§e y ju nehmen; atebann gef^t bte borftc^enbe ©leic^ung 
tt(er in 

6ubfUtitirt man jeboc^ in ©leic^ung (a)— farx; foer^au 
man 

tbtt toenn man mit y" mttUt))(tiitt/ 
(oy+ar)»=o"y+A,o"-» j^* ar+Aarf^« j^«««-f . . . 

unb wenn man in biefev ®(e{($ung ^^^ an Me @tette von y 

(«+«+3r)'=Ca+y)"+A,Ca+y)"-»«+Aa(a+y)"-«jr«+... 

+Ar(o+»3-'af + ....(c) 

9la$ ®(e{(^ung (a) |fat man nun femer, ba bie ftoefifijictt« 
ttn A„A,,A, ... nur vom l£r)>0ttc<>tc*> " a(^ängig ftnb, 
(a+y)« =rt» +Aia"-»y+Aaa"-«y»+A,a— •y« + ..., 
Co+y)-is=a-» + B,ä^«y+Baa"-«y'+B,o-*y« + ..., 
(«+»)*-«=a"-« + C,o"-»y+CaO-*y«+CaO"-»»« + ..., 



=rf'+A ,o»-' ^ + Aa o»-« fä + . . . + A, o"-' — + . . . , 



H j)^=af-'+R,o"-'-«y+R90""' "'»'+»««"-'-»»"+ . . . 
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refp« au^ bett ftoeffi)ienten A^,A29A8*.« erffaUen werben mfif« 
fen, wenn man in biefen n— r an bte ©teffe t)on n feftU 

@u(fittutrt man bte \>orfie^enben SSertf^e in bie ©tetd^ung 
Cc), fe§t barauf bte re^^ten ©etten ber 6etben ©tetc^ungen (b) 
unb Cc) einanber gletc^; fo eri^ält man, wenn man m^ ber 
belannten Sieget bte pofititJen ganjen ^Jotenjen bed Sinomö C^+Jf) 
in ber (SUi^xmi Cb) entwid elt^ unb biefe ^ntwtcf elungen nur iii 
gu ben }tt)etten ©liebern ber babur(^ entfle^enben Steigen fort^ 
fe^t, wad fflr ben loorltegenben 3totd ^inreicf^enb i% 

+A2a"-»y+2A2a"-«a:y+3Aa£i«-».r«2^4-...+rAra"-'-ar'-'y+- 

=a»+A,a"-«y+Aaa«-»y^+A3o"-»y« + *-- 

+A,a:(a»-» + B,a--2y +B3a"-»a:2 + ,,0 
+Aja:«(a— »+C,a— «y +Caa"~*t/2 + ..0 



+Ar-,a:''-Ka— '+>+Qia— " y + Q^a»— lyH--) 
+Ar af (a— ' +R,a— ^\y+R2a-^-V+--) 

JDa nun bie «oeffiatentin A,, A^ ♦ ♦ ., B,, B^ .. ♦, C,, Ca, ♦ • ♦ 
etc. JDon X unb y unabhängige ®ro§en ftnb; bte )Dorfiel^enbe ®\tu 
d^ung aber fSr jlebe beliebige 2Bert^e loon x unb y ©ältigfeit 
begatten mup; fo folgt na^ bem im Slnfange btefe^ $aragrap|»e^ 
nad^gewiefenen ©a^e, ba§ bie in gleiche SBerbinbungen t>on x unb 
y multiplijirten Jloefft)ienten auf beiben ©eiten ber obigen ®Uif 
d^ung einanber gleid^ fein mü^tn, ©e^t man bemnac^f bie/enigen 
ftoeffiaienteu; ml^t in bie erf}e $oten) t)on z unb bie fuf}effto 
l^^lferen l^otenjen )^on or muUi)>Iiiirt ftnb, einanber glei(^ (ba bie 
übrigen ©lieber auf ibentifc^e ©leic^ungen fahren); fo erj^ältmon 

2A«=A,Bi, unb baraud Aa=4i5^, 
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rAr =Är-, Q|, uttb iaxani Ar = ^^ ^* • 

T 

^terau^ erfte^t ntmt, ba§ wenn iai 8{(bttng<gefe$ bet etflen 
Irtbcn J(oeffi)ienten Ag unb A« altgentein btö jum ftoefftjtenten 

A.., gilt, fobaM--i=j7^^^,^ tft, aWbomi aui» 

bet Äoefiijient A^ = A,B,C, ^P^Qj^ ^^,^ ^^^ ^^^^^^^^ 

Silbung^gefe^ (eurfunben tvtrb. !£)a btefe^ ®efe$ nun für ben 
SBett^ r— 1=3 nac^getoicfcn tjl; fo folgt, baß ba^felbc an^ 
für icben f^of^cren 3ßtxt^ t)on r— 1 ober für äffe Aoefftgtenten 
A|,A2,A^..« ©ulttgfett ffaben mu§* 

Z)ur(^ ©ubftitution ber »orjie^enben fßitxt^t für Ai^Asv«* 
in bte ®Iei(^ttng (a) )^ern)anbeU ft<^ btefeKe in 

(fl+x)-=a«+ A, a«-> ar+ ^^"-«x»+^«~^ 

+ 1.2.3. ..r "* ^+--W) 

jDa man nad^ bem Obigen bte äBerti^e ber ftoefftjtenten 
B„C, ...Qi ani bem J(oeffiiienten A, erf^&U/ mm man in 
festerem xt\p* «--1,»— 2,...ii — Cr— 1) on bie ©teile »on n 
fe^t; fo (ommt ti j[e$t nur no(fy barauf an, ben SSertf^ wn A^ 
^n befKmmen* 3u biefem 93el^ufe brude man burc^ 

aai, ba§ A, irgenb tint ^unftion beö (Exponenten si fei. SI^ 
bann ^at man naif ®lei(^ung (a) 

Ca+xy =a* 4-a"-*ar/(«)+... unb in Ä^nti<^er SBeife 
Ca+a?)"=o'*+o*"*^/' («)+♦♦♦> fott>ie au^ 

9lttn ifl aber au(^ 

(o+x)"^*=(a+x)'*(a -}-«)•; mitWn 

[a»+Ä— ' ar/(ii)+ . . .] = a-**+a«+^»a:[/(m)+A«)]+ 1 • - 
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unb ba^er, ba f (m), /'(n) rnib f(m+n) wn x gan) ima^^in^ 
S<fl fittb, 

/(m+Ji)=Am)+^Oi). 

2>a btefe Sejieffung für alle SBert^e flattfinben muf; tx^e^c 
man möglicher äBetfe fär m utib n barin fubjHtuttm Mmite; fo 
folgt, »enn man refp» tii=n, =2ii,f=(p— 1)« fe^t; ba§ 

unb allgemein, bag 

ober menn man mit pn bioibirt, ba^ 

f(n) ^f(pn) 
n pn 

fein mfiffe. Slu« btefer Sejiefiung gefit fferioor, ba§ ber SBrttfi 

be« Ouotienten ^^ bur^au« feine Anbetung etleiben bfirfe, 

ioeI(^e6 SJtelfa^e ))on n man auc^ ffir biefe ®r6$e fu^flttutren 
mfge« 9Kan fte^t alfo, ba§ jener Ouotient einen fonftanten, 
t)on n unabff&ngigen aSertf^ ffaben mu^. ®e^t man benfel* 
ben bemnac^ 

^=A, mitj^in A«)=äA; 
fo l^at man 

Z)a A JDon n unab^Angig ift; fo fann man )ur 93efKmmung 
be^felben in ber \>orfle^enben ©leic^ung f&r n jleben beliebigen 
äBertfi einfäfiren* @e^t man benmad^ einfach ii=rl; fo rebu)irt 
ft(^ biefe ©leic^ung auf 

o -j- ar = a -}" A ar, 

unb ba A auc^ wn ber t>er&nberli(l^en ©ro^e x ganj unab^An^ 
gig ifl; fo folgt, baf 
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A=l, olfo f(n)=nj unb mithin 

A|=:fl 

fein muffe« jDa man fiietna^ B|=fi — 1, C|=ii — 2,*** 
Q,=«— (r— 1) ^at; fo nimmt We gormel Cd) bie ®^alt 

an« 

^ bem bur^ biefe Formel bargefleOten ®efe$e/ nad^ »e(^ 
^em 1t($ irgenb eine $oten) be« Sinom^ a+x in tint Steige 
vximdttt, beten einjelne ©lieber nad^ ben fuf^efft)>en ^otenjen 
900 a unb X fortf(^reiten; befielt ber b in omi fd^ e Se^rfa^« 

SSBenn man beibe Seiten ber i^orfie^enben ©leid^ung burc^ 

o* bi«>iMrt; unb al^bann für bie ®r6f e — tviebetum ba^ 3ei^ 
^ta X einfuhrt; fo erhalt man, ba ^"^y *(^) *0+ff 

(l+x)- = l+na:+ 5^x'+ ^^^?^^ 



$.24. )D{e Ss<|>pneni{altei(ef 

Sei ber ocrfle^enben Unterfuc^ung n)urbe )>er(angt; irgenb 
eine ^otenj einer gmeit^eiligen ®r6§e in tint folc^e 9lei|ie ju 
entioicfebt/ beren einzelne ©lieber in ^otenjen ber beiben Stffeile 
be^ IBinomd mutti))Ii)irt waren; jie^t {ommt ti barauf an, bie 
$oten) o* irgenb einer ®xi^t a inx<fy tint fold^e 9lei^e bar^n^ 
gelten, beren ©lieber na^ ben fuf)efftt)en ^btengen iti, Srponen^ 
ten X fortfc^reiten« @e(t man ju biefem (Enbe a=l+6; fo 
ffat man nac^ ber legten ©Iei($ung (f) 

4^=(,i+br=i+xb+ ^^ b^ +^C£ll^J=:2D^ 6» + « . « . 



, arfa— l)««^(ar— r+1) |^^^ 

+ — iXTTri^ — '•*■*** 



€e(t man Ke^t 

=(a-l)-i(a-I)«+iCa-l )»-Ka-l)«+... + i(a-l)'-+ .«- A, ;...(g) 

r 

®enfo wirb man i^oben, wenn man x=y-\-z fegt, ba We ü«& 
paienten A„Bj,Bg... wn bem (Sxpontntm x nno^^finfljg (««^ 

o«^ '=1+A, (jr-H)+B,C»+t3«+B,(y+z)«+«.4-Br (jH-^)' + ••• 
=(14-A,y+B,y« + B,yH..-)4-(A,+2B,y+3B,y«+.-0» 

4Px»+Qz«+.«..;Cö 
a(er aud^ 

a»+'=a»a'=(l+A,y+B,y» + B,y« + ..., + B,y' + ...-) 

X(l+A,z+BaZ»+B,z»+...+B,x'+...) 

=Cl+A,y+B,y»4B,y«+..0 
+CA,+A,A,H-A,B,y«-fAiB,y»+-0J+Rs'+S2H*«*) 

Sfftt mott nun jauötberfl bte gaWoren ber in flte(#e IJoten* 
j«t »on z muttipttjirten ©Keber btr beiben ©Wc^ungen (0 «»^ 
(k) tinanbet grd^, bo btefelben »on z gan} uno^^&ngtg pnb; f> 
et^It man 

A,+2B,yi-3B,»H...+rBry^i + ... 
=A|+A,A,y+AiBay«+A,B,yH—+A,B,_,^-»-|— • 

a>a in btef«®W(^ttnfl bie «oefjtjienten A„Ba,B„ ♦..»<»> 
y unob^ngig finb; fo mufl man fcmet ^oben 

Aj^A,, 
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"•"" 3 ~2*3' 

AR A ^ 

"* 4 2X4' 



**" r 2.3. ..r' 

us(b bo^tr wegen ®Iet(^ung (h) 

eine gomiel/ worin 

3n ber t>orflef^ent)ett gomtel befielt bte fogenannte (ixpo* 
ttentialtet^e, wel^e Wegen ber Mgemetn^eit M (incntif^en 
Se^rfa^e^/ au^ welchem btefeKe hergeleitet 1% f&x aOe miglid^en 
Sert^e bed Srponenten x ©filtigfett ^at. 

9Senn man in btefer SReifie A|=l ^fe^t, unb ben SSertl^ )Don 
a, welcher btefer Sebingung in ber Sejie^ung Cg) entfpri(^t^ 
mit e (ejeic^net; fo ^at man 

jDer B^I^Iwertl^ ber ®ti^t e ergibt fu^, wenn man in ber 
Tfjteren ©leic^^ung x=l feftt; 2)te« gibt 

c=l + l+J+^+2-g-j + ..*=:2,718281828 (n) 



§25. Afelpgarft^mffd^e 9Ie{](e* 

Sßenn a bte Saft« trgenb eine« fünfHi^en Sogorit^menf^' 
jleme« i^; fo ^t man, wenn a«=y i% 
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jr=log.aTtificiali8y=log.art. y. 

(ii mtrb (e^t )>etlangt/ ben 9Sertl^ \)on log.art.y in eine 
m^ $otett}en t)on y fortf(^rettenbe 9leif^e ju tnttoidtU, 3u 
biefem 3tt)ede fe^e man 

!ßac^ ber Sonnet G) $at man nun 

a**=l+A,a:z+*»» ttnb 

»orin 

3)a bie t)or{)e^enben beiben Steigen für o" unb tf einanber 

gleich fein mfiffen, unb bie ^oefftjienten ber in z muUipIijtrten 

©lieber t)on ber 9er&nberli(^en ®roge z unab^&ngig ftnb; fomu^ 

man baben 

AiX=a^, alfo 

b* Uf tptnn man 

fe^t^ unb beamtet, ba§ i:=:logart|f ift, 

log.arty=M[Cy-l)-iCjf«l)H*(y-l)«-K»-l)*+-J.(P) 
unb aud^, n>enn man l+3f für y fubfHtuirt, 

3n biefer gormel befielt bie togaritj^mifc^e SReil^e- Die 

3al^I M l^eigt ber 9Robe( be« Sogarit^menfyfleme« \)on ber JBafi^ «• 

aßenn man a=e feftt (f. ben »cr^ergef^enben ^aragraj)^) fo 

tt)irb A,=l; unb mitfiin an^ M=-^=l* SDie für bie ®afid 

6 beregneten Scgariti^men i^eipen natfirli^e; i^r allgemeiner 
Su^bruä ift log.nataralisCl+Sf) ober einfach 
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aBoni wem in ber t)ot{le{ieiiben Sovmel y=a— 1 fe$t; fo folgt 

la5a=(a--l)-4(a-l)«+i(a-l)»-i(a-l)4+... 

%ai( ®tet(^ung (g) {{I alfo A, slogo, unb man i^at, tpenn 
man Hefen SBctt^ t)on A| in bte (frfxmenttalret^e (1) einführt, 

9tan imtxtt, baß bie in ben brd Unteren $aragra))ffen 
cntoidctten Steigen ini Unenbltc^e fortlaufen , unb baß nur 
We btnomifi^e Bleibe Qe) ober (/) mit bem Cn+l)ten ©Webe 
abbricht, fobalb n eine )>o{tt{)oe ganje 3<tfil ifi. @o((en biefe 
Seiften benutac^ jur 93ere(^nung ber ^unftionen bienen, bereu 
SntiDtcfelungen fte ftub; fo ifl ed erforberlid^ , ba§ ber Segler, 
xott^tn man begebt, menn man biefe Steiften mit einer enbli(^en 
9n)a^I i^rer erfieren ©lieber abbri^t, immer Heiner toerbe, j[e 
gröger bie Sln}af»I ber in dtt^mui genommenen ©lieber ifU 
iS^ iß aber ni^t $inrei(^enb, baß biefer ^e^ter mit bem Sbbru^e 
ber Slei^ bei einem festeren ©liebe überhaupt nur Heiner au»^ 
fatte, oI« mit bem Slbbru^e bei einem früheren ©tiebe; berfelbe 
imi§ t>ielme|ir fdf)ig fein, bei einer genugenb großen Slnja^I be^ 
tec^neter ©lieber unter jieben beliebigen SSBert^ fferabjufinfen, 
fobaß fi<^ berfe(be fortma^renb ber ©rinje o nähert , unb bie^ 
felbe ^ottfommen erreic^^en würbe, wenn man bie Ste^nung ini 
Unenbli^e fortfe^te* (Eine fftti^t, bereu ©lieber ber le^teren 
Sebingung tin ©enitge leifien, i^eigt fon\>ergent; toenn biefe 
:9ebingttng ni<^t erfuUt i% ^ti^t bie Steige bi\>ergent. 

ailan fann nac^toeifen, baß bie binomifc^e 9{eipe ober bie 
ßtttwidelung ber ©rJße (l+a:)*Jfur fol(^e SBert^e »on x fon# 
Joergirt/ welche ikoifc^en — 1 unb + 1 liegen* 2)ie erponen^^ 
liatrei^e (m) für e* fonoergirt bagegen für alle pofiti^en unb 
negati)>en SBertffe wn x. jDie (ogaritf»mif(|fe Steige (r) für 
lag(l+2f) fonoergirt für alle pofitii^en unb negatioen eckten 
©rui^e unb für y=-fl* 
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fiwtxUt gibfi^niit 



®tt9eitetuno bet atithmetÜ^en SBegtiffe 



§. 27. SDDdcmeUte IBefUitnttsttta nitb ®t^tuftatib htt Slcttl^metff« 

(£d tfl fcfion oben angeführt, ba^ ed {t^ bie $(rtt]^mettf gur 
S(ufga(e ma(fyt, bte Weiterungen, in n)el(^en t>erf(|itebene ®roßen 
juetnanber fte^en, beuten ju teuren/ bte Seränberungen , ttelcl^e 
lene ©rößen unter ber ^errfc^aft trgenb etne^ not^ttJenWgen 
Stlbung^gefeje^ erletben, auf abflraftem SQBege p entm'deln, 
o^ne fi(^ babei ber Sei^ulfe einer bilbli^en ober il6eri^au^t fittit«» 
ticken jE)ar{leIIung^n)eife ju bebienem X)ie t)au))tmer{male nun, 
tott^t bie @ro^en }u einer mat^tmati^tn Setraci^tung geeignet 
ma^tn, ftnb 1) bie Ouantität ober fßiti^tit ber Steile; unb 
2) bie Sorm ober 3(norbnung ber Zueile ober anö) bte Stic^tung, 
in welcher {tc^ bad ©anje aud bent einfachen X^tiU ^erau^ge^ 
bilbet ^at 93on biefen beiben Slttributen a((er ®ro§en ifl bie 
Duantitdt ba^ tt)i(|f tigere unb ba^jienige; mi^t^ f\^ t)on bem 
Sefen einer ®x6^t bur(^ 3l6{iraftion ni^^t trennen (dgt; ol^ne ba$ 
biefelbe aufhöre, ©egenfianb einer ntatf^ematifc^en Unterfu(|ung 
}u fein* S)ie ^oxm ober bie Sirt ber $(norbnung ber Steile ju 
einem ©angen ifat in mannen $&((en eine untergeorbnetere Sßt^ 
beutung; tt>ir machen und }uwei(en t)on ber Wetrad^tung berfe(ben 
ganj lod, unb f orbern, bag pe aW unwefentK^ed ©tentent »er^ 
na(|flaff[gt toerbe, inbem tciv beftimmen, ba§ getvijfe ®r5§eit 
einjig unb affein if^rer Ouantitdt m^ in Setraci^t gebogen wer« 
ben fotten Cf» »eiter unten $. 55 ffo 2)ett ©rögen, weld^en 
Duantität aW unt)eräu§erti(^ed SWerfmal jufommt, fe^tt an^ 
niemal« bie @igenfd^aft ber unenbli(|fen ^eiltarfeit ober ber 
Stetig feit if^rer ^eile* debo(|f auif wn biefem ^taturgefe^e 
toeig ber menf^Ii^e ®eifi unter Umfidnben }u abflra^iren, unb 
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<9ti§en ju ftngtren, 6ct bcnert bet ©egrtff bcr ©tettgfeit gati) 
in ben ^mtergrunb txitt, inbem geu^tjfe 2:^etle (ener ®ro§ett, 
tt>el((k tn ber ^at immer itO(^ jufammengefe^t ftnb^ aU etn^ 
fac^ nnb untf^eilbar gebac^t werben, fobof mit einer fernem 
rat Z:i^Iung berfelben bie St>tt xfyxtx Sriflenj aufgehoben n>irb. 

CM. 55ffO 

am «)oi({ommenften »werben bie ))orfleffenben Sigenfc^a^en 
Bei ben räumlichen @rd§en gen)firbigt S3ei ben jeitlic^en 
@rofen begatten u^ir jn^ar ben 9egrtf ber Ouantttät unb @te^ 
tigfeit uniottU^t, bie S(norbnung ber S:|»eile befc^ränft fic^ jeboil 
nur auf toa€ Sneinanberfugen berfelben in einer einjigen Cgtrab^ 
lütigoi) Stiftung« Sbii ben eigentttd^en ^ittfytxH* ober iii^ 
treten ®x6^en, j. 9« bei einer Sln^a^l oon SOtenfAen, Ui einet 
9A}a^I von g&nfügen ober ungunfligen (^reignijfen in berSSa^r^ 
fi^etnlic^feitered^nung u. f. to^ fuc^en n^ir nic^t bIo§ ben Segrif 
ber Ktc^tung, in toetc^er {t(^ ba^®an^e au^ bem einfa(|fen Xffeile 
gebilbet ^at, fonbern auc^ ben ber Stetigfeit <^u loerbrAngen, in«" 
bem tt>tr cmi ber unenbli^en Steige atter gleichartigen @ro^en 
fof^^e, aU ben ^tma^ten Unforberungen nic^t entfpred^enb, ^n^ 
audfto^en/ toeld^e nicfit ein genaue^ SSielfac^e^ ber atö einfad^ an^ 
genommenen (Sinf^eit ftnb Cf* §* 58 fO* 

jDa iei ben räumlid^en ®ro§en bie 3bee ))on ^orm unb ))on 
6teitgfett bie gro§te fffii^tigfeit gen)innt/ unb aUe äbrigen ®xo^ 
§en, bei benen biefe (Sigenfd^aften aU untoefentlid^ )>ern&(|fläfftgt 
mtxien, in ben aKgemeineren %äüen ber Slaumgrifen mit enU 
^Iten ftnb, foba§ ftd^ bie Silbung^^ unb äJer&nberung^gefe^e 
ber erfleren bur(|f leicht }u mad^enbe (Sinfcfirfinfungen aud benen 
ber (enteren unmittelbar abieiten laffen ; fo brauchen toix eigent^ 
Ii(^ nur bie 3Ret$oben ju betrachten, toelcfie bie 9Rat^ematiI toä^It, 
um bte Sejie^ungen ju enttt)ide(n, in n^eld^en bie 9taumgrd^ 
§en unter bem aUgemeinflen ®efi^t€puntte ber Ouantitat unb 
^rm aneinanber fielen« 

2E>er Geometrie, tt>el^e bie ©rofen fetbft bilblic^ int 

9tanme barfieUt, toirb e^ leidet, neben ben (\uantitatii>en auc^ bie^ 

jientgen S3erf»ältnijfe anfc^autic^ }u machen, toeX^e jn^ifc^en ben 

raumli^en @rof en ^infid^tlit^ i^er gorm ober Slid^tung flatt«* 

ftnben* &i^t man jieboc^ i^on ben le^teren iBer^ältniffen gan} 

ab, unb Keße man ber geometrifc^en DarPeJlung nur ba^^ülfi* 

4 
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mittel/ ®vafen ^infi^tti^ ifynt föumtit&t hnx^ bte e{tt)etnat 
^tiit (Sin ttitb berfelbett gerabeti Sitiie, tvelt^e ftt^ wn 
einem gegebenen fünfte aud na^ Stner Seite in^ Unenbltd^e er^ 
fhredte/ )u loerftnnli^en ; fo mürbe man immer noc^ im @t<mbe 
fein; fämmtli^e ®efe(e an^^uliif )u mat^en^ meiere bieSrit^«* 
metif bur(^ bie oben befc^riebenen ®runbo)>erationett mit ^o^^ 
fiti)>en Sc^^Un burt^ obftratte @(^(u§foIgerttttgen entmictelte. 
jDie quantitatiioen SBertfie ober bie abfoluten S&ngen ber tinitU 
nen )oon bem gegebenen ShtOpunfte au^ gemeffenen Slbf^nitte je^ 
tier geroben Zimt würben al^bann bie eingelnen ®Iieber ber un^ 
enblic^en Steifte ber ))o{ttiioen S^fflen barfleOen/ beren Unterfi^iebe 
ft(^ bttr(|^ fortgefe^te 3:f^eilung ber unenblic^en JCIeini^eit nnb bem 
fietigen Übergange ineinanber nähern* Sffe Sesieffungen, meiere 
jmfc^en ben pofttioen 3af^t^ flattftnben/ tofirben anc^ }t9if<l^en 
jenen abf<bnitten flattftnben/ fomie ft<b bie Segriffe ber Sbbition 
unb @ubtraftion, SRuttipIifation nnb 2){ioifton fef^r Iei(|^t burd^ 
gortbifbnng unb Stfldbilbung tint^ gegebenen X^tiM ber tin^ 
enblii^en 8inie um einen anberen gleic^fiaffd gegebenen X^l 
berfelben/ burc^ SerioielfSttigung nnbZl^eilung eine« folc^en Sl^ei^ 
M na<^ bemfelben ©efe^e^ na^ mt^m ber aRtt(tt))Iifator an« 
ber Singenein^eit gebilbet i^, u* f* t0^, anf(^au(i<^ ma^en laffen 
loflrben* 

9le^men mir an, bie 9or{lef»enbe gerabe Sinie erflrede ft(| 
wn bem gegebenen ^tatipunttt an^ anäf in einer ber früheren 
entgegengefe^ten Stic^tung in« Unenblic^e fort; fo er^Iten mir 
burt^ bie loerfi^iebenen Sbfc^nitte be« le^teren ^tiM ber gera^ 
ben Sinie ba« rdumlii^e 9i(b fflr bie ganje 9leif»e ber nt^ati^ 
toen 3<^f^I^f ^^^ ^^nn mir al«bann {ur Segrünbung aller geo^ 
metrifi^en Unterführungen aU ^oflulat ber Sefc^reibung nur bie 
9R5g(i(^!eit ber ftonflruftion irgenb einer begr&n)ten S&nge in 
ber Stidf^tung ber obigen unenblic^en Sinie loorau^fe^en; fo ^oben 
mir bamit ber ®eometrie biefelben (Elemente bargeboten , meli^e 
ber Srit^metif burc^ bie Sinfüfirung be« Segriffe« ber pt^ti^m 
unb negatiioen 3ab(en oerliefien ftnb* 3n jener ttttbegr&njten 
einzigen geraben Sinie mfiffen fi<^ ade £)))er<itionen ber 9rtt^^ 
metif mit )>ofiti)oen unb negativen Säulen ^erftnntic^n (äffen«. 

Sufer jenen jmei einanber birett entgegengefe$ten ^ti^tun^ 
gen (Ein unb berfetben geraben Sinie gibt e« aber im Staume n^ 
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utt^&^Iig 9iel anbete Stic^tungen, meldte ftc^ 9on bem gegebenen 
ThtO^itttfte aud na(^ aKen Seiten ^tn erfheden* 3Kan gemafftt 
(a&, ba§ bte geometrtfc^e S^arfleKung ber }tt)tfd^en t^erfc^tebenen 
@r^en flattfinbenben SBejte^ungen auf einer fef^r niebrigen Stufe 
ber Sudbtibung bleiben n^urbe, n>enn man ft(^ nur auf bte erfle^ 
ren betben 8fti(^tungen befc^rdnfen unb atte ftonfhutttonen ux* 
meiben weUtt, rottet }u einer SBenui^ung ber gule^t ern^df^nten 
numnigfattigen 8ti($tungen nötffigteu* di toerßefft ftd^ )>on felbfl, 
ba^ at^bann aOe.Unterfud^ungen ^inn)egfa(Ien tvtlrben; tt^elc^e 
^ )>or3ugdn)eife auf folc^e raumlid^e ®t6^tn besiegen, bei benen 
man bte Serfc^iebenartigfeit ber 9t i(^ tu ng ifirer S^ffeile untere 
f(^eibet; ed tvflrben aber au($ )>tele anbere matffentat{f4ie ®efe$e 
m^t entwicfelt tioerben Unntn, n)elc^e ft(|f gan) aiitin auf bie 
quant{tat>en 93er|i£ttniffe ber ®xi^tn bejief^en laffem ®oiiU 
bet )« 9« ber ^ytffagoräifd^e Sef^rfa^ nur fd^einbar tint SSejie^ 
bung, tott^t lebiglic^ auf bie ^egranjung^Iinien einer in einer 
Q^ene liegenbeu/ na^ itDei jDintenftonen jlc^ erfhecfenben ^tgur 
(bad rei^tn^inflige Dreted nämlic^) ?(nn)enbung fänbe. SSSenn 
man bte beiben ftatfieten unb bie {)9))otenufe bi^fed Dreiecfed nur 
i^TCT Ouantit&t nad^ betrachtet; fo fann man ft(|f unter ben^ 
felben ouc^ brei abflrafte 3(^W^ benfen, unb bad red^tn^inflige 
t>xtxtä liefert al6bann bie SReget^ nac^ mi^tt bie Duabrattiour^ 
}e( aud ber Summe gtoeier Ouabratja^Ien gefunben n)erben lanm 
SBte I9firbe bie ©eometrie bergleid^en Stefultate erzeugen Unnen, 
toenn t^re Aonfhmftionen nur auf bie Senu^ung jn^eter entge« 
gengefe^ter 9li(^tungen angett)iefen n>Sren? 

J)ie ®eometrie fü^rt alfo mit not|>wenbiger S^W'^'' 
naf^rne t>on 9lid^tungen/ beren 93egriff ber älritf^metif gan) fremb 
gn fein fc^eint, D))erationen ani, v^tläft ber Se^teren mit bem^ 
felben Steckte angeff^ren, ba fte.auc^ auf ®r6^en Slnn)enbung fin^ 
ben, weld^e ben Sf^aralter ber SR&umlic^feit gar nid^t tragen« di 
bringt fic^ ba^er bie $rage auf/ cb ^d^ in ber Slrit^metif nidfft 
9e}ie^ungen nac^n^eifen taffen, n^elc^e ben t)erf(^iebenen riumli^ 
c^en Serf^AItniffeU; namentlich bem ^egrife ))on Stid^tung, in 
berfelben Allgemeinheit entfprec^en, tt)ie bie abfoluten 3af^Ien ba^ 
Srfen ber & n an titit in feiner grd§ten SRannigfattigfeit )ur 
geizigen (Sr(enntni§ bringen* 

aBenn man beachtet, bag bie Siritffmetif eine aSBiffenf^iaftifi^ 
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totl^t tttd^t ittca ©efe^e erfd^afft^ ttac^ benen SBerinberungen 
an @r6§en t>or ftc^ geffen foUen, um al^bann mit i>üift anatp^ 
ttfc^er Sr))oftttonen bte Stefuftate bargufteKen^ ti^eld^e ft(|f erge« 
(en, n>enn man bergletd^en wiUtüxii^ erfitnbene S3tlbung6^ritt)u 
picn auf beliebige ®ro§en in Slnn^enbung bringt^ ba§ bte ütit^f 
mttit ^itUat^v nur beT Stu^brucf ))on bereite ))orf^anbenen unb 
))om menf(^It(^en ©etfle aX^ t^a^x erfannten SRaturgefe^en tfi^ 
beten 93trfungen burc^ fie nur erflärt unb xait ben erjeugenben 
ttr fachen in einen logifc^en 3ufammen^ang gebrad^t tioerben fol^ 
len: fo mtt§ e^ befrembeu/ roit man barauf au^geffen iann, in 
ben 2)tet|»cben einer m^tn^^aft, n){e ber %xit^mttit, totl^t felbfl 
erfl t)om menfc^Iid^en ©eifle gen>iffermaaf en aH ©ebanfenfprac^e 
erfunben iß; nac^ Sinalogteen ju fachen ; totl^t {t(^ nid^t gonj 
))on felbfl au^ i^ren S^nbamentalbegrifen ergeben, ^n einen 
fold^en ^aU n^ürbe man aber ofenbar fommen; wenn man bte 
Slritffmetif aU eine SBiffenfd^aft beftnirte, ml^t bie SBerdnberun^ 
gen ber ®r5§en nur ^nii^ttiif i^xtx Duantität betrachtete 
unb n)eld^e e^ n»oI gar nur mit be^freten ®r5§en ju tf^un 
^attt, unb tt)enn,man al^bann unterfud[^en n^ottte^ ob bie auf bte 
jDarfieOung ^on bloß quantitatit^en SerffAItniffen bitfireter ®xö^ 
§en berechneten SRetffoben unb iBe)eicl^nungen auc^ geeignet n^ä^ 
ren, ben allgemeineren ^axatttx ber ®xi%tn unter bem ©efic^t«^ 
punfte ber Slnoicbnung ober Slid^tung unb auc^ ber @tetig« 
feit ifirer ^tiU, toie er ben räumlichen ®r$§en {ufornrnt^ in 
fi^ auf)unef^men unb ald matf^ematifcfie^ (Element ju bejubeln* 
Der menfc^Iid^e ®eip, bejfen SBerf bie aritpmetif(^e3eic^enf))rac^e 
i^, »ürbe in ben QFntkoidelungenberfelben immer nurSejiel^ungen 
auf folc^e ®ro§en erwarten bArfen , welche mit ben loon t^m a 
priori gefegten unb ber SRed^nung }tt ®runbe gelegten gleic^ari« 
tig wären — tin @ud^en nac^ ^Relationen auf gau) loerfc^ieben^ 
artige demente wftrbe ein Beid^en fein, baß fic^ ber®eifl feiner 
eignen @(^5pfung nid^t Kar bewu§t gewefen w&re. 

2>ad @a(^ioer^aItni§ ifi aber ^ier in ber^^at ein nmgele^r^ 
M. 9Bir Idnnen nid^t barauf au^ge^en, in ber Srit^metil Sit* 
aief^ungen gu entbedten^ welcl^e ben Sigenfc^aften ber urf))rfittg^ 
(ic^ angenommenen ®r6§en inwiberlaufen: wenn bie ®r5§en 
fiberfiaupt unter adgemeineren ®eftc|tdpttnlten betrachtet werben 
fotfen, aW 2)ie4 ein anbered 9RaI gefd^e^en i^; fo mAffen wir 
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Doii ^vtn ^tttin bit hierauf abgtelenben fBUtt^tbtn utib 8e)ei(^^ 
nung^tDeifeii )tt>ecimäftg toi^Un, unb bie ®ntnbiegrtfe; tve^e 
tocti arit^metifc^ett jDebitfttoneti gum atu^gangd^^unfte bteiten foU 
IcH/ genögenb fe^ßenen. 

S)a bte räitmltil^en ®rp$en ^ott aOeti bteüentgen ftttb; ti^e^e 
pm^tli^ ber Duantttdt unb gorm bcn Sudbrud bet grj^ten 
90gemetit^ett tragen, unb ba btefelben äffe Abrigen bieteten Siel« 
l^etttgrjfen, id wtl^tn bte (Etgenfclj^aft ber %oxm ganj t>enioi^« 
(äfftgt wirb; unter gemtffen Smfcl^r&nfitngen nttt etnf(^rte§en; 
fo {onrnit e^ bef^uf mogltcfifler Seraffgemeinerung ber tnatpmatU 
fcfKA 2)arfleaungen offenbar nur barauf an, bte üffet^oben fo gu 
t»a^Ien, ba§ baburc^ äffe ©efe^e anfcf^auHi^ gema<^t tt)erben Un^ 
ntn, loeli^e bte rdumlt^en ®ro§en tn il^ren quantttati)>en; 
^ettgeii unb 9tid^tung6))er^ältntffen it^txxS^tn. (S^ {fl 
fi^oii mel^rfai^ ern^ä^nt« ba§ bte ©eometrie ^terju ben natfirlti^^ 
ftm Sßeg ber btlbltd^en X)arfieffung im 9taumt felbfl etnfc^Iigt 
jDer Srttf^mettf, beren ^o^er Seruf e^ xH, äffe ®xö^cMtx^iU 
aiff e tn abfhrafte begriffe gu bringen^ btefelben beuten gu lehren, 
bürfen jene Regierungen eknfatt^ nt#t fremb fetn, xotil ffe fonfi 
t|^re Sefitntmung nur tn fe^r ttn))offfomnteneni ®rabe erfflffen 
tofirbe* 993tr koerben baffer tm ^olgenben unterfm^en, tn n>eld[^er 
Seife bie Srit^ntetif bie in Siebe fle^enbe Aufgabe gu lofen, alfo 
bie räumlichen ©rjfent^er^ältntffe in i^rer gangen 
ailgemeinf^eit nac^ Duantität, Stetigfeit unb 9ti^^ 
tung bargu^effen int @tanbe i% S(u$erbent »werben tvir in ti^ 
nigen fp&teren $aragrap|»en nad^gut^eifen ^oerfud^en, ba§ {t0 bte 
t>orterenben affgenteinen (Sigenfcffaften ber räumlichen ®rj$en 
auc^ an äffen übrigen einer mat^ematifi^en IBetra^tung fA^igen 
®rö§en anipxa^m (äffen, unb ba§ bie (enteren au^ ben erfieren 
immeY nur buri^ eine n)iff{ürliire Sefc^ranfung geiviffer (£igep^ 
fc^afttn ^ert^orgef^en« 
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atSen ®xi%tn, mt^t einer matf^ematifc^en Betrachtung 
ontettt^otfen tt>etben, fe^tt niemaU iaS SRerfmat ber a^iel^ 
^tit i^tetSffeile ober ber DuantitAt. di ift ^Dte« bie tvid^^ 
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ttgfie Stgenfd^aft, ita$ wtt^tx ®r5§en mitetncntber vergKt^en 
toerben* 9Ran fottn ton ben übrigen (dben Sigenfc^aften ber 
(Stettgleit unb ber 3lnorbnung ber SC^etle abfef^en: ber Segriff 
ber Duantttdt fann jiebod^ nid^t ))on bem SBefen ber ®ro§en ge^ 
trennt u^erben, o|»ne ba§ fte aufboren; ®rdf en gu fein, ^in ma« 
tffentatifd^er $un)ft j. 33«; ben man nur fetner rdumtid^en SIu^^ 
be^nung nacff betrad^tet^ pat tetne 3:^etle unb ifl bemnat^ feine 
®r5§e; man fann ))erf(()iebene etnietne fünfte ntd^t miteinanber 
terglei^en unb t^r gegenfeittge^ Ser^&Unt^ burc^ einen matffe^ 
mattfc^en Sln^brucf barfleUen. 3(nberd ^tx^lt e^ {tc^ inbeffen mit 
loerfc^iebenen ^nsa^^Ien ^on fünften , tok tttoa mit ber fin^ 
ga^I ber dätn ))erfd^tebener ^olvgcne* @ot($e SRengen t>on 
fünften u^erben aderbtng^ }u n^trHtc^en ®r(§en, inbem man fidf 
bie einfachen ^ei(e berfelben aU einzelne gleiche ^nbiioibuen, 
unbefümmert um beren abfoluten geometrifc^en Sßert^^ benft^ 
unb biefelben nur iprer Slngaffl nac^ betrachtet. jDiefe S(nja^( 
btibet aKbann bie Duantttat ber in 9tebe flef^enben 9)tengengrQge. 
X)ie Duantttat einer ®r(§e gelangt erft bann gur ^oUftan^ 
bigen getfttgen dxhntitni^, n^enn n^ir im Staube llnb; bad Ser^ 
^filtni^ au^iubrfldeU; in tt^elc^em biefelben )u einer gegebenen 
gleichartigen ©rofe, ber Ginf^eit^ {lef^t. 2)tefe^ SBer|i&Itm§ ober 
ba^ 9{efuUat ber SReffung einer ®roße burc^ iffre (Einheit n)irb 
iegripmdgig bargefiettt burc^ bie ab^rafte 3a ^t SBenn Wc 
(Einheit gegeben ift, burd^ n^elcbe eine ®r6fe gemejfen tverben 
foO; fo fann ber aritjmetifc^e 3aJIwert^ für bie Quantität bie^ 
fer ®r(fe leicht gefünben werben. Sdti äffen rdumficffen unb 
auc^ bei aOen bi^fret gebac^ten ®rö6en ikttt ftc^ irgenb tint 
(Einheit aU 3Raa^ iti ®anjen ungejiDungen bar* (So fann (Ein 
Duabratfuf al^ (Einheit einer %U^c, (Ein ®rab ali (Einheit ber 
9BinfeIabtt^ei(^ung einer geraben Sinte )>on einer gegebenen 9ti^ 
tung, (Ein Später aU (Einf^eit fflr eine @umme ®elbe^, (Ein (Er^ 
eigni^ aU (Einf^eit fär eine gen^iffe Sln)a$I t^on (Ereigniffen anß 
gefepen n)erben. Sei manchen, fogenannten intenfitoen ®r5^ 
fen, bietet {tc^ iint SRaafein^eit nic^t fo leidet bar, unb ti tft 
unumgänglich not^toenbig, n^enn biefelben )u einem ®egenflanbe 
ber matfiematifc^en Unterfud^ungen gemai^t n^erben foüen, fte out 
SBirfungen )u itftivmm, toelc^e ftc^ an ertenfiioen ^aum^ 
ober 3Rengengr5§en meffen laffen* 3u ber ftat^egorie berartiget 
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(Stilen ^t^ittn unter anbem bte 3ntenftt&ten verfc^iebetter Itr&fte, 
SäTnequeStn, ii^tftxa^Xtn, ^atUn, Zönt u« f* tu*, unb eine i^n* 
lu^ 9emanbtnt§ "fyat ti mit ben }ett(t(^en®tj§en; tctl^t titn^ 
faß ftji bur<| r&untli(|e ®rd§en bargefleUt n)erben fdnnen, bte 
(or^SetDegnng iefi^tteien ftnb* £)ie ^erfc^tebenen 3eitriume 
tmUn i. SO. bttt^ bie S&ngen ober bte 9BtnIe( gemeffen, tvelc^e 
tcf^ ein yunit ober eine Stnie hux^iin% bte ftc^ mit gleii^fdr^ 
nigoi ®efc^winbig!eiten in geraber Slic^tung ober int Jhreife be^ 
tMgen; biefe ®r5§en f6nnen aucff bnrc^ bie ünjal^I ber ifpc^ronen 
@((tt»mgungen gemeffen n^erben, iDelc^e ein ^enbel wn be^mm^ 
ttt (ange stvifc^en bem 9nfangd ^ unb (tnipnnUt ber gegebenen 
3eitrittme ooUfäfirt* Sei ber SefHmmnng ber ^ntenfttit t>er^ 
f((tebtner fträfte, }* 0* bei ber Se^mmnng ber (Sröfe ber ®e^ 
m((te t^erfd^iebener ftor^er, fann ati Sin^eit ber £)ruct ange^ 
nommen n>erben; tvelc^e ein befKmmte^ Solum irgenb einer ge^ 
gereuen 9Iaterie in t^ertifaler Slic^tung an^fibt* 2)ie St&rte 
einer 9B&rmequeOe fann bur(|^ bie raumliil^e Su^bef^nung gemef» 
fen werben, melcf^e ein gen>iffer Stitptx bur^ bie (Eintt>irfung 
berfeften erleibet, n* f. f* 

2)en Segriff, t^eld^en n)ir burc^ mt fo{#e SReffung loon ber 
Üimntitat irgenb einer ®r5§e erlangen, n)irb unter aOenttm^nben 
«tit^metifc^ au«gebrficft bur<^ bie 3^^* Z)a6 9li(btd ober, aM 
3a|Itoert|^, bie 3lnU ifl ber ®r&n)))un(t aOer Duantit&t: buri^ 
ottmi^Iige Semtefirung ber gtei^artigen SC^eile fann ftt^ ber (\mnf 
tttattoe SBert^ einer ®xi^t über jlebe ^o^ere ®ren)e ergeben ober 
bcQ SBert^ be^ unenblic^ ®ro§en, b. u, aU 3a% ben Sßertl^ qd 
ttime|ntett* £)em einfachen Segrife ber Duantit&t, fobalb man 
^ biefelbe f^on att gebilbet unb bur^baud nic^t im Sfte be« 
<E»tfle$en« burcb fuftefft^e {)iniufagttng ober {)inn)egna]^me ge^» 
tviffer 2:^eile benft, iß ber Segrif ber Stic^tung fremb. Son 
Quantität gibt e« feinen ®egenfa$; !Ri(^tt ifl bie ®r&n)e aOer 
C^nontitit, wai me^r ifl, a(«9tii^t«, ifl dtti^aif unb ^atDnan^ 
titit; toeniger, aU 3ti^H, iß ein unbentbarer Segrif* 

2)ie Duantitftt einer ®xi^t fann bemnai^ iveber ))o{ttit>, 
^^ negatit) gebälgt mrben, ba bie 3bee be^ ^ofttit^en erß au« 
to be« Stegotioen burc^ Umf el^mng ber Stic^tnng be« Silbung««^ 
V\tia], unb vice versa, enfpringt jDie Ouantitaten ber bei^ 
^ Sohlen +a unb — a ftnb einanber loollfontmen gleid^, fomie 



56 §. 29. fBegriff bev ettti^eit 

tint von einem gegebenen f^unKe m^ tn berStic^tnng na^£>^m 
gemeffene Sdnge von a ^u§, ^tn|t($ttt(^ t^rer Quantität/ gleid^ 
einer von bemfetben ^unttt aui in itx 9tt(^tung nadf SBeflen 
genteffenen Sdnge von a §u§ tfl. 2)emna(l^ ftnb bie SBert^e ber 
verfc^iebenen benfbaren Ouantttöt^verf^äKnifTe ader möglichen 
®rdfen jn ben t^nen entfprec^enben Sinket ten abfolute Se^ 
griffe^ Sn)tf(^en benen e^ feine 9ietationen gibt, tt)el(^e bur^l bte 
3ei^en + unb — bargefiettt tverben fonnten: if^re arit^metifd^en 
Slu^brücfe ftnb bie abfoluten 3<i^Icn 0, 1r 2, 3, 4 * « . mit 
f&mnttlic^en bajn^ifd^enliegenben Stücken unb 3^rational2a|^Ieti. 
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<f^ ifl fd^on früher (§.2) angeführt; baf man unter 
jletigen ®ro§en fold^e verfielet, von benen fein SC^eil ber 
fleinfle ifi; fobap tin jieber no<^fo fleine S:^eil berfeI6en antfy 
ferner t^eitbar bleibt; tt)ä^renb unter biöfreten ©rofen fotc^e 
verftanben kverben, tvelc^e au^ einer gemiffen SSiel^eit unter ft<$ 
gleich gebadS^ter inbivibueUer S:^ei(e befielen, von benen feiner 
getl^eitt n)erben fann, o|»ne bie äSorfleUung von feiner ^xiittni 
)u ^txni^ttn* 

jDad Sßefen ber ©tetigfeit fommt ben t&umli^m unb mtt«'- 
|fin au(^ allen benjfenigen ®rö§en in, beren SBertfie erfl burc^ 
9taumgro§en be^mmt n^erben fonnen Cf* ben vor^erge^enben S> 
i>it fletigen S^aumgröfen ftnb entn)eber Sinien, ober ^läcffen, 
ober JC^rper« 2)ie Sinien entflefien inx^ bie fortgefe^te Sdmt^ 
gnng ober Ort^ver&nberung eine^ mat^ematifd^en f^unfte^; ber 
SSBeg, kvelt^en ein folc^er $unft burc^läuft^ bilbet eine geometri« 
fd^e Sinie, beren (Brfinje ber $unft felbfi ifl* 2)ur(^ bie Setve^ 
gung einer Sinie im Staume entfielt bie ^läd^e; beren ©ranje bie 
Sinie ift, unb burd^ bie ®ett)egung einer ^tid^e tvirb ber $tixptx 
erzeugt; von n^elc^em bie ^t&^t bie ©ranje bilbet 

<£^ leud^tet ein, ba§ ein j[ebe^ ber brei vorfle^enben er^ 
Seugenben (Elemente, }* SB. ber ^unft; bei ber IBefd^reibung ber 
Sinie AB, e^e er von A ii^ B gelangt, alle ba)n>if(^enliegen« 

, ^_^ , ben geometrif4ien Örter berflfirt ffaben mug^ 

A c c, » Da bie Jlnjajl biefer Örter immer unenb^ 
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Mif gT06 i^, tDte ftetn aud^ ber Slbflanb ber beiben ®rAn))>unfte 

A unb B fein mag; fo folgt; baf ber fragliche $unft bet fetner 

Semegung von A bt^ B ber <2Fnb^unft toon unenblt(^ t)telen 9er^ 

f4^tebenen Sängen; mte AC, AC, , u«f»^* getoefen fein ntuf. 

SoSte man nun t>erfu(^en; {t(^ t>on ber <2Fntflef^ung einer enbli«- 

i^en Sinte AB eine genfigenbe SorfleUung }u mad^en; fo mufte 

man ben erjeugenben $unft im Slfte feiner 8en>egitng )>on A 

bid B nnabläfftg loerfolgen; unb in jfebem Slugenblide ))on ber Sage 

be^ Drte^ C, in totX^cm ^6) berS'unft momentan (efinbet, ober 

t)on bem 9bßanbe AC be^felben vom fünfte A eine voOflanbtge 

<Srfenntni§ }n erlangen fu^en* Sine folc^e (Erfenntni§ ivilrbe 

man erfralten, loenn man von aütn Sängen ; n:^ie AC, bie Ser«* 

bältntffe anzugeben toaste; in u^el^en bieftiben ju irgenb einer 

bereite gebilbeten Sinie ober ju ber Sängenein^eit fielen, ©iefe 

SSer^ältniffe mu§ten offenbar ebenfalls burcfi unenblicff Heine 

Unterff^iebe intinan'ttx dbergefien/ bamit fte bie 9tepräfentan» 

ten ber verfc^iebenen ©lieber einer fietig gebilbeten Slei^e tvftr* 

ben. jDa nun bie eben ern)äfinten 93er(^ä(tniffe nur burd^ ^a^^^ 

len au^gebrfidt »erben fönnen, bie 3a^Ien aber, aW bi^fret 

gebilbete ©r^ßen, immer Unterfi^iebe 3n)if(^en jtcff taffen, toeli^e 

einen befKmmten SBert^ i^aben, a(fo noc^ ferner tf^eilbar unb 

mithin nii^t unenblic^ Hein ftnb; fo erfennt man leidet, toorin 

bie €(^toierigfeit berubet; auf n)el(^e man Hi^t, toenn man e^ 

verfuf^t, bie Ser^ältniffe ader fletig gebilbeten ©r j§en ju irgenb 

einer angenommenen @in^eit aritffmetifc^ au^pbräcfen* (S^ n)irb 

jtoif^en ben beiben (Snbpunften ber Sinie AB viele fünfte, tt^ie 

C, geben, für meiere ber »bflanb AC ba^ SSielfac^e irgenb ei^ 

ned aliquoten 2:f^e{Ie^ ber gemäf^Iten Sängenein^eit ijl, unb bem«' 

naäf ganj genau numerifc^ bargefledt tverben fann; bie anja^I 

biefer ^unftr n>irb in bem ^aa^t n^ac^fen, in m^tm ber eben 

ermähnte aliquote ^til ber Sin^eit an ®rci§e abnimmt* äBoUte 

man aber fämmtlic^e jivifc^en A unb B (iegenbe SIbftänbe 

numerifi^ barfleOen; fo mfi^te man ind ttnenblid^e fortfahren, bie 

(Einheit in immer Heinere aliquote Xfieile {u t^eilen, um mit 

^üVft berfelben j[ene SIbftänbe axit^tti^^ au^jubrfiden* ®t^ 

tviffe abflänbe, )vie tt\»a AC,, »elc^e beffuf i^rer numerifd^en 

2)arfieauns eine fo(($e dertegung ber din^tlt in unenblic^ fletne 
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ZfytiU etfotterlic^ ma^ett, netmt man in 9e)te$fun0 ju btefet 
din^tit inlornntenfurabel ober ixxationaU 

Die Unjulängli^tett ber arit|fmettf($en SDarfleUung ber 
Set^iltatffe aKer flettg gebtlbeten ®ro§en {u i^ren (£in|fdten 
Hegt nt(|t an einer mangelf^aften 3&apt ber 83e}eic^nung ober 
an ber Un)n>e(hnä§igfett be^ ^rtnjipe^^ mö) n^etc^em ba^ ge« 
famntte 3<t^Ienf9ßem aufgeflettt tfl, foba§ man ^ofen fonnte, 
bur(| eine gef^tdte inberung btefet ^xiniipt^ soottftänbige Su^- 
brftde für ade jene SSer^äUntffe )u erlangen. X)ie Ungulängltc^^ 
feit, auf bte toir l^ier fiofen; tfl loietme^r in ber 9latttr be^ 
menf^Iiil^en ®eifle^ begränbet <^o tt^entg toir einen t>oa(lanbt« 
gen Segrtf loom unenbttc^ ©ro^en ffaben^ unb badfelbe burc^ 
koieberfiofte^ Serien bed (Enbltc^en ^u erjeugen vtxmöQtn; thtn* 
fo n)en{g ^aben totr eine SorfleUung t>om unenblic^ j^Ieinen^ 
t0ü^t€ }u bem (Enbltd^en in berfelben SSejief^ung fit^t, tt)ie ba^ 
Sediere )um unenbltcff (Sirogem SS3ir ftnb bemna<|^ nid^t im 
@tanbe, ba^ wa^re äBefen einer ßetigen Silbung bur<$ unenb^ 
Ii(^ Heine Übergänge genau ju benf en, uub »erben mttf^in au^ 
niiift ertoarten fonnen, ba^felbe burd^ 3^^^^ irgenb einer Htt, 
totl^t bo^ nur bie SBertreter be^ mat^tmati^äftn ©ebanfend fein 
foOen, genfigenb barju^eOem 

jDeffen ungeacfftet flnb bte fletigen ®rdfen burd^au^ ni^t 
wn ben arit^metifd^en Unterfuc^ungen au^gefc^Iojfen: bie Hrtt^^ 
metif befd^&ftigt ftc^ mit benfelben in gleicher SSeife, ttoit mit ben 
bi^freten (Sxi^tn; man l^at babei nur {u ertoägen^ ba§ biejieni' 
gen Duantit&M^erfidltnifFe , beren numertfd^er SKu^brud eine ix* 
rationale 3affl fein tofirbe, bur^ Balten mit enblid^en Si^^^' 
mengen ni^t )>oOfl&nbig bargeflettt toerben tonnen, ba§ man ft(^ 
bem ival^rctt Sßert^e folc^er 93er^ältttiffe jleboc^ immer mef^r unb 
mel^r bi^ tu {eber beliebig gegebenen ®r&n)e naf^em fann, it 
toeiter man bie ju biefem 3iele fft^renbe arit^metift^e Operation 
in SIntoenbttng bringt, ober ba§ man {enen SBertfi ganj genau 
errei#ett mirbe, menn man bie Operation in« Unenbli(|e 
fbrtfe^te» 

2)ie (Beometrie; tve^e if^re ftonfhruftionen im fletigen dtau^ 
me au«fil^rt, iß bielfditig im 6tanbe, bie tDafiren ffiert^ irra^ 
tionater ®rd$en bar)ufle0en. hierbei ^t man jeboi^ )» beben^ 
fett, baf bie geometrifd^ bargefteOten ®rj§ett nod^ nic^t gemef^' 
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f en jinb; utib ba§ btefeKnt; obgleich fte in t^teti toMli^tn SBet» 
t^en m unferem finnigen 3(uge liegen^ feine^mege« einen t>oS^ 
iiänbigoi Segrif ))on bem Ser^altntffe ern^eden fönnen^ tn tt^et 
(^on jtt stt trgenb einer gegebenen Sinl^eit flefiem Diefen 9e^ 
griff ivfirben mir erfl burc^ eine birefte SReffung jener @r{l§en 
Hx^ bie Sinfieit erlangen fönnen, unb e^ leucfftet ein^ ba§ ber^ 
fetbe ebenfo un)>o(nommen au^faUen mfirbe/ n>te bie Snttvicte^ 
lung einer irrationalen 3^^! bnr(^ eine analytifc^e ÜXlet^obe* 

3tt i^rer aUgenteinen 3ci(ftenf)>ra($e beft^t bie 9rit$nie^ 
tat übrigen^ ein ÜRittel; äffe ®r6gen)>crfiältniffe in gefd^Ioffenen 
Stt^brficfen bar^nfteOen: fo flef^t g. 9* V'2 fär bte irrationale 
3a^l 1,4142t ♦ • •, « für 3,14159 • ♦ ♦, «für 2,71828 • ♦ ., 
log. 5 für 1,60943 * « « u. f* to* 2){efe affgemeinen arit^meti^ 
ft^en ^onneln^ n^elc^e }ug(ei(|^ bad 9tlbung^gefe$ ber verlangten 
®xi^t bentli<b att^f))re(^en , ober ba^felbe al^ befannt loorau^^ 
fe(en, treten in einer bem S^arafter ber Slrit^metif eigentf^fimlii' 
(ben SSeife gen^iffemtaa^en an bie ®teUe ber geontetrifc^en fton^ 
ffaruftiom Dbgieic^ biefelben erfl bei geff6riger Qhitn^idelung ben 
Sßertfi ber baburc^ t)orgefiefften ®r6§e ergeben tourben; fo (ann 
man mit if^nen unter Seobad^tung belannter Slegetn bo^ ebenfo, 
toit mit ben ®rö§en felbfl red^nen. 9lvi^ btefer ttmflanb lefirt, 
tote nnbefcbrinft bie flxit^ttit in i^ren Unterfuc^ungen Aber 
Dttantitit^)Der^dItniffe irgenb einer Slrt i^, unb toie wenig i^r 
foI(be ®rd§en fremb ftnb/ bie einem fletigen 3Sa(fyM^umt i^x 
2)afein t^erbanfen. 



§. 30. »egriff ber Stidbtnng« 

8ei ben r&umti^en ®rdf en unterfd^eiben toit neben il^rer 
tluantit&t avi^ ben geometrifc^en Drt, in »eld^em fi(|f ein jieber 
i^rer einfachen ^ü^eile befinbet* X>nx(fy eine folc^e Serüd{i(|ftigttng 
ber refetitoen Sagen ber loerf^iebenen fünfte irgenb eine^ Stix^ 
^erd erlangt erft bie dbee, ti^t\(fyt toir un^ loon bem rfinrnti^^en 
SBert^e biefed Stixptxi ju mai^en ^aben, ben erforberlic^en ®rab 
i^ott @ettauigleit 993ir toerben fiierburc^ in ben @tanb gefegt, 
mi loott ber Sntfiel^ung biefed Stitptxi aui feinen einfad^en 
Steilen eine getreue Sorfleffung gu mad^en, inbem tvir tbxtn 
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folt^eit Zptil in ©ebonfeit burc^ aOe Sagen fufirett; tt>e(c^e ber^ 
felie etnne^mnt mn^, um aOnt&^Itg ben jförpev gu befc^retben. 
jDte SefUmmung ber Sage trgenb etne^ ^unfted im Slaume gegen 
eitlen anbeten gegebenen $unft gef(|^ie^t am natürlic^fien bur4^ 
bie 9ngabe ber Sage einer geraben Sinie, tt>el^e von bem fe^^ 
teren fünfte and na^ bem erfieren gejogen tfl, unb burc^ bie 
gleichseitige Angabe ber abfoluten Sänge biefer Sinie* 3)ie SSer^ 
fd^iebenf^eit/ welche wir in ben Sagen mehrerer geraber Sinien 
beobachten; bie ))on einem feflen fünfte au^ nadj^ beliebigen 
fünften im Slaume gejogen jtnb, txtotdt in un6 ben Segrif ber 
dlic^tung einer geraben Sinie, ein Segrif, toeld^er an ft($ ein^ 
faäf unb feiner n>eiteren jDefinition fd^ig i% 

2)iefer Segrif ber 9iid^tung mu§ {10 ju bem ber Duantität 
gefeden^ um bie 9iaumgr6fen in aUen i^ren räumlichen ®egie^ 
ffungen oodfiänbig barjufleUem Da bie Duantität irgenb einer 
Staumgrj^e ^immer bie Sigenfc^aft ber Slu^be^nung beft^t/ unb 
bemnac^ nur burc^ ®röfen gemeffen werben fann, bereu einzelne 
fünfte oerfc^iebene Sagen gegeneinanber ffaben^ an benen ftc^ 
4(fo ber a3egrif ber 9tid^tnng beurfunbet; fo folgte ba^ bie 
^orfieKung t)on Duantität räumltd^er ©rdfen bie 3bee oon 
Stic^tung not^wenbig t>orau^fe^t; unb ba§ bie (Erftere bei räum^' 
liefen ®r5fen o|ine bie Se^tere gar nic^t gebadet n>erben fann. 
'Semer f^Igt fiieraud; ba§ wenn wir irgenb eine ^ttpoit to&^ 
Im, um baburc^ bie Ouantität^oerf^ältniffe oerfc^iebener Slaunt^ 
graben barsufteUen, biefe 3Ret^obe ititnfaU t>on ber 9lrt fein 
mu§; ba§ {t(^ bei ben fuf}efftoen Sntwidelungen berjfenigen 9Iefu(^ 
tatt, hnx(fy welche bie in SRebe fte^enben ©rö^en i^rer Duan^ 
iitat nad^ au«gebr&cft werben foden, auc^ ber begriff oon 
gefe^mäfiger Silbung in einer gewiffen9iic$tung uuoerfennbar 
}tt ^ttfit^tn gibt« 

2>ie einfacbfien räumlichen Sifittren ftnb bie oerfc^iebenen 
Slbfc^nitte einer geraben Sinie« SRan lann ftc|f berfelben be^ 
bieneu/ um burd^ i^re abfoluten Sängen bie oerfc^iebenen Duan^ 
Ütäten 9on ®ra§en irgenb einer S(rt bar)u{leaen« Die dnU 
fiefiung biefer Sängen burc^ ben fletigen Sortfcj^ritt eine^ $unfte^ 
in Sin unb bemfelben @inne unb bie 9{fidEbiIbung berfelben burc^ 
eine Bewegung berfelben $un(te^ in entgegengefe$tem Sinne 
f innen o^ne bie 93orfieI(ung oon )wei einanber bixttt entgegen^ 
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gefetzten dti^tm^tn, toelc^e tu berfelben gevaben Unit liegen^ 
titelet gebac^t i^erben. 2>a^ Clement alfo, ml^ti in biefem 
gatte jtt einer geometrtfd^en jDarfleKutig ber manmc^faUtgett 
OnoiititatdDer^dttntffe toon ®r6§en bemt$t n>ttb^ trägt an^ ba^ 
äVerfaial ber Srfiredung tn einer bejh'mmten 9tid^tung an ftd^^ 
nnb ee ift nid^t ntogltd^; jiene 93eri^ä(tntffe in if^rer SKIgemein^eit 
unb bte Weiterungen ^ tn benen biefetben }ueinanber flehen unb 
{t(^ audeinanber entn>t(feln, anf(|fault(^ )u nta^en, toenn man 
babei nic^t bie Obee be^ ^ortfc^ritted tn jwei einanber bireft 
entgegengefe$ten9ti(^tungen atö einen t>i>n btefer jDarfteOttng^^ 
»tife unjertrennltc^en ®egrtff )oorau^fe$t* 

3n ber Slrit^mettl; n)e(d^e ba^ ^ülf^mittel ber SSefc^rftbung 
im 9laume nid^t (ennt^ merben bie Ouantitaten ber ))erfd^iebenen 
®vi$tn biirc^ bie abfofuten Sa^Itt^ert^e au^gebrfidt. 2)a bie 
Sa^Un au(^ bie Ste^räfentanten ber quantitatt)oen SSer^finniffe 
räumlicber @rj§en in i^rer ganzen SUgemeinffeit flrit, un^ 
biefen @r6§en bad äRerfmal ber 9lic^tung in einer foI(|fen 
ffietfe gufomntt, ba^ bie fhtfenn^etfe (^ntu^idelung ber mannig« 
faltigen Duantitat^t^er^ältniffe jener ©rffen notffn>enbig ben 
Segriff ber Stii^tung erjeugen muf ; fo {ann man fil^on a priori 
ben @(^(uf jief^en^ ba§ ftc^ in bem arit^metifd^en 3<tf^(enfi|^|leme 
bad S8efen ber Stic^tnng unjmeibeuttg ofenbaren kvirb* 3ii 
ber X^at erfennen n>ir an bem gTeic^mdgigen gortfc^reiten ber 
Steige ber abfoluten Säulen buri^ Übergänge/ wetc^e }war ni(^t 
t>oOfommen flettg ober unenblid^ titin bargeflettt »werben Knnen^ 
btren Alein^eit aber fo gering/ n)ie nur mdglii^; gebac^t n>erbeii 
twm, ben Zppu^ ber gleicff formigen geometrifd^en iBett)egung 
eine^^unfte^ in einer be^immten Stic^tung/ unb jtvar Don tiaan 
gegebenen 9htH))unfte an^ bi^ ind ttnbegränjte fort* 2)ie aOrnftl^:: 
(ige 9tfi(fbt(bung ber Sagten burc^ Subtraf tiou/ loon irgenb tintm 
@(iebe jener Steige anfangenb, entfpri^t ^oUUmmtn ber Sdtm* 
gung be^felben fiunfte^ in einer ber urff)rfingli^en bireft tnt^ 
gegengefe^ten Sticfftung* 



§. 3t. 9Mtf^mttiiä^t Se^eid^ttttttd ber ttadi^ biefett Beiben ent^ 
degettgefditett Sli^tttttfleii ^thühttm ®r9#ett* 

£)ie Duantitdt irgenb einer ®xi^t toitb na(^ §. 28 immer 
bur^ eine abfolnte 3af^I a artt^mettf(^ au^gebrfidt; ^ ber 
geometrtfc^en 2)arfieaung ber ®r6§ent>erl^ältntffe burd^ gerabe 
Sinien ^at man al^bann unter a bie abfotute Cänge irgenb einer 
8inte ju \)erfle^cn^ 

2)ie betben SRerfmale ber Duantitat unb dti^tnn^ ftnb fo 
)>oneinanber unabfiängig, ba$ man an einer gegebenen ®r$§e ben 
aSert^ be^ Sinen tciüt&xli^ t^ariiren taffen fann^ o^ne ben ttt 
anbent im minbeflen ju änbern; t0xU man alfo an bem arttf^metifc^en 
aiu^brude ffir bie Sänge a an^ sugleic^ bie Stiftung hmtti^ 
machen, wel^e biefelbe im8ftaume einnimmt; fo Teuftet ein, ba§ 
^ieritt auf er ber 3a^Ifbrm nod^ ein )n>etted (Element erfbrberlic^ 
i^, }»tl^U in einer bem 9Befen ber Stic^tnng entfprec^enben 
äBeife loariabel, loon bem befonberen 98ert^e ber bamit behafteten 
abfoluten 3^^! aber gan) unab^&ngig i% 2)iefe« Stement tfl 
ba^ algebraifd^e 3eid^en; müi^U ber ®rd§e a gegeben unb 
berfelben soorangefe^t ti^irb. i>kxna^ »»erben aOe biejienigen 
®rj§en; meldte t>on bem angenommenen "ifluUpnnttt aM in ber 
ttrf))rüngli4fett Stic^tung gebilbet f[nb; mit bem 3ei(^en + be^ 
legt; unb Reifen po^iti^t ©röfen* 

aSenn e^ nicj^t barauf anlommt, ben ©egenfa^ ber f^ofttiioen 
®xi^tn gegen getviffe anbere, in )>erf4fiebenen Slii^tungen lie^ 
genbe ©rdgen fe^r bemerflii^ ^er))or)u^eben; fo (ä§t man ba^ 
4iara(terifKf(^e deichen + ber erfleren ®x6^tn gewö^nlic^ wt^ 
unb begnügt ftc^, fftr biefetben i^re abfoluten SBert^e ju feiern 
jDa^ deichen + iß )ug(ei(^ eine d^i^tx, burc^ tott^t bie Dptxa* 
tion ber übbition jmeier ®rogen angebeutet mirb* jDie ^ierau« 
fliefenbe Sebeutung ift 9on ber obigen forgf&ttig )tt untere 
fc^iben; ba^ @9mbo( ber 9bbition braucht nicfft not^tvenbig bai 
ber ))of{tiioen ®xi^tn ju fein; man ^at bem 3eid^en +, totl^ti 
anfdttglid^ nur jur Slnbeutung ber Slbbition gebrandet tourbe, 
auc^ ben Dorl^ergel^enben 6inn gegeben , ba bie 9erf(^iebenen po^ 
fttiioen ®xd^tn, aU burc^ ununterbrochene Sbbition t)on bergleic^en 
®xi%tn }u bem Sßertffe SluU aOmä^Iig entflanben, angefe^en 
tt^erben fonnen* 



jDa^ geomeMfc^e 9tlb affetr pofitt))en 3a^itn fttib bie Dor^ 
f^ebenen Slbfc^ttitte einer geraben Stnte/ melcf^e ft(^ 90tt trgettb 
einem gegebenen 9ln(I))un!te au^ tn6 ttnenbltd^e erfhedt di 
leuchtet ein^ ba^ ft(^ im aftfoluten ätaume feine Slti^tung fo fef^r 
t>or ben übrigen au^jeid^net^ ba§ man fti^ genft^igt j&^t, biefelbe 
unter aOen Umfl&nben aU bie bofttiioe angnne^mem Z)ie äBol^I 
ber urf)>rfingli(^en ober )>ofttit>en 8ti(^tung ifl burc^ Slic^tö be^ 
ff^ränft^ fott)ie au($ bie 6age be^ JtvLÜpunttt^, wn totXäftm ant 
man bie Sdngen meffen wiUf ^oUtommtn n)iafu^rli(|f bleibt 
Sßemi aber einmal ^im folc^e 9tid^tung unb ein yinUpmtt ange^ 
nommen ifl; fo treten bie Slbfidnbe ber t)erf(^iebenen fünfte be4 
na(^ aüm Seiten unbegr&ngten SRaumed foh>oI i^rer Sage, t^it 
t^rer ®r59e nac^/ in beflimmte Regierungen )u ber poftt{)>ett 
Äic^tung unb )u bem yinttpunttt, unb biefe Seiben bilben ge^ 
tt>i{fermaa§en bie Slnfang^glieber gn^eier großer Gyfleme, in 
»eichen bie Duantit&t unb bie 9ti($tuttg einer jieben t>om ^nU-^ 
fünfte an^ im Staume gegogenen Cinie i|^re SttUt finbem 

(Ein $unft; toelc^er jti^ t)on bem al^ fefl gebadeten Stulln 
)>unfte au^ in ber poftti)>en Stic^tung fortben^egt, gelangt aOm&^tig 
in bie üntpunttt aUtx pofttit^en Linien; ber Slft biefer geome^ 
triften Sefc^reibung ber poftti)oen Sangen bur(^ bie fletige unb 
gleidjfförmige Setvegung eine^ $unfte^ tnt^pxiifyt in ber Sritl^«' 
metif ber Silbung ber pofttitoen 3af^Ien bur(i fortgefe^te Slbbition 
unenblic^ geringer unb unter ftcff gleicher pofttiioer do^toert^e* 

2)enft man ftc^ bie po1ttit>e Stid^tung im Slaume auf ber 
^td^flengefe^ten 6eite be^ yinUpnntM ebenfatt^ in^ Unbeftimmte 
^>erl4ngert; fo ^ü^t bie le^tcre bie negatijoe SRit^tung, unb aOe 
wn bem 9tuapunfte an^ in biefer SRii^tung gemeffenen aibfdf^nitte 
ftnb negätit)e Sinien« jDiefelben n^erben gang in ber «^orfte^enb 
bemerften SBeife burd^ bie Sen^egung eine^ ^unfte^ befc^rieben, 
toeli^er in berStic^tung ber rficfn^ärtd t)erlängerten pofttiioen Site 
im Stanmt fortfi^reitet» J)ie lefttere Slid^tung ftejt gu ber erfieren 
in einer folc^en iBegie^ung, ba§ fte an^ biefer unmittelbar er^ 
fKitten tt^irb; menn ber befc^reibenbe ^unft, nad^bem er in ))o{ttiioer 
Stii^tung irgenb eine Sfinge burd[^Iaufen l^at; feine IBett>egung 
berge^att Anbert, baf er a0ma|ilig in bie QFnb))unfte ber bereite 
frfi^ gebilbeteu; in ()uantitati)>er fRüdfi^t ffeineren, Sfingen 
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jutäcflel^rt 9RU btefer 9ett>egung ü(et beit 9}ttK^unIt ^inaud« 
fd^reitenb, erjeugt jiener ^unft fufjefftiDe atte negatitoeit Sinietu 
3n bet 3(rtt^meti{ entf^rtddt k)ie jule^t txm^ntt Bewegung 
be^ erjeugenben $unfte^ einer Umfef^rung bed ®t(bungdgefe$e^ 
bet pofttitoen 3a^Ien aud ber ÜtuU ($. 6) ober einer fortgefe^ten 
@ubtraftion ($« 153* SRan bejetc^net ba^er bie negatit>en 
3a^Ien einfadj^ babur^/ ba§ man i^nen bad @ubtrafttond)ei(^en 
— toorfe^t. $ierna4^ uoärbe bte geometrif<^e Stepräfentanttn 
_ , für bte negative 3«^! — a bie Sinie 

• • 1 OB fein, beren abfolute Sänge gleidj^ a 

Längeneinheiten x\i, unb totl^t, toom 
WuKpttnfte O an^ gemeffen, in ber rurfwarM gefeffrten Sert&n^ 
gerung ber pofttt^en Stiftung OA liegt 



§. 32. 9la^ere Unterfud^ung bet übrigen im SCaume 

mogHd^en Stid^tungem 

Z)enfen tt>ir und bur(|i bie unbegrän}te gerabe Linie Z'OX, 




4- 
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Don melii^er ber Z^tH OX bie po^Hu unb ber 2:^eil OX^ bie 
tiegatttoe Slic^tung iax^tUt, eine (Ebene gelegt, unb betrachten toix 
)ut>orberfl bie »erf^iebenen bur(^ ben SIuKpunft O in biefer Sbene 
}tt jte^enben geraben Linien» 3n einer j[eben biefer Linien, wie 
OM, taffen fi^ bur^ bie Slbftfinbe ber t>erf(^iebenen in i^r lie« 
genben fünfte Joom ÜtuUpunfte O aUe benfbaren Ouantitfit^« 
tDerHftniffe barfleUem 2>iefe Slbftänbe ftnb i^rer abfoluten Lfinge 
ober Duantit&t na^ mit ben entfpre^enben älbfUnben in ber 
pofttitoen ober negativen Stiftung Dodlommen ibentifc^, au^ be^ 
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mertt utatt^ ba§ fte aud bet m bev 9it<^tung OM Itegenben S&it^ 
gcnein^dt gattj auf biefelbe SBetfe entfielen, n>te bte pofiti^tn 
unb iiegattt)en iinitn auö berfet6en GFtn^dt refp* m poftNrer unb 
negatttoer 9It(^tttng ^€r)>org(gangen flnb; jene Stnten untere 
fc^etben {t(^ von bcn (enteren nur ^n^^ttidfy t^tet ^ge ober 

Um bte manmclifafttgen, ber 9lt(^tung nac^ t)erf(^tebcnen 8i« 

ttittt tnUetnanbet t>frg(etc^en }u fpnnen unb toon bem 3Bert^ 

btefet aSerfd^tebenf^eit eine soott^änbtge mat^emah'fc^e SorfieKung 

}u trotten, ift e^ erfotberltd^ / ffir ba^ aÄetfmal bcr 9it(^tung 

eine fefte Waa§einl^tt anjugeben^ burd^ n>eld;e bev SSSert^ aOev 

nbrigen Sttci^tungen burc^ einen einfachen %tt ber 93erglet(l^ung 

benimmt werben fann. :£)enft man ftd^ ju btefem (Snbe um ben 

tRitte(f>unft O mit itgenb einem i>alhmtfftt Oa einen ^et^ 6e^ 

fc^rieben; fo liefert ofenbar bie 8ange be6 fireidbogen^ aß^ koef^ 

t^er t^on bem in bcr )>ofttit>en Sre liegenben 2)urd;fd^ntttö))unfte u 

bid iu bem 2)ur4^f(^nttt^pun{te ß jiened Greife« mit ber 9lre OM 

gemefen i^, ein Wim^ für bie 9{i(^tung fämmtlittier in ber Sinie 

OM (iegenben S&ngen* 9timmt man an, ber ^albmeffer Oa ober 

an^ feie ^nje Sre OX brejfe fi^ fletig um ben SMittetpunft 

nac^ (Sin unb berfelben @ette f^erum; fo gelangt biefelbe nac^^» 

unbnac^ in aUt mSglt^en ber (Ebene XMX' ange^origen Sagen. 

@an} analog ber SSoriation, tctitl^t bie Quantität iti ber 

$^en>egung eined fünfte« in berfelben geraben Stnie erleibet, 

oariirt ^ier bei berDref^ung im Äreife bie gigenfc^aft ber9li(^^ 

tung bur(^ atimä^Iige unb unenblic^ Hetne Übergänge« «galten 

toir gur S3efiimmung be^ SQSert^e^ ber t>erf(|»tebenen Stic^tung^^ 

t^er^dftntffe bie im iBorfle^enben angebentete 3ßet^obe fef)/ unb 

nehmen wir ber <Stnfa4r^eit wegen an, ber ^atbmeffer Oa bed 

Äreifc« aßa! fei gteic^ ber Cangenetn^eit; fo leuchtet ein, ba§ 

bad 3»aa§ für bte Siic^tung ber »>ojttioett Sinie = ijl. Seftt 

man ben Sogen ußz=T(p; fo wirb <f ba^3Raa§ für bie Sticf^tung 

fämmt(i(^er in ber 9lre OM liegenben Ctnten fetn« 2)ie Sttcf^tung 

ber negati))en Sinien in ber Site OX' wirb offenbar burd^ bte 

®xö^t ^ = 3,141« * « gemeffen werben. 

Se^t man bie S)re^ung ber Stxe OX über bie negattoe Sage 

OX' weiter fort; fo f&Ut btefelbe nac^ äSoüenbung einer gangen 

Umbrebung wieberum mit ber pofiti^en Sage gufammen, unb 

5 
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man ftef^t^ bag auc^ bie ®r6§e 2^ für bad SRaag bet Stt^tong 
ber )>o{itit)en Sinte gelten Unntt. Set fortgefe^ter Dte^iuig 
tDätbe bie $(re au(^ n>teber in bie Sage OM fommen, unb ha 
jDied al^bann naci^ einer jieben ganzen Umbre^ung aufd neue ber 
SaS fein n)utbe; fo errettet, ba§ bie 9ti(^tung bet in ber Sre 
OM tiegenben khi^nittt aKgemein bur(|i bie ©rd^e 9)+2»3r 
gemeffen n>erben fönnte, morin qf=aß Heiner, aU 2n ift, unb 
t irgenb eine gan}e 3a^i, bie JtnU mit eingef<^(offen , ititi^ntt* 

Xit Ie$;tere Unbeftimmt^eit in bem äBert^e fflr bie 9ti(^tung 
irgenb einer Sinie, n>ie O B, ftnbet fo lange ^att, a(d t* toiütix* 
(i(^ bleibt, burc^ n)iet>ie(malige Umbre^ung um ben ShtSpunft 
man bie Sage OM au^ ber ))ofttit>en Sage OX entflanben an^ 
feigen tt>i(I* Unter gett)iffen Umflfinben Htiht /eboc^ fiierfiber gar 
lein 3^eife(, unb bad 2Raaf fftr bie 9t{<^tung ber Sinie OB 
nimmt al^bann einen fefl befKmmten SBertfi am Sin foli^et 
Satt tritt ein, n^enn man bie Sinie OB aU ben Seltortabiu^ 
einer @))irale ABA'A,B| * « * anfielt, n>e(^e ftci^, i^on bem 
fünfte A in ber ^oft tilgen Slre anfangenb, nac$ einer befUmmten 
&titt um ben 9lullpunft l^erumfc^Iingt* 2)ie 9li(^tung t)on OB 
n>irb al^bann burd^ ben Sogen q>, bie toon OB, bur^ ben 83o« 
gen qr+27c u. f* n>* gemeffem 

Sbenfo, n)ie man bie f^oftti^e fixt OX in ber 9tic^tung aßoß 
nm ben 9lu(())unft ^erumbrefiete, i^itte man berfelben an^ eine 
jDre^ung in ber entgegengefe^ten Stiftung t)on a Aber a' na^ ß 
mittfieilen fonnen* 2)iefelbe wfirbe auf biefe Sßeife ebenfaO« in 
alle ber QEbene XMX' ange^drigen Sagen fommen* 2)ie Seggen, 
rottet ber QEnbpurft a be6 ^albmefferd Oa tti ber festeren 
Sre^ung befc^reiben tcüxhc, tragen )u ben bei ber erfleren 
Drehung befc^riebenen Sigen offenbar ba^felbe Serfiältnif , toit 
bie pofttit>en ©rogen ju ben negatitoen« 93e)eic^nete man alfo 
ben S3ogen aß mit +9>» fo n^firbe ein 93ogen toon berfelben ab^ 
fobtten Sänge, n>el(^er bei ber jDre^ung in ber Stid^tung ac^ß 
befi^rieben wäre, = — g) fein. SWan fie^t ^ierau«, ba§ ba« 
fBlaa^ fir bie 9ti(^tung ber Kre OM, tveldj^e« nad^ bem Obigen 
ben t)ielbeutigen SBert^ 9 + 2ix ^aben tonnte, nad^ ber le^teren 
Betrachtung auc^ notj aöe in ber gorm — (2t«— q?) ober 
q> — 2in entjfaftenen Iffiert^e annehmen fanm Sßenn bie (£nt^ 
^e^ung ber Sinie OB bur^ S)re^ung aM ber po|tti\>en 9(re ni<^t 
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tom&tli^ iXtiit, wie Ui ber ©»»'rate tn ber obigen gtgut; fo 
imf^winUt avL^ bte le^tere Uttbefitmmt^ett bed 9Bert^e6 fSr bte 
Stid^tung jener Stnte* ©o wirb j. ©• bie SRtc^tung ber 8tnie 
Oa' nur bur<^ ben negatitjen Sogen — sr, bie ber 8inie Oft nur 
bitn^ — C23r— 9>)=:9— 2«, bie ber Sinie Oa nur bur(^ —2« 
XL f. tt>« gemeffen. 

2)te ?age ber (?6ene XMX', in welcher atte eben betrachte» 
ten 9tt<^tungen liegen, ifl nur ber 93ebtngung unterworfen, bog 
fte bur^ bie Sinie X'OX gefie; im Übrigen ifi fte toiCWrli^. 
benft man ^^ ba^er bicfe (Sbene um bie «re X'OX gebref^et; 
fo nimmt fte in ben toerfc^iebenen aufeinanberfolgenben Sagen 
nai^unbnac^ ade fünfte Ui fRanmti in fx^ auf, unb atfe im 
Slanme m^glid^en 9ii(^tungen werben in irgenb (Einer biefer Sagen 
enthalten fein. (S€ werben aber antfy bie in irgenb (Siner biefer 
&tntn {iegenben 9li(|tungen )u einanber unb ju ben urfprüngli(^ 
aU ^ofttio unb negatit) angenommenen 9li(^tungen OX unb OX' 
genau ba^feTbe SSer^altniß ^aben, tük bie in ber Sbene XMX' 
enthaltenen Stic^tungen, unb man fielet, baf ba^9Raa§ tp für bie 
aßinfetabweid^ung einer gewi'ffen Sinie von ber ))ofttioen 9li(^tung 
OX nic^t blof ber Sinie OM, fonbem allen in ber Dberfläd^e 
eme^ KegeH liegenben älic^tungen angefiort, befen fixt OX unb 
bfffen Seitenlinie OM if}. 

SBBoOte man tint folc^e augerf^alb ber (Sbene XMX'' (iegenbe 
Stiftung n&^tt beflimmen; fo fann jDie^ burcfi einen einfa^en 
aft ber aSergteicfiuttg mit ber »ii^tung ber fefien 8tre OX offen^^ 
6ar nid^t gefc^e^en* üDie 9)i(^tung einer folc^en Sinie, bie ON 
^etfe, fann auf bie giu^tung einer befanntcn Sinic OX bireft 
nur burc^ bie ®rÄfe be« ebenen Sinfel^ NOX bejogen werben, 
toefc^en bie er^ere ?inie befc^reiben mug, um iti einer freiöför* 
raigen SDrc^ung au^ ber »}ofitii^en Sage in bie Sage ON gu gc* 
langen: ift biefer SBinfel glei(^ MOX; fo wirb bie Slic^tung 
ber ON ebenfooiel t)on ber SRic^tung ber OX »erfc^ieben fein, 
»ie bie ber OM »on OX x>erf (Rieben t|l, unb beibe Sinien wer^ 
ben für i^re 9tic^tungen ein gemeinfc^aftti(^c6 aWaag belt^en* 
X>a nun bejfenungeaclitet bie SRic^tungen ber beiben Sinten OM 
unb ON ntd^t ibentifc^ jtnb, obgleich fie fi(^ \>on (gtner unb ber* 
fetten gunbamentatgroge OX ganj auf biefelbe SBeife unterfd^ei*^ 
ben; fo iUibt ^i^ti weiter fibrig, um ben no(| bleibenben UU'^ 



68 §. 33. Vnt(^mettf((c jDatMung bcr verf^tcbenm 

terfc^ieb sn>if4^en jienen 9>{t(^tungen ^erau^juflellen, a(6 bie ^^ 
raftert{lif4ren Sejtef^ungen ju betrachten tn n>el<|ien jiene 9ti<^tttii' 
gen ju anbern 9laumgro§en flehen , beten Slb^dngtgfeU t>on ber 
urfptünglt^^en Slre OX Mannt tß. 9(m etnfa^fien unb im er^ 
kletterten ©inne be^ bt^^er angett>enbeten ^xiniipt^ n^firbe man 
Dter}u gelangen / votnn man }ut>örberfl ben 9BtnfeT angäbe, ber 
bte (ärunbebene XMX' um bte üre X'X befc^retben mufte, um 
in bie 8age ber @bene XNX' {u gelangen, unb barauf ganj in 
ber früj^eren SBetfe bte Wetgung NOX ber Sinie ON tn btefer 
(Ebene gegen bte pofitttoe Sltc^tung OX befltmmte* Z)te 2)re^ung 
ber (Sbene XMX' mürbe burc^ ben SBtnfel gemeffen n>erben, ben ein 
auf ber «re X'OX erricf^tete^ ^erpenbifel ju gleici^er 3ett befc^riebe» 
SRan erfennt jieboc^/ baß bur^ eine foIc|ie Sesie^ung ber dti^ 
tung ON auf mehrere tooneinanber iDerfc^iebene räumliche ®xi%tn 
iai ®efe9 ber (Sntfteffung aud bem Slnfang^gliebe be^ ganten 
©rfßenf^fleme^/ b. i. au^ ber Slic^tung ber ))ofttit>en Sre OX, 
niii^t unmittelbar, fonbern erfl )oermitte(fl meffrerer aSergleic^ung^ 
f^nfen bargefleOt tt>erben fann, unb baß bemnad^ burc^ biefe^ 
SSerfa^ren ber Segriff be^ tinfacf^en 2Reffen^ burc^ eine einjige (£in^ 
^tit gef(^mälert n)irb« Zit 9tefultate biefer toerfc^iebenen SReffuit» 
gen tafTen fi<^ fowenig geometrtfc^, n>ie arit^metifc^, in ein einjigc« 
}ufammenfaffen unb aU abfolut einfac^e^ ^erftna( an ber )u bt» 
fKmmenben ®r(ße bergeftalt au^^rägen, bag biefelbe baburc^ 
fa^ig kDilrbe, n^ieberum mit anberen in gleicher äSeife gemeffe» 
nen ®r$§en iux^ bie ®runbo))erationen ber Sirit^metil in ^tt^ 
binbung gebrad^t unb na^ ben 9tege(n berfelben toariirt }u totu 
ben. 9Ran fann bireft nur fo((^e 9tic(^tungen mit einanber uu 
gleid^en, tctl^ in berfelben (Ebene liegen; e^ merben ba^er im 
^olgenben an(^ nur bie 93erpaltnifc betradj^tet n>erben, in t»eU 
^tn bie i^erf4^iebenen 9ti(titungen ein unb berfelben (Ebene jit 
einanber fieffem 

§ 33. Sltitl^mctifdbc )&arfleUttng ber t^erfdbiebenen in 
@iner (Sbene Hcgcnbcn 9tidbtlfngcm 

di fommt jieftt barauf an, bie ?Jrinjij)ien ju erHdren, na^ 
»eitlen bie «ritj^met« ben »egriff ber 9li(^tung in feiner gan* 
)en ^lOgemeinf^eit in {t<^ aufnimmt* SSkit ber (Einfä^rung be< 
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©egenfo^ed ter )>oftttt>en unb negatiiDen 3<^^ten tfl fitermtt ber 
Xnfang gemacht, unb in btr Slrü^mettf ber Soben r)or(ere{tft, 
auf t9et(^em ft(^ bad gange Softem ber mit bem Snetfmale bet 
Stiftung behafteten ®xi^tn er^bt* 3ene Qa^ttn fKtben nur 
bann etne Sebeutnng; tvenn man fte auf ®r5^en bejte^t, tveli^e 
eine Qhitfle^ung tn jn^et einanber bireft entgegengefe^ten !Rt^< 
tungen benrfunben« 

9tnn fann man U^anpUn , ba§ ed in ber gangen 
)>|r9ftf(^en unb bemnad^ auci^ {n ber getfli'gen 9}atur fein Sil« 
bung^efe^ geben fann, wtl^t^, n>enn e^ fletig jur SfniDen« 
bmig gebracht wfirbe, Stefuftate }um 93orf(^e{n braute, weifte 
nnftettg t>onetnonber getrennt n^aren ober gar aU fc^roffe ®e^ 
geitfä(e au^rfiten, )tt>{f(l^en benen bie Dermitteinben, burd^ unenb^ 
Ii(^ Heine Übergänge ineinanber fliegenben ®({eber fehlten unb 
gar ni^t geba(|ft tverben fönnten. Mt pia^Itc^en, f)>rungtt>etfett 
Seränberungen ftnb unnatfirlici^, unb mithin unlogifc^ ; irgenb ein 
3tt9ttnb/ eine (Sigenf4raft, tin ®rd§enn)ert^ fann nur aHmä^Iig 
geAubert tperben, unb }n>if(^en )wei sooneinanber t^erfc^iebenen 
3nflittbett mfiffen unenblici^ t>iele flettge Übergänge liegen. 

S^ milfte bemnac^ befremben, toit bie ürit^metif nur fällig 
fein foHte, ®rdfen bartufleUen, n>e((^e ba6 SRerfmal ber (SnU 
fle^ttg in iuoei einanber bireft entgegengefe^ten 9li(^tungen an 
fti^ trfigen^ o^ne jugleic^ ffir fo(<l^e ®r5gen Segrife gu f^abeU; 
n^tli^e ben Übergang ber Sinen in bie Slnberen^ b. i. ber ))ofttit)en 
Ordnen in bie negatiY)en/ unb umgefe^rt, affmä^Kg Dermittelm 

SXfan ^at gefef»en, bag bie 9Bert^e ber toerfc^iebenen burc^ 
mogli^fl ütint Unterfcbiebe au^einanber gebilbeten 3o^Ien burc^ 
bie Slbfi&nbe ber einjelnen fünfte einer geraben Sinie t>on einem 
tn berfelben angenommenen 9lull))unfte geometrifc^ bargefleOt 
tt>erben Wnnten^ T>a^ ©efcft ber ^a^ltnUttm^ burc|i fufjefftt)e 
Hbbition cnt\pxi^t in geometrifc^er Sebeutung ber Setoegung 
eined ^unfte6 in jiener geraben Sinie naci^ QFin unb berfelben fRi^0 
tung fort« Vitbtx^anpt tvirb bie Su^ffi^rung irgenb einer ai^itff' 
mettf^en O))eration i^r geometrifc^ed S3ilb in einer Sen^egung 
itnt^ ^untM na^ einem befiimmten ®efe$e finben* 

2>enft man f!(^ ia^tx, bem fünfte A n>ofine ba6 Sefireben 
inne, ft(^ in ber 9li(^tung OC )u ben)egen; fo toirb berfelbe, 
t>on A tt)eiterf<|freitenb/ na^ einer getDiffen Seit um bad @tfic! 
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AC in bcr gctaben ?tnie OC üorgerüdCt fein* 3>iefe ©ewcgmifl 
tnt^pxi^t einer «bMtton ber Sänge AC au b« Sänge OA^ 
SBoate man nun a(er t)on bet Sänge OA eine anbere AB ^nh^ 
trauten; fo mägte ftc^ ber befc^reibenbe ^uttft t>on A gegen O 

rudwartd iett^egem (Eine 
fold^e Umfel^tung be^ ber 
83en)egung be^^unfte^A 
anfanglicf^ )u ©rimbe ge^ 
legten ?)rinji^)e^, in golge beffen er jic^ in ber Stic^tung OC 
ben)egen tonnte unb bemgemä^ von O ii^ A gelangt n>ar, latin 
nur unter ber Sorauefe^ung gebac^t n>erben/ baß biefe ^erätu 
berung anmäf^Iig erfo(ge, unb ba§ ed swtfc^en jenen beiben 3u« 
fl&nben be6 ^rinjiped eine unenbli^e 9teipe oon fletig aufeinanbec 
fotgenben 3^ifc^cngliebern ge(e; von benen ein jiebe^ bem obigen 
$un{te aU 9ti(^tf(^nur bei feiner 93en>egung mögli^er SBeife 
auferlegt mcrben lonnte* 

(Sin 93ilb au^ ber ©innentDelt; totl^t^ beifpieUweife }ttr 
S3eflatigung Ui eben ©efagten bienen Um, ifl tin 9Renf^/ wtU 
^er in ber Stiftung OC fortfc^reitet, unb in golge biefer »c- 
n)egung in ben $unft A gefommen i^. X)amit ein SRenfd^ ntd^t 
blof fc^reite, fonbern in einer beflimmten Sticf^tung ober auf 
ein beftimmte^ 3iel lod fc^reite, iß ed unbebingt notf^menbig, 
baß fein Sluge biefem 3i(le {ugefe^rt fei : man fann unter Um^ 
flanben auc^ rfidmärt^, b. l^. mit bem Sluden bem 3i^lc iH^ 
feprt; ober aud^ feitmärtd in einer gegebenen Stic^tung fc^reiten; 
eine folc^e naturn>ibrige ^ekoegung ifl jieboc^ nur bann mj^glid^, 
n>enn ber SRenfc^ fc^on eine gen>i{fe S^it im 9taume gelebt , wn 
ben räumlichen Sejie^ungen Slbfhaftionen }u biiben gewußt |Kit 
unb bana^ in ben @tanb gefommen ifl^ ftc^ burd^ bie feitmärtö 
liegenben ©egenflänbe fo ju orientireU/ baß bie koiberftnnige 
Sen)egung feinet Röxptx^ ben (Erfolg ^at, i^n an einen befUmm^ 
tenDrt gu bringen, bem feinSluge gemiffermaaßen nur im&tifit 
jugefe^rt ift. geilten jieboc^ aSe übrigen (S>egenflänbe im Stanmt, 
mit aiu^nai^me bed 3iele^f ober koärbe ber SRenfc^ pUiilii^ inm 
erfien 9Rale in ben 9taum toerfe^t; fo mfirbe er auf bie le^terc 
äBeife nimmer in einer gegebenen 9ii(^tung ftc^ betoegen Mnnen, 
unb felbfl unter ben le^teren SBorau^fe^ungen tt^irb er bie frag« 
(i4fe Stiftung ni^t mit SefHmmt^t unb mit tmierer Übtxitu^ 
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gimg }tt t)erfoIgen im ®tonbe fein« @ott betrnia^ ber in A anß 
gelangte SRenf^ na^ B jurAiIfc^reiten ; fo mu§ er not^t^enbig 
iuwx eine ^albe Umbre^ung ma^tn, bamit ftd^ fein Singe bem 
in ber Slid^tung AO (iegenben 3te(e aun>enbet« Z)iefe a)re^ttng 
erfolgt aUnift^Iig, unb in üebem SlugenMitfe berfelben tfl ber 
aVenfi^ fa^ig, in Ciner ber Stidj^tttngen AC, AC|, AC,, AC« . * « 
AB fortiufc^rciten, wn benen j[e jn^ei ienoc^barte nur unenbtic^ 
tocnig t>cmeinanber toerfc^teben ftnb nnb {iettge Überginge wn 
ber 9ti(^tung AC in bte SRidj^tung AB bilben. Seft^t nun bit 
arit^metif bie mtttl, irgenb }n>ei ©lieber btefer Steige, namli^ 
bie po^ive unb bie negative Stic^tung AC unb AB in i^rer gegen^ 
feitigen 93e}ie|iung (egripm&§ig barsufleHen; fo muf man fi^on 
im t)oratt^ fi^Hefen^ baf i^r au^ für bie äbrigen mannid^fafti^ 
gen 9li4^tungen bie angemeffenen 99e)ie^ungen nic^t fefflen n>erben« 

S* 34. jDie Un)ulängl{(^fett be« SBegrtfed ber )>ofttit)en unb 
negativen 3a^ten )ur Darfiettung atter ®i(bung^gefe^e toon ®xi» 
§en ftcUt ftd^ fel^r f^Iagenb ^eraud, n^enn man bie Steige ber 
fuf}ef{tt>en $oten)en einer negatit)en S^^l 

b. i 

4 4 

betrad^tet« SBenn man bie (fr)>cnenten biefer fJotenjen fletig 
UKK^fen lägt; fo n>irb, mie fci^on t)or^{n bemerft ift, tin axit^^ 
metifi^ed gortfc^reiten burd^ bie etnjelnen ©lieber ber t>orf}e^ett' 
ben Steige in geometrifcfiem @inne ber fiettgen SBen>egung eined 
f^itnfte^, toetc^er immer ben (Snbpunft einer burd^ ben aritfime^ 
tifi^en Su^brudE ^vertretenen iink bilbet , iDoKtommen tnt^pxttfytn^ 
beginnt man nun bei bem ®(iebe C— a)o=l; fo fte^t man, baf 
fU( im erßen SugenblidCe ber 93en)egung jiener $unft im üb^anbe 
gteid^ ber ^ängenetni^eit auf ber )>o{tttt>en Seite t)om 9luIIf>unfte 
befinben n^irb; btim ©liebe (— a)>= — a angelangt, erfennt 
maUf baß ber fJnnft au^ jiener erfleren Sage in ben Sl(}tanb a 
anf bte negatit)e @eite t>om 9lu1ipmtH gefommen fein mng; 
fpittx mn$ er fid^ in t)erf^iebenett Xbfünben abit>e(^felnb einmal 
anf ber pp^^m nnb bamt »lieber auf ber negatiben &tUt Uf 
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ftnben. 2>a bie cinaelnen ©(tcber ber obigen Steige m^ einem 
l^eflimmten ®efe^e {t(|» fletig au^ etnanber bilben unb bemnacf^ 
bie Qi^ammit fRdl)t ein tontinuixli^t^ ®an;e^ barfleHt; wetc^e^ 
geometrtfd^ burc^ bte Semegung be^ o(tgen ^unfted (efc^riebeit 
»trb; fo tfl t^ tlav, baß ein jeber Drt, ben berfelbe bei biefec 
93en)egung einnimmt; eine Sinie befitmmen muf ^ burd^ tveld^e 
ein ®Keb ber toorße^enben Steige re))rdfentirt n)irb* 2)ie jwi^ 
f(|ien }n)ei ganjen fJotenjen wn — a tiegenben nnenbli^ i^iefen 

©lieber finb aber jum Z^M imaginär, tcit C— «D'j C—äy ic. 

jum 2:^eil fc|>einbar reeK, wie (—«)»= — a^, (— a)*=a* k* 

STOon fragt, tvat für eine SBorflettung man mit biefen ©liebern/ 

namentlicf^ mit ben imaginären, ^erbinben fotte, unb n>ie man 

fx^ bte &ef(^rei6enbe SetDegung be^ in 9iebe ftefwnben ^unfte^ 

2U benfen ^aU. 3n ben beiben einanber bireft entgegengefe|}ten 

reelien Slrcn fann berfelbe {14^ nic^t wn ber (Sinen ®tiH bed 

9luttpunfte^ auf bie anbere bewegen, tt)eit fonfl atte 3«>if^enla*^ 

gen reeOen ©Hebern ber obigen Steifte entff)redi^en nofirben, 

f)>rungn)eife , tDie burc^ 3<tuberfc^Iäge , fann berfelbe ebenfalls 

nid^t x^on Sinem Drte jum anberen gelangen, eine foli^e 3bee 

i^ t)ernunftwibrig; e^ bUiht alfo fein anberer 9udweg, al^ bte 

Sinna^me geltenb ju mad^en, ba§ jiener $unft feine Safm bur^ 

gett^iffe anbere JÖrter bed 9taume6 ne^me, tveld^e in ben reeden 

Slren nic^t liegen« Die t)on bem ^RuUpunfte naci^ jenen JÖrtern 

geiogenen geraben Linien n)itrben al^baun gleichzeitig burt^i t^re 

abfolute Sänge unb buvc^ i^re Sage bie in Stebe fle^^enben S^i* 

fc^englieber ber obigen fftti^t barßetten* Solche Linien fe^en 

ofenbar ben 93egriff t>on düdj^tung in feiner attgemeinen ©e« 

jjtaU )oorau^, unb man fte^t au(|f^fiier, toit bie Srit^metif mit 

ber (Sinffi^rung ber poftti^en unb negatit)en ©rfßen ober }toet 

einanber entgegengefej^ter 9ii(^tungen bie 9Iot|^tvenbigfeit berSBe:" 

tra(|^tung aUer übrigen im 9taume mi^gfic^er dtüftm^tn in ^ 

aufgenommen f^at* 

S, 35« Um üe^t nd^er auf bie ^DarfteKung^tDeife ber in 
3[)erf(f^iebenen 9ti(^tungen gemeffenen Sängen burc^ arit^metifc^ 
Seichen einjugeffen; fo bemerft man, baß bie ©eometrie bie ne« 
gatioen Sinien au^ ben ))ofttioen inx^ eine ^albe UmbreJ^nng 
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ber erfleren nm bett ^nUpunlt iU Spflemed erjeugt; bur^ eine 
no^maltge ^albe Umbte^ung einer negatiiDen Stnie n>irb aldbann 
n^ieber eine )>o{tti\)e ^ergefledt t>xc 3(rit^uiett{ erjeugt bagegen 
bie negati)Den Sa^I^n au« ben ))o{ttit>en bur^ Wlnitiplitatim mit 
ber ®ro§e — 1 unb bie pofUitoen miebetum au« ben negatitoen 
buri^ nachmalige 3nuIti))(ifation mit — 1. aRan ftef^t a(fo, baf 
einer ^aUen Umbre^ung in ber ®eometrie eine 3fluU 
ti^Iifation mit —1 in ber Sirit^metif unb einer ganjen 
Umbre^nng in ber Geometrie eine SRuItipIifation mit (—1)* =4-1 
in ber Srit^metif entf)>ri(^t 

SOBenn biefe ®ejiefittng fvPematifc^ berfolgt tt>irt), fo mug 
man fc^Iie^en/ ba§, totm einer Siertelumbre^ung in ber ®eo^ 
metrie eine a)fuIti)>Itfation mit ber ®x6^i a entf))rä(^e, biefe« 
3etc^en 2» bem Seiten —1 in einer fold^en Se^ie^ung flehen 
mü^tt, baf burc^ nod^malige aRuIti))Iitätion mit bemfeKeU/ alfo 
hux^ ÜRuItipIifation mit a^, bie negatit)en 3af^(en entfifinben, 
tt>ei( beren georaetrifc^e 9le))räfentanten burc^ eine no^malxQt 
Siertelumbre^ung au« ben Joorl^ergel^enben erjeugt tverben; eine 
fernere ^uIti))Iifation ber bereit« in a* mulfiplijirten ®x6^tn 
mit a ober eine unmittelbare aRuItipItfatton ber pofttitoen ®xi^ 
^en mit a' mügte at«bann &xö^tn ergeben; n^elc^e geometrif(^ 

burd^ eine Dre^^ung um 270<> ober -^ au« ber ^oftti^en Sage 

bargefleOt n)urben; enbltcf^ mu§te eine abermalige SRuItipIifation 
mit a ober eine urf^rünglic^e SRuIttpItfation ber )>ofttit)en ®r6^ 
%tn mit a« koieberum poftti^t (Hxi^m er}eugen. 2)a ^iernacf^ 

a«= — 1 fein muß; fo ^at man offenbar a=(— l)* = V~, 
a»=(-l) (-1)* =(-0*==- V~ unb a4 = (-.I)5 

3n ben in bie gaftoren a=\/~i unb a«= — V^^ niul^ 
ttfliiirten ®ro§en erfennt man fogleic^ fogenannte imaginäre 
3a^Ien t)on ber in §. 21* allgemein bargefleKten ^dxm* S« ge^t 

f^ierau« ^ert)or, bag bur^ ben arit^metif^en 3lu«bru(f C— l)'a 
ober oV"^, tt>orin a eine abfolute Sa^t ober bie Du an* 
titat einer ®r(ge (S* 28) bejei^net, geometrtfc^ eine Sinie t>on 
ber abfolttten Singe a au«gebrätft toirb, toeI(|ie auf ber reetten 
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Xa^mdan Xitfbmd f&c ben 0ti<6titii0<e»eff^tentni. 



«re im 9hiapmtfte ^er^enbifular fte^t; berauÄrutf (— lD*a 
ober — aV-i ficltt eine Unit »on berfeWen Sänge a tax, 
tt>et(^e ttt ber aSertäitgeruttg beö el&en crmaj^nten ?Jer))enbifete 
Kegt J)ie in bem Stffeite OY beö ?Jeri)enbifett Y'Y auf ber 
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reellen »re X'X Kegenben Sinien +aV~ fielen ju ben ttt 
bem SC^eile OY' Itegenben Stnien — aV^ in berfetten ©ejie* 
^ung, tt)te bie })ojtti»en Sinien +a ju ben negattJoen Sinieii 
— a* ffiir wollen ba^er ben a:^etl OY bie })of itiöe unb ben 
a:^eil OY' bie negatit)e imaginäre «re nennen, wä^renb OX 
bie »)ofiti»e unb OX' bie negative reelle Ure Mlbet 



$. 3G. allgemeiner Stu^trucf für ten 9Iid^tttttd^ 

*peffi§tetttett. 

jDurc^ ein bem t)or^erge^enben gan} ä^nli^e« @i$Iu§t)erfafi^ 
ren finbet man, baß wenn /S ba« Z^\^^ ijif mit welchem bie 
^)Ojttit)en ®rö§en ju muIti^jHjiren ftnb, um ®ro§en ju erjeugen, 
»elii^e bie ©eometrie bur^ Sre^ung um ben 2iiten Xl^eil einer 
ganjen Umbre^ung ober um ben nitn 2:$eil einer fialien Um^ 

bre^ung t)on 180<> erjeugt, man /3* = — I, alfo /} = (— 1)« ju 
fe^en ^a(e, unb $ierau6 folgt, baß allgemein burc^ bie üKuIti^ 

^(ifattott ber ))oftti)mi ®r»ßen mit bem $a(tor /T =(— O^fot^ 
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^t ©rößen eraeugt mxUn, t»ti^t bte ©eometrie burc^ eine 

iDre^ung um ben 9Q3tnfeI — «180« ober/ n>enit man Hefen SBiii« 

fi 

fei na^ bem Umfange bed mit bem ^al^meffer gleid^ ber Sdn^ 

genrin^eit (efc^rie^enen ftreife^ migt/ burcj^ eine jDre^ung um 

ben Sogen — x atx^ bet ptfiti^tn Stic^tung ^en^orlftringt 

jDie ®rdge (~1)% mit n>el(^er bie )>oftti9eit ®x6^tn mu& 
tif)Ii)irt n)erben mfiffen, nm in folc^e t)ern>anbelt )u tverben, 

beten Stiftung um ben fi9ogen ^ sr 9on ber )>ofttii»en Stic^tung 

oBße^en, tvirb ^ier M Mo§e^ 3ei(|ien, a^nli^ tt>ie bie deichen 
+ unb — gebraucht; nennen tt>ir biefe((e ben Stic^tung^^ 
f oeffiienten ^r bie bamit behaftete ®tö§e. Ha bie Stic^tun^ 

gen ber mit ben 3ä^tn (—1)« = + !, (-1)% (-!)•, C— D", 

. , . C— 1 )*■= — 1 , ♦ ♦ ♦ C— I) • »erfeffenen ® rJgen fammtHc^ 

1 
9erf^ieben ftnb, uhb immer um ben Sogen — n ^oneinanber af>* 

flehen; fo ^aSen au^ aOe toorßel^enben ftoefftgienten t)erf(^iebene 
Sert^e/. unb bürfen nic^t na^ gen>iffen 9tege(n ber ^oten^rec^ 
nung in gaftoren jerfegt n^erben, n>e(^e al^bann für ftc^ mit^ 
einanber multiplijirt unb ju einem einfadj^eren Slefultate jufam^ 
mettgejogen werben fonnen. @o toürbe man )« S. einen gan) 
falf4^en Segrif ^erbeifü^reU/ wtnn man ben 9ti(|ftungdfoefft}ien^ 

ten (—13^= ((- !)«)"=(+ 13" = + 1 feften tooUtc. «d 
leuchtet fibrigend ein, bag bte (Srponenten ^ unbebingt auf bie 

IS 

Keinjle Senennung gebracht »erben bürfen, ba j* ©. (— 13'* 
ntc^t bloß mäf ben gen^f^nlic^en ütegetn ber ^otensre^nung, 

fonbem an^ in ber ffier su ©runbe liegenben Sebeutung ==(—!)* 
if». %n^ bemerltman, bagtt>enn m>2»y alfo j. ©♦ =2ii + r 

with, (- ir^= (-!)"* " =(-lD» C-D" = C- D" 8«' 
fe^t t^erben barf , tt)eil bie Siic^tungen ber ®r5pen C— 1) *" a 



76 i« 30 TCOdonetiirr TCnihcad fax ben ffM^tm^&oiff^fnUn, 

ttttb C— !)• a offenbar Wefelbcn finb» Die erfteren unterff^ietten 
ft(^ nur baburd^ t)on ben (enteren, ba§ fte aU burc^ eine Sre^ 
^ung um mt^x, aU 360®, aud ber ))of!tit)en Slid^tung entflanben 
gebac^t n>erben* SSid man inbeffen bur(^ ben 9ti^tungdfoeffi^ 
gienten nic^t bIo§ bie 9leigung ber bamit bef^afteten ®ro§en ge« 
gen bie pofttitoe Slre, fonbern aud^ ben abfoluten SSSert^ be^ 
Sre^ung^noinfeld bejetd^nen/ n)ie jDie^ )* S. bei ben toerfc^iebenen 
SBeftorrabien einer ®))irale erforberliiti ift> fo barf man aud^ 
bie Untere Slebuftion nic^t eintreten laffen, unb mu§ ben Slu^^ 

brud (—1) • unveränbert beibeffalten* 

2Ran finbet leidet / baf in ber aud 2ii ©liebem befleffenben 
9tei^e 9on 9ti^tung6(oefjt)ien ten 

(-1)2, C-13% C-1)V C-iy^ 

ft<^ bie eine öfilfte auf bie gorm (—l)« unb bie anbere 4)filfte 

auf bie gorm — C — I )• rebujiren »firbe, wenn man bie Stegein 
ber $oten)re(^nung barauf in Slntoenbung bric^te« SoQ nun 
aber bie t)erf4)iebene Sebeutung jener ©lieber aufred[it erhalten 

n>erben; fo mfl&te bie ®rö§e (—1)« not^wenbig ffifiig fein, n 
t>erf(biebene SQBert^e anjune^mcn. Son ber 9R6g(i(^{eit biefe^ 
Umfianbe^ l^aben n)ir bur^ bie bi^^erigen Operationen ber ürit^i* 
metif no(^ feinen $(uffd^Iu§ erhalten, n>erben aber iveiter unten 
bie Stic^tigfeit be^felben einfef^em 

3e gwei 9li(^tungen, beren (5r))onenten um bie Sinf>eit ver-» 
fi^ieben flnb, roxi bie beiben Stic^tungen, benen refp. bie ftoeffi^ 

jienten (—1)* unb (—1) * angefroren, flehen offenbar um ben 
SBinfel 180® ober um ben ®ogen x ootfeinanber oi unb liegen 
mitfrin in berfelben geraben Sinie auf entgegengefe$ten ^tiitn bed 
9tu(()>un{ted* ©olcbe 9{id)tungen freigen einanber entgegen ge^ 
fe^te; bie in i^nen liegenben ®r6§en tragen ba^felbe tBer^ält^ 
ni§ }u einanber, wie bie ))o{iti)Den )u ben negativen« 

Um auf bie befonbere SBebeutung be« Jtoeffijienten C — 1) " 
alt b(o§ed 3 eichen beffer aufmerffam }u macfien, tooden toir 

bafür im golgenben (— )* ober einfa^ (— )* fubfMtuiren, unb 
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ba^fel^e gaitj analog bem Sti^tn — gestatteten, tnbem tüix ba^ 
fe(6e t>or bte bamtt ju bef^aftenbe ®rd§e fe^en* 



§. 37. IBebeutnng be« 9Iid^ttttt0^fpeffi)ieitten, tvenv 
frlv lEsPonent negativ tvirb, nnb geptttettifdfte^lBilb 
ber fpttlanfenben neil^e vpii fttfseffiven 9^otensev 

einet negatit^eti ®t(#e« 

3m SBotfle^enben tfl angenommen, bag aOe gegen bie pof{tit>e 
Siti^tung geneigten unb aUgemetnen butd^ (— )"a batge^eOten 
hinten butc^ eine 2>te^ung auö bet yofiUoen Sage na(|f (Sin unb 
betfelSen Seite ^etum et^eugt feien. %tlt ^ietbut^ gebilbeten 
8tnien von bet abfoluten 8&nge a toetben eine fietige Steipe Hf^ 
ben, von welket 

(;_)0a, (-)*«, (-)*a, C-)*fl, C-)*a, (-)*a . , • 

ober 

+ fl, C-)*a. (-D*ß, C-)*«, -a, C-)*a,.. 

einige in tegelmägigen SBinfelabfiänben aufeinanbet folgenbe 
©liebet ftnb. 

Steigt man oon ben i^ö^eten Oliebetn biefet Steige fuf jcfjiv 
SU ben niebtigeten fietab, btingt alfo ba6 jßtlbung^gefeft betfeüen 
in umgefe^tter Dtic^tung auf biefelben in Slntoenbung; fo ent^ 
(priest einet Subtraftion im <£r))onenten bed 9ti(^tungd(oeffi)ien^ 
ten in geomettifc^et Sebeutung einet 2)te^ung be^ {)a(bmeffet^ a 
nad^ einet bet ftü^eten getabe entgegengcfeftten Btitt um ben 
9luO))unft factum* ©ringt man ba^et iai fragliche ®efeft an^ 
no(^ fettiet untet^att bed »nfangögliebe^ Q-^ya^-^a bet 
ootPe^enben SHeij^e in »nttJenbung; fo bcgteift man leicht, baß 
bie ®t6§en 

(;_)Ofl, C^tK (-r*a, (~r*«, (-)"*a,(-r*a..* 

obet 

,, c-r*«, c-rV (-r*fl, (-)"*«» (-r*ö • ♦ ♦ 



obet aOgemein bie ®t«fe (— )— a eine ?inie oon bet abfoluten 
Singe a batflette, toel^e butdji eine Dtefinng um ben «ogen 
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na(fy einer bet früheren gcrobe entgegettgefe^teit 6eite au« 
bet ^ofttt^en Sage eittflanben i^ 

aja bie 3lt(|ituttg ber Stnie C— )"*a ofeti^ar mit ber 9Kc^^ 
tung ber ?{me C— )*'"•, worin i irgenb eine ganje )>oftti)>e 3al^I 
i^, iufammenf aUt; fo fann man au(|f l^ier, tDenn man nur bie 
Stid^tung, unb nii^it bie @roge be^ Segens mx^ betrachten t»iü, 
C—)-~ = C— )^' (—)"" = (—)''"* feften, woburt^ man in ben 
@tanb fommt, alie in einer Sf»ene möglichen Sti^tung^grf^en 
burd^ ben allgemeinen Sudbrud (r-ya barjafleHen, n>orin m 
eine abfolute 3<t^I beietc^net, tt>e((^e <2 ifl. d^arafterifKfi^ 
ffir bie Sinien, n^elcbe bur«^ eine ber anffinglid^en entgegengefe^ten 
jDre|iung um ben ^nttpuntt erzeugt ftnb; hUiU jieboc^ immer bie 
gorm C— )"*«j nnb biefefte mu§ ungeanbert Metben, ttjenn man 
ben ©egenfa^ in ber jDre^ung um ben Studpunft ^en>or^ben 
n>ia* 

ferner erfennt man, baß n^enn man nur bie Steigung in^ 
Suge faßt, ml^t eine Sinie gegen bie t)ofttt)>e 9Ire beft^t, unb 
man in bereu Stic^tungdfoefftjienten für ben (Er)>onenten fomol 
f>oftti«)e, tt>ie negatit>e Sert^e julaffen n^iU, man allgemein 

c-ir =c~iD " 

fe^en fann, n^orin i ni^t bloß jiebe )>ofitit>e, fonbem aui$ j[ebe 
negative ganje 3«^! bebeutet» 

au« ben t)orfie^cuben Unterfuc^ungen erfieCet nun auify^ 
totl^t »orjieaung man mit ben SBert^cn ber petig aufeinanber 
folgcnben ^otenjen einer negativen 3öf>t ju t>erbinben ^abe. Seftt 
man — a = c— D«, worin ber gaftor C— 1) ben 9Wc^tung«^ 
foefftjienten unb a bte abfolute Quantität ber ®ro§e — a bar^ 

Pect; fo ifi attgcmetn C— «D" =C— I)" a" =(—3* a« , unb 
bie t)erf(biebenen ^Jotenjen 5pon - a bilben eine forttaufenbe 8lei* 
^e, t)on meld^er 



ober 



C— a)" , C— öD* •♦♦ 



mit ncQiitfocii 9jpp9MnUtu 
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einige ber 9{i(^tung nac^ gleich meit wntinanUx a(f}e^enbe 
@Iteber fitib. 

jDie geometrifd^en 9ttpxä^tntanttn biefer ©lieber ftnb ofetu^ 
(ar bie t)erf(^iebenen äSeftorrabien einet (ogarit^mifc^en epixatt, 
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n^elc^e ft(^ nac^ sivei entgegengefe^ten (Seiten ini Unenblic^e um 
ben ^nUpunU f4>Itngt. ©ö« ©Heb (— a)»=+l entfprtcjt 
bem ))o{tti)>en 93eftor OA^ beffen aBfoIute Sänge gleicl^ ber S&n^ 



genein^eit iil; (— a) • = C— ) 



tt)firbebur(^benS3e& 



torOD'nnb (— a)" =C—)*o " k«t(^ benSBeftor OD bargeflettt wer^ 
ben^ Die »eiteren OA, OB, OC, fott)te OB', OC, totl^t ben J)ur<^^ 
fi^ttitttfpunften ber Spirale mit ber pofttit^en unb negati\>en Site 
angefroren, entfprecl^en benüenigen ©liebern ber obigen Steige, 
tütl^t abn>e(^felnb f)ofttioe unb negatioe SBert^e annei^men, unb 
man erlennt tei^t, toie burii^ bie fietige Bewegung eine« ben 
3ttg ber ©pirale bur^Iaufenben fünfte« bie pliili^tn ©prönge 
oon ben f)ofttioen ®(iebem iu ben negati«)en \>ermittelt toerben, 
auf toelc^e in f « 34 aufmerffam gemacht ift 



80 f. 38. jDic Otunbof^atioRcn ter Xcit^ctff im aOgnndnllcti Gintif. 

Sie ®tttttbot>etatiotiett bet Vritl^metif Im all^t* 

nteittfteti Sfinne* 

§. 38* ^a^im n>ir im Sorfie^etiben bie 3a^(en tn tf^rett 

generettflen formen , unter »Deichen biefelten fotpol nac^ ben 

SWerfmale ber Duantttot, tt)te ber Sltc^tunfl, betrai^tct fmb, ftn«^ 

nett gelernt i^aben, ge^en tt>tr baju fiter, bte ^riniipten ber 

©runbcperationen ber aritl^mettf tn t^ren ou^gebe^ntePen ©e* 

beutungen naf^er ju entn^tdleln* 

«bbitiom 

X)tefe Operation \>erTangt, bag man eine gegebene Baf^I (ben 
erflen @ummanb) nac^ 3Raa§ga6e be^ burc^ eine jn^eite 3<t^I Cb^n 
{Weiten Summanb) t)orgef((rieBenen einfad^en ®efe$e^ ber 3<i^' 
(enMIbung um bie Duantit&t unb in ber 9{i((tung ber le^« 
teren So^l weiterbilbe. S)en{t man ft(( bie Balten aU Sinten; 
fc ifl ber altgemeinfle ®egrif t>cn Slbbition ein e^ortfc^reiten 
vom @nbf)unfte be^'erfien ®ummanbd in ber 9{i($tttng 
unb nm bie Ouantit&t ober bie abfolute Sänge be^ 
giveiten @ttmmanb6. 

Die beiben gur Sbbition gegebenen ®ro§en mfiffeU/ um iffren 
wahren Segrif )u erfaffen, 2ut>5rberfi im 9lfte if^rer (Entfie^ung 
t)om 92ul[f)unrte be^ ganjen ©rigenf^flemd au^ gebac^t toerben. 
3n biefer Sage erhalten toix burc^ 93erglei((ung bed ©rabed; bid 
)u weli^em bad ®efe(; bed ^^ortfc^ rittet in geraber Sinie an 
if^nen }ur Siu^bübung gefommen ifl, bie richtige 93orfleUung von 
i^rer ^erfc^ieben^eit in quantitativer i>infi^t unb burc^ SSer^ 
gleicbung bed ®rabe^, in iveTc^em ba^ ®efe^ ber S)repung im 
jfreife aud ber ))ofttioen Sire an i^nen au^gebilbet x% bie ^ox^ 
{lettung oon i^rer 93erfc^teben()ett ^inftc^^tli^ ber 9ti($tung* ®ei 
ber Slbbition fott nur bie @ttmme lebtglic^ burc^ einen ^oxt^ 
fc^ritt vom (Enbpunfte bed erfien ©ummanb^ in ber Stic^tung 
b€6 }n>eiten um bie abfolute Quantität bed le^tern erjeugt mer^ 
ben* ^aUtn alfo bie Stic^tungen ber beiben @ummanbe )ufam^ 
men; fo befielt bie Slbbition nur in bem SQBeiterfc^reiten in ber 
9tt(^tung be^ erfien @ummanbd um bie Ouantität be^ (tveiten, 
gerabe fo, wie bei ber Sibbition itotitt ))ofttioer ober {weier nt^ 
gativer ®rjf en* «^iernac^ ^at man ofenbar 



§. 38. KbMtton im aüdemrinften CStnne. 
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3P bagegen Wc Sl^tung M imittn ©utnmanb« t)on bct 
b«« erflen t^erfcl^ieben; fo inu§ ber gortfc^ritt t)om iSnbpunttc be^ 
tx^tn ©iitnmanbd in etnet Sttc^tutig gefc^c^en, tt>tid)t fic^ gegen 
bic j)OfiHt>e are unter bem ber dUd^inn^ bc« jttJeiten ©ummanb6 
gugejipriflcn St'nfel neigt SDSenn j* 33* bie beiben ©rögen 
(— )«-« unb f-)"6 abbirt »erben fottten, fo fei OX bie pofititJe 
are, 0<D = 0a=0ß= ber Cängenetnl^ei^ arc. aOco^oa 
= ««, arc. /JOiö = co|3 = n«, (Ta =«♦ ü^, OB =6, o^; 

aWbann tt)ürben bie Orößen C— •)"Vi 
unb C— D"* geontetrifc^ tefp. burc^ 
bie Pinien OA unb OB bargeflefft 
werben. Um biefelben gn abbiren, 
^at man t)om (Jnbpunfte A ber 
QFinen in einer 9li(^tung EAC, 
tt)el^e mit ber ^>ojitit>ett 8lre OX 
ben Sogen n^t einf(|Iie§t; nm bie 
Ouantitdt AC=6* Oß ber anberen 
®roge fortjufc^reitem J)ie Knie 
OC fiefft al^bann fott)ol ber Duan^ 
titdt, tüte ber Stii^tung na^, bie Summe 

» 
bat. ©eftt man arcyOcj=a)y=5Ä unb OC=ö^; fo tt)irb 

bie Sittie OC burc^ C— D'c bargeflettt, unb man ^at 

3)aß eine Cinie, voeI(^e burt^ jwei an i^re Gfnben gefegte 
Sü^aben bejeit^net tt)irb, fowot if^rer Quantität, wie if^rer 
Stiftung naä^, betrad^tct werben fotte, »offen wir in 3ufunft ba^ 
hnx^ anbeuten, bag wir bie Reiben Suc^flaben in JJIammern 
[(^liegen, ^ittna^ ^at man 

(OA)+COB) = COC). 

3n ber golgc wirb man fe^en, baß eö Belauf Srjeugung ber 

Summe COC) gleic^^gültig ifi, ob man COB) ju (OA) ober (OA) 

ju (OB) abbirt* Sei ber festeren Dj^eration müßte man oom 

(inbpmtU B ber £inie OB in ber Stiftung BC, we(^e {t(( 
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{. 39. eubtcofttoti im anecmdnltcii etanc 



gegen Me pc^tiu %xt tmter im Sßinfel map netgt, tmi Me 
Duantit&t BG=a.Oa itt iink OA ))ortt)ärM fc^rettetu Sefbe 
aRet^oben fahren tntmer in ben |)unft G ober )tt ber dnaigen 
©urnme (OC)* 



f. 39. CftAttüftiptt* 

2)te @u6traftton, wel^e bfe &))eratton ber SbbtHon n^icber^ 
anßttf^eben befKmmt i% fotbert/ baf man Don bem (Enbf)ttnfte 
be^ aRinuenbd in ber entgegengefe^ten Stiftung htt 
6ub{lra^enb« nm bte OuantitAt be« Sedieren fort^ 
fd^reite* 

^iernac^ ^ttt man ffir bte 2>{feren} jweier in berfettoi 
Stic^tnng liegenber ®rofen 

aß&ren bie 9ti(^tungen ber beiben gu fubflra^irenben ®raf en 
t>erf<(ieben; toie bei ben beiben Summanben 

(0A)=(— ro unb COB)=(-)«* 



€ 



bed t)or^erge^enben l^aragrap^tf ; 
fo tvürbe man, ivenn bie abfolute 
S&nge «»on AD gleich ber wn 
OB ift, 

(OA)-COBD=CODD 

f^aben* Se^t man ben Sogen be^ 
im bterten Duabraten liegenbm 
SBinfeld XOD, alfo are^XOD= 
mß8=sn unb OD=;c« Od; fo ift 



8ltt< bem Sorfte^enben nnb cax^ Dem, toat im S« 36 fiber 
entgegengefe^te Slic^tungen gefagt i% gel^t l^erbor, baf ft(^ eine 
6nbtraftion gtpeier ®xi^tn immer auf eine Xbbition Ui in 
entgegengefe($ter 9ti(^tung genommenen Subtra^b« gu 
bem SRinnenbe anrftiffai^ren I&f t 





i. 40. VtfMp&tatm bn aOacmcinften Ghinc. 83 

§.40. fDItiltil^Hfatioti* 

Die !RitItt)>Itfattoii t)erlangt, tag aud bem ^nlti^^tU 
fanbe ba6 ^^obult getabe fo ge(ilbet merbe, wte aud 
ber )»oftt{))en (Sinfiett bet !Ru(tt))Urator bur(^ Ser^ 
»(elfilttgutig unb Z^eilung ber Duanttt&t iener din^ 
ptit ttnb burc^ Serinberung ber 9ti(^tung berfeKen 
gebtlbet tft. 

6iiib alfo OA unb OB bte geometrifc^en fRipx&^ttitan^ 
ttn ber beiben gaftoren (-•)'"a unb C— )•*, foba§ »c«tt 

0(i>=Oa=0/}=(V We Sängen-» 
etn^eit barflefft , O A = a * Sa , 

^^ OB = b .üß, ma=mn, a>ß^=nJt 

^f}; fo ^at man guio^rberft, n^etl 
)x^K ber üWuUipItfator (~)"6 bnri^ 

X Jmaltge^ ©e$en ber ^)cfiHt)en Stn^ 
Ifett tn i^rer Sttcf^tung ober bur^ 
»ert)telfälttgung ijrer Ouantttät 
um 6 unb bann bur^ SDre^nng aud t^rer Sage um ben 93cgen nx 
entlauben tfl, bte DuanHtat bed aRuIttpItfanbd (—Ta, alfo bte 
®rö$e o, 6 mal )u neffmen, toobur^ man a6 erhält, hierauf ^t 
man bte a(fo(ttte Sänge a6=Cc au6 ber burc^ ben dti^tnn^^^ 
foeffiitenten (— )"* bed aRuItipItfanb^ befKmmten SKtc^tung OA 
um ben bur^ C— 3" befltmmten SBinfel XOB, ober um ben 
Sogen nar, kvetter gu bre^en, fobaf bie Stnie OC, toel^e iat 
gefugte $robuft barfiettt, mit ber poftttten Siic^tung ben IBogen 
uiy=(oa+a}ß = CnirHOx etnfi^Iteft X)emna(( ^at man 

(OA)X(OB)=(OC) ober 
(-r«XC-)"*=C— 3"^"a6, 

etn SIefnItat/ toü^ti ben fonfiigen Siegeln ber ^JivtÜiplUaHcn 
))on ^otenjen Cht unb berfelBen SBurjel (— ) \>oafommen znU 
Sprint 

^an fte^t letc^t ein, bag ber iEBertl^ bed ^robufte^ wn ber 
Met^enfolge unabhängig t^, in k«e((^er man bte SRuItif)(ifation 
mit melfrcren Saftoren wÜ^it^t 



84 i 42. Syitrtiion im aa^mtriiifhni CSinne. 

i. 41. )OUiftoit« 

T)it O^)erat(ott ber ©tt><fton^ welche bie burd^ 3»ttft(<)Iifotioti 
geftiftcte gSerbtttbuttfl trennen foff; begreift ft(^ nad^ bem Sor^^ 
ftefienben leicht. a){e Duantttät bed a)it>ibenb^ tt)irb na$ 
ben 9tege(n ber gemeinen £)it>tfion bur4^ bie £luan^ 
tität be« Dit>iford biöibtrt, unb bie 2)refmng erfolgt 
au^ ber Sage bed Dt))ibenb^ nac^ ber entgegengefe^ten 
Seite \)on ber, in »etcter ber Dit)ifor au« ber ^jofiti«» 
)>en 9{i^tung entflanben ifl, um einen Sffitnfet/ totl^tt 
bem 9teigung^t9in{el bed jDit^iford gegen bie f)ofitit>e 
Slre gleich i% 

SDIan fiat näm(i(^ 

ober wenn in ber gtgur be6 »orf^erge^enben ^aragrapjed (—)"« 

bur* OC, (— )"a burc^ (OB) unb (— T"^ -^ burc^ OA bar^ 

gefleat kvirb; fo ifl 

COC):(OB)=(OA). 
f. 42. @ei ber 9Rultt))Itfatton unb jDit>ifton geft^ie^t bie 
Ser^ielfälttgung unb X^eilung berDuantit&t na^ ben Stegein 
ber üRuIttpIifation unb £)ioi{ton abfotuter S^pUn. 3)te bur«^ 
bie SRuItipUfation unb Dtoifton t)orgef(^riebene Slicf^tungd^ 
t)er&nberung ; koelc^e ebenfalls burc^ bie 3){u(ti))(tfatton ttnb 
jDioiflon ber Stic^tung^foefftjienten bargeftedt n^irb, rebujirt {tc^ 
auf eine Slbbition unb @ubtraftion ber burcl^ biefe J(oef^)ienten 
ni^er bef^immten SBinfel:; ober Sogengrf^em 3m Obigen 
(§. 36 unb 37) if} nun gezeigt, ba^ ber @rponent m in ber aU^ 
gemeinen 3ö{>Iform C— )*"« nur eine pojttioe 3«^! <2 ju fein 
braucht, toeil bie SSertf^e biefe6 jfoefftjienten ft(^ regelmäßig toie^ 
berf^oteu; toenn iii>2 würbe» C^ fragt jic^ aber, ob t^^inJU^U 
ti^ bed aud )n>et folc^en ®rd§en entfle^enben ^robufte^ ober 
Duotienten ebenfatt^ gleichgültig iß, ob man annimmt, bag Me 
jDre^ung berfejben um einen ©ogen =mn, welcher <2ä i% Qt^ 
f<!^e^en fei, ober ob man annimmt, baß jlene ®ri§en buri!^ tint 
2)reffung um ben SBogen 2x-^mx ober aUgemein um ben S9ogen 
(2i+iii)Ä, wooon i irgenb eine ^)ofttioe ober an^ negative 
gange 3a^{ bebeutet, erjeugt feien* 
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& Itn^ttt ün, ba$ eine folcl^e annähme avf bnt SBert^ be< 
$r»bufted ober Onotteftten feinen (Sinflttg ^ben fann, ba fwot 
bet Onantit&t t9te ber Stii^tung na<!^, gang adgemein 

ift. a»an ^at ft(^ nur ba^ burc^ (— )«0it'2>f«+« ab barftejleate 
$robuft^ wie burc^ eine (t, + t9)nialige gan}e Umbref^ung um 
ji(6 felbfl unb aUbann noc^ burc^ tint X)re^un^ um ben 93ogen 
(,m+n)n entßanben )u benfem 

Sßenn bie QEnt{ie|ung ber ju mulh>(iitrenben ober ju b{t)i^ 
birenben ®ro§en au6 ber ))of(ttt)en (^inf^ett fotvol ber Ouanfitat, 
n>ie ber 9{i(|tung na^; un}n)eibeutig gegeben iß/ n>ie 3)ie^ bei 
ben t>erf(^iebenen 93ef torrabien einer ©ptrale ber ^aü ifl; fo fattt 
au(^ bie toorbemerfte 3bee über bie t>{elbeutige ^nffte^ung^n^eife 
ber @rö$en a\x€ ber po^ti^tn (Sinffgit pinkoeg^ unb bie Sitc^tung 
be^ ^robufte^ ober be^ Ouotienten, beren arit^metrifc^er unb 
geometrift^er Sert^ flet^ einatg x% fann auc^ nur ai^ burc^ Sine 
betinunte %xt ber jDref^ung aud ber pofttit)ett Sin^eit ](fert>orge^ 
gongen gebac^t werben* 

§. 43. 9^9tett§iittin0 nnb 98tir)eIaod)ie]^ottg« 

Sßenn ber Sr))onent eine pc^tht ober ancl^ eine negativ 
gan}e 3a^I ift; fo läuft bie ^otenjürnng auf eine mefirmatd 
mit ber 9Sur}e( toieber^olte ÜRuItipHfation ober X)i\>ifton ^inau6. 
9la<^ S* 40 unb 41 ^at man alfo für biefen ^M, wo r eine 
ganje 3apt ifl, 

^erin bejeic^t e' trgenb eine popü^e ober negjatit^e ganje Ba^I/ 
tDilc^e man immer fo wägten fonu^ bik§ 2i— rm )>ofttt> »nb <2 
ift (f. $. 37). 

2)a ^ier bie 9{egebt ber SKuIti^^Iifotion unb 3)it}ifton gelten; 
fo fie$^ man, ba§ bie Ouantttat ber ju ^otenjiirenben ®rd§e 
nac^ ben fär bie abfoluten S^W^ gegebenen SJorfc^riften poUn^ 
iüxt tvirb. Sie Sftfc^ung^^eränberung gefd^iept fo, ba^ ber %tt 



86 §. 43. yoten^irung unb fl3ttr|elattl)i4ttiid. 

Ux 2)re^uttg, t>ut(^ wel(^e ixt Sßttrjel au^ ber yofttiveit Sage 
entftanben tfl^ in bemfelben 3fiaa^t fo oft k«tebetr^o(t mtrb, aU 
ber Srponent r Stn^eiteit entfffiU* Sßenti r negattt) ifl; fo toivb 

bie Sttc^tung ber ^oteit) tx^aXUn, toenn man bie Duatitit&t — 7- 

berfeKen au^ ber poftttoen Sage um ba6 rfac^e be^ 9letgungtf^ 
toinfet^ m» ber aBurjef gegen bie f)o{!ttoe Sre, alfo um ben 
SBinfel rm^r, xüdYo&xt^ bre^et* 

Sßenn bie SBurjel ni^t ttwa burd^ beu IBeftorabtu^ einer 
epixaU (efltmmt tofire; fo fann man annehmen, bag biefe(be be^ 
liebig oiele ganje Umbre^ungen um ben SluKpunft nac^ ber (Sinen 
ober anberen @eite j^erum erlitten ^abe, be)>or fte aud ber ))ofitioen 
9li(^tung in i^re tt^irflic^e Sage gefommen i^, bag alfo i^r 
8li(^tuttg«foeffijtent allgemein burcj ( — )^-»-* audgebrfldt fei^ 
^ierbur^ würben bie ^Jotenjen [C— J^+^a]** = (—)«"•+•' a»" 
eine unenbtic^e SJtenge terf^iebener Sebeutungen erhalten, it^ 
nac^bem man bie ganje 3<t^I i oariiren liege. SBenn ieboc^ r 
eine gange 3^^! i^i fo n)irb au(( 2tr eine fold^e unb 
(— )i'r+i»r--(_)»r f^{„^ y„^ ^j^^u erfeuttt, bag alle Jene ?Jo* 

tenjen mit ber bur^ (—)*"'' a** bargeßeKten (ufammenfaüen 
toerben* 

Snberd t>er|^dK ft($ jDied; koenn ber (Sxpontat ber 9oten) 

eine gebroi^ene 3o^\ — i% Die bur^ 

[(-)-a]' =(-.)'a'=(-) • a' unb 
[(-.)-«] ' =(-) ' a ' =(-) '4 

bargefleOte &))eration ber 9<>ten)iirung forbert aMbann, bag bie 

JDuantit&t ber a93ur}e( }ut)orberf} na^ ben Siegeln für bie abfo^ 

tuten 3<i^I^n potengürt^ alfo in s gleiche ^aftoren {erlegt unb 

ein foI(^er ^aftor r mal mit ftc^ felbfl muftiplijirt werbe, bag 

femer ber Sleigungdwinfel mx ber SSursel gegen bie poftttve 

fixt in 8 gleiche 3:^eile get^eilt unb ein fol^er SC^etl r ma( ge«* 

nommen werbe* ^Ar ben %aU, bag ber CT))onent eine negati)^ 

r 1 

gebrod^ene 3ö^t — — tbäre, würbe man bie Ouantitdt — ^ ber ^o* 
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tett) «m tenSogni — % au« ber ))oftti))en Sttc^tung vfltfn^itt« 

itt teeren ^ben* 

Sttnrait man nun m^ ^tx btn 9le{gttttg«tt)iiife( ber Sßtttgel, 
Itott 21t m», t9om m<2 ifl, aOgemrin ju C2/+m)9r an^ unb 
jitt^itatTt fär »* nac^ttttbnai^ jut) jrberfi bte f)ofit{t)en ganjen 3^$" 
Ictt 0, 1, 2, 3 ***; fo fatin üener Sletgutig^tvinfel fufjeffitoe bie 

osmelmini. Z)ad — fac^e btefe« SSinfett k«trb alfo refV* 

fetii Utmeiu SRan fte^t, bag bie s erßen ©lieber biefer Steige 
«raetnonber t^erfd^iebene Sertffe {fabett unb ebenfot)t(( üerfc^ie^ 

bene Xit^tungen be}ei(^nen/ tt>e((^e immer um bie Sogengroge 

2r 

— ff t^oneittanber abftef^ett; baf bie bur^ bie fp&teren ©lieber bar« 

gefleSten 9ti<!^tungett aber mit ben erfleren ))eriobif(^ jufammen^ 
fatten, ba biefelben t)on ben legieren immer nur um ganje 93iel^ 
fac^e bed Sogen« 2% Derfc^ieben ftnb* 

^ bemfelben Stefultate gelangt man, menn man für % nac^^ 
unbna<^ bie negatitoen ganjen ^oi^lv^ 0, — 1, — 2, — 3 ♦ ♦ ♦ fub«^ 
fHtuirt« ÜRan ftnbet jugleic^, bag bie bur(b negative SSertpe 
9on I* erf^altenen fJotenjen in umgefeffrter Stei^enfolge mit ben 
)>or^erge^enben fibereinflimmen; fobag immer eine burc^ ben £r^ 

)f onenten ^^— ^ + — befümmte |)oten) mit ber burcj ben (5rpo^ 

ttenten ?li=22Lr+?i?^=2r- ^ + üiT jefHmmten einer. 

fei aSert^ ^aU 

^ierau« folgt, ba§ bie ^oten} irgenb einer (pofiti^ 
9ett, negativen ober imagin&ren) 3aH/ beren (Sr))o^ 

ttent ein Ornd^ — \^, ebenfobiet ber Slic^tung nac^ 



88 § 44. jDarßeOttne ber Sofflen oU yotenioi 

t)erf($tebene Sßert^e ^at, aH ber 9Ienner « bed (Erpo^ 
nenten Sittfietten enthält SBenn ber Srponent etne trra^ 
tionale 3ö{^I tfi; fo wirb btefe ängaf^I »on t)erf(f^iebenen ^tett^ 
gen unenbtti^ gro§, ba eine folc^e 3^^l immer aK ein Sruii^ 
mit unenblic^ großem 3&i^I^v unb 9lenner angefe^en »oerben tantu 
^in[i6^tli^ ber SBurgelau^sie^ung; meiere bie buri^ bte 
l^otengitrung gefiiftete 93erbinbung trennen foS, ftnben feine ^ 
fonbere Semerfungen flatt^ ba btefe D))erat{on in ber (Sx^bunf^ 
)u ^otenjen mit gebrochenen @rj>onenten mit enthalten ift 
(f- §♦ 19). 



S)atfleUuitg aller Sal^lett al$ ^nmmtu «^ott st9ei 
^l^eilett, loeld^e in btu 9liäitnn%tu ^t»titt ted^t« 

loiitfliget 9f|^ett gemeffen fiub« 

§. 44. OorUhiftge iC)arfleIUitid ber Salftlett aM ^vUnitn @itt 

uttb berfelbeit 98ur$el a« 

Set beti fruf^eren Unterführungen ifl bte arit^mettf(!^e SRt^ 
jeid^nung ber t>erf4i{ebenen in einer (Sbtnt liegenben Linien but<^ 
bie 3li4rtung6loefjtjienten \)on ber gorm i—yr^ morin r bie 
aifolute Quantität unb mn ben 9leigung^n>infel ber Sinie gegen 
bie ^)ofttit)e Are barfteßt, auf eine ganj einfac^^e SDSeife gefc^e^en, 
welche gugleic^ bie Duantität unb bie Stic^tung ber fraglichen 
Sinie unmittelbar erfennen läßt. ®c{)uf gntwirfelung ber »er«» 
fd^iebenen an^ bem 9le($nen mit feieren ©rößen ^ert>orge^enben 
Slefultate gewährt e^ jebocfi anberiveitige große Sort^eile, wenn 
man biefelben ai^ bie @ummen gn^eier X^tiU barfleUt^ toelc^e in 
ben SRid^tungen jtreier ein für aße ?WaI fefl angenommener ären 
gemeffen finb. SOBenn bie SReigungötvinfel bicfer beiben äxen 
gegen bie ))ofttit)e Siic^tung refp. s unb t iDaren, fo n^ürbe eine 
jiebe Cinie, wie C--}"'r auf bie gorm 

gebracht tverbeu; ti^orin bie Duantitäten a unb b ber beiben 
Z^^eile no(^ nä^er ju beflimmen U)aren. 

S)iefe 2)arfleßungdn)etfe tvfirbe ofenbar bie größte (Sinfa^^ 
^tt txxti^m, wenn man für bie beiben in Stebe fte^enben Kren 
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ref)>* bte na^ (etbett &tUtn tocvUngerte po^tiu utfb Ut anf tet^ 
fetten )>eT))enbifu(ar fle^ente; g{et(^fa((d iia((^ ftetben 6dten t>er^ 
t&ngette Sxe annd^tne. ^ur Hefe 9$orau^fe$uiig wAtbe « = o 
unb t= ^ totxhtn, unb a((e @?d§en n^flrben onter bet gönn 

C— rr=(—)öa+C— )** = « + 6 V~ 

erff^etnen, worin r tmmer aW abfotutc 3öf>t gebac^t ttJtrb; a 
unb 6 aber fotvol pofttit) n>te negatit) fein fann (f. S* 35). 

Um )u ber )»orbemerften (Entn)t(felung ju gelangen/ betrachte 
nan bie petig fortlaufenbe Slet^e ber fufjeffiüen reellen ^oten*^ 
jen din unb berfelben SBurjel; unb nel^me für btefelbe bte ab^ 
folute Sa^t a am Stnjelne regelmäftg aufemanber folgenbe 
®Iteber btefer Steige ftnb 

♦ ♦♦o""* a"** a"* a""* o® a* a* a^ a^ ^^. 

&&mmttxö)t @(teber ber 9tet^e ftnb abfolute 3<t^I^n» iffienn 
a>l tfi; fo Petten bie ©lieber auf ber Itnfen S^itt 3ö?I«tt bot, 
)9e((^e/ »Ott ber (gin^eit a® = l anfangenb, immer Heiner »er*» 
ben unb ft^f o^ne Snbe bem 98ert^e 92u0 nähern; bie redete 
Seite liefert bagegen Sc(^ttn, wel^^e; toon berfelben Sinl^eit an«" 
fangenb, ind Uneitblic^e tvac^fen. Sß&re m<i, fo mfirben bie 
®Iteber auf ber linfen &titc »at^fen unb bte auf ber regten 
aboefrmen: fAr ii = l, k^firben a((e ®Iieber ber obigen Üteifre 
gtei«^ ber (2Fin|>eit tverben. 

SSenn nun aber a t>on berOFinf^eit oerf(^ieben if); fo fpric^t 
fid^ in bem ©pfieme ber obigen ®r6gen, toeldf^e fdmmtlic^ ab* 
folttte fBitxt^t yaitn, boc^ ein gortfc^reiten nac^ jwei einanber 
bireft entgegengefe^ten SRi^tungcn au^; für bie ©lieber auf ber 
rechten &txtt ber ®rö§e ao = l==(OA) ndmlid& ein Sortfd&reu' 
ten in ber ))ojitioen Slii^tung AX, unb für bie ©lieber auf ber 
Knfeti ©eite ein 5ortfc|>reiten in Der entgegengefe^tcn, bemSlutt=^ 
punfte gugef ehrten, negativen Sti4)tung AO» Die ©lieber, totU 
(|e txntm gortfc^ritte be^ befc^reibenben 55unKe^ in ber pofitioen 
Stii^tttttg AX entfprei^en, ftnb in ber attgemeinen gorm a^ tnU 
^tten, worin ^ eine »>ofitt»c ^yi ifl; bie anberen ©lieber, 
MU^e etilem gortfi^ritte j[ene« $mttte« in ber negativen 9iiif^ 
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tmtg AO tntfpxt^tn, finb bagegen in ber ^orm ir^ etit^tten, 
tDOttn ter (Er))onetit eine negative 3a^I ifl. 

60 gut nun ber befdftretienbe 9unf t, beffen eewegnng«gefe$ 
burd^ bie allgemeine Sorm ber $oten) oT bargeflettt tfi, in ben 




beiben entgegengefe^ten Stic^tungen AX unb AO, wmdvbpunttt 
A ber S&ngenein^eit au^ef^enb; fortfc^rettet/ um in berfelben bte 
t>erf(Jtebencn «bfldnbe (OAj) = o»^ unb COA,) = a-» jn be* 
gr&njen, ebenfo gut fann berfelbe ofenbar Don A au6 in iebet 
onbem Sltcbtung; tote AB^, AB^ AB,^ AB, .*« fortfc^reiten, 
um bie gegen bie Site OX geneigtem Simen (OB,), (OB), 
(OB,), COB,}«.* )tt begr&nsen. X)ur(^ bie le^teren Sinien 
tt>erben bie fiettgen Übergänge bargefiellt, koel^e stoifc^en einem 
Slnn^ac^fen ber Sinie OA t>on A gegen X unb einer Sb^ 
napme berfelben in entgegengefe^ter Stic^tung oon A gegen O 
liegen* @oI(en nun bie arit^mettfc^en audbrfide ber geneigten 
Sinien (OB 4), (OB)**^ ebenfaOa in ber fJotenjform a% »»orin 
a ald eine unoer&nberltc^e abfolute ®r6fe angefe^en n>irb, ent^ 
galten fein ; fo leuchtet na^ §. 33 ein^ baf btefelben ber fpesiel^ 

(en Sonn aC^> ^ angehören werben ; in toelii^er -ber Slic^tung^^ 
foefiljient (— )• tt« (foponenten (— )»9 bie fletigen Überginge 
an« ber burd^ ben ftoef^ienten + pber (— )« bed 4&r))onrttteii 
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9 terge^eOtm ^oftttven Bti^tanQ in t>ie buri^ bcn Jtoef|I}iaiteii 
— ober (— )i be^ Quotienten tn^g» bargefteOten negatioen 9lii^ 
tung ongtBt 

Sbttxa^ttn totr ie^t bte Steiffe Don ®(iebeni/ loelc^e fU^ 

ergibt, wenn man In ber gorm a<"->**'^ unter Seibel^altung be« 
Sltc^twigrtoefjijiettten (— )» bed (fr<)onenten nur beffen obfclute 
Ottontitot 9> varitren laßt* 

%üx q> = o »irb ber an^bruÄ a^->*'^ = o« = i , unb flettt 
bte )>oftttbe Sängenein^ett OA bar* 

9Knimt man nun an, buri^ a)lttItt))IiItttion biefer )>ofttioen 

(Etn^ett mit ber 3^^! a<-> '^ entflel^e ber Scltor 

COB) = «• X a<->* = a<->*V ; 

fo toirb, koenn man bie bon A na^ bem dntpuvXtt B ftaU 
Seftord gesogene Sinte (AB) mit C— ]*^ beaetc^net, loorin b 
gleich ber abfoluten S&nge oon (AB) unb nx glei«^ arc. BAX 
tfi Cf^ 36}; (OB) bte Summe ber betben Simen COA) nnb 
CAB) fein mü^tn {$. 38), b. |f. ed muf fein 

(OB) = (OA) + (AB) ober 

^terau^ folgt an^, baß 

(AB) = (-)«6 = a«*^ - 1 •...(!) 

fein muffe* 

S>enft man [x^ j[e(t bie ))oftt{oe Slre in bteSlic^tung OBX| 
verlegt, unb fte^t ben 93eftor OB aU ))ofttit>e SAngenein«» 

^tit an; fo totrb burc^ 9Ru(ttf)Itfation be^felben mtt a<-'> ^ 
(morin nun a ba6 afac^e ber neuen (Etnj^eitOB bejetd^net) 
ein Seftor erf^alten, n^elc^er burd^ OC bargefieOt toerbe* 3ie^t 
man bie ©erabe BG, beren abfolute S&nge (buri^ bie (Einheit 
OB gemeffen) glei^ 6|, if} unb für welche ftt^e ben Sogen be^ 
Steigung^koinfeU GBX, gegen bte neue f)ofttioe Slre 0X| be^ 
Itiifntti fo »»trb aud^ f^ier, ebenfo, toie bor^in 



92 §. 44. jDarftfRttiid brc Balten aU |)ot(naen 

fdm 9hitt ftnb }t9at tti ben Reiben fluilbtüätn für (AB) itnb 
(BC) bte din^tittn t>erf(^teben , mi^ n>el(^n tn bem erfttren 
bte Ouatttttaten 6, a unb 1 unb in bem (enteren bie Ouantu 
t&ten ^i, a unb 1 gemefTen ^nb; e6 leuchtet j[ebo(( ein, ba§ bie^ 
fer Umfianb auf bie Sticf^tungen^ ivelc^e im erfieren gaOe bie 
Sinieu OB unb AB gegen bte 8lre OX unb tnt leftteren bte 
Sinten OC unb BC gegen bie 9(re OX, annef^men »werben, (et^ 
nen @influ§ ^at, unb ba§ biefe Ottc^tungen refp. einanber gleich 
fein muffem 2)enn bie Sinie (OB), n^elc^e nad^ bem Obigen 

= a(-> ^ fein foK/ fann man aniff; n>enn man bie aifolute Sänge 
berfetben mit « unb arc. BOX mit sx bcjeic^net/ gteicj C— )'c 
fe^en. Sei einer a^ultiplifation biefer ®ro9^ mit irgenb einer 
anbern noerben nur bte Duantitäten beiber muUipIijirt^ bie 3ltü 
gung^toinfet aber abbirt (§* 40 unb 42); fo entfielt benn auc^ 
bnrtb ü»uat>Kfotii>» berffitttM* (0A) = 1 mit (— )'c ber»ef* 
tor (OB)* Slugerban fiat man 

CAB) =(0B) — CO A3, b» t* nac^ ®lei(^ung (1) 
C-3"6 = C-)'c-l C3) 

@tef^t man jle^t OB aT6 SAngetiein^t an r t^erlegt bie poft" 
ti\>t «re in OBX,, unb fleCt in berfelben Seife bie ®rö§e 
(— )'c ^er; fo erf^ält man ben Seftor (OC), beffen Steigung 
gegen OX," ber Steigung ^on OB gegen OX gleich i^, unb 
weither au§erbem mit bem t>or^in für (OC) erhaltenen 5JBertpe 
ibentif(^ fein mu§/ ba berfetbe burc^ Wulttplifation ber (Sin^eit 
mit bem gaftor (— )'c erjeugt tfl, »dj^renb ber früf^ere burc^ 

SWuttipIifaticn ber ffin^eit mit bem galtor «<->"*«', ivelc^ereben^ 
fatt^ =(— )'c fein fott, erpalten würbe* ^ierau^ folgt 

(BC) =r (OC) — (OB) = (— yc - 1, 

unb ba^er n^egen ®(ei#ung (2) 

C-)-'6, = (-)'c~l, 

tooxin ^1 bie abfolute Sänge t)on (BC); burcb bte Sänge OB 
aU dxn^tit gemeffen, barflellt* ©ubilituirt man hierin für bie 
neue CinJ^eit 0B=1 ij^ren ffiert^ c in ©ejie^ung ju ber an^ 
fängltc^en (Einheit OA; fo er^tt man offenbar 
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unb bcwnot^ autfy »icbcr, tt>entt man mit c iMilxt, 

(—)-!*,= C-rc~l (4) 

3ii Wcfcr ©retclfung beiiej^cn ftc^ fämmtlt^ie DuatrfiWtcn 
auf Mc einfielt OA, unb ba Die« au(^ tn ber OJIc^ung (3) bet 
gott tfi; fo folgt; ttJcnn man btc fflert^e »on (— )'c— 1 au« 
betben etnanber gleich fe^t, baf 

(~)«i6,=(^)-* (5D 

fem muffe* SBenn aber jwei (Stegen efnanber glefc^ fein fetten; 
fo ijl t€ offenbar notf^menbfg, ba§ foioot t^re Ouantttäten , tofe 
f^re 3it(^tungen etnanber gletc^ frien* Demnach jerffittt We »or^- 
^^enbc (SUidfun^ tn bfe beiben folgenben 

6, = 6 unb (-)«! = (—)•, ) 

ober Hl z=:n >♦♦♦♦• (6) 

ober <CBX| =<BAX. ) 

^urau« fotgf ber ju erwetfenbe Ba^, bag bte abfofute ?dnge 
oon BG gu OB tn bemfclben »eri^altniffe fiefit, mie bfe abfoi» 
iuU Sänge bon AB ju OA^ unb ba^ ber 9!etgung«n)tnfel oon 
BC gegen bie äre OX^ gteic^ bem !«etguttg«»infel ton AB 
gegen bte äre OX tfr 

SBenn man ben SJeftor COB) = a<-> ^ = C— yc toteber»* 

um mit ber ®roge aC-)% -= (— yc multipliiirt, o^ne j[ebo^ 
hierbei bte urfprunglt4ie ?ängeneinf^eit ju anbern; fo ergibt ft(^ 
für ben SJeftor COCj ber SBertj^ 

(OC) = a<->*a«' = (~)«'c^ 
©terau« folgt, bag, toenn bte abfolute SÄnge be« SBeftor« 
OB<OA, ober »enn c<l ijl, auc^ bte abfolute Sänge be« 

Serftor« 0C< ber be« SJeftor« OB fein tt>trb* 

Sä^rt man tn biefer 9ßeife fort, bte nac^fl j^o^eren ganjen 

AM 

^otenjen »on a<-> ^ )tt bilben; fo erpäJt man ®r5fen, beren 



94 |. 44. tbwtfMmq bcr Sa^di all |)otai|m CKnet »ucirl. 

OttattHt&tm enttt)eber fortt9&^renb tvad^fett ober forttt^&^rmb aB^ 
nehmen ober ftc^ fortto&^renb g(et(( bleiben, to&^renb bie SBinfel 
BOX^ COX| etc., meiere biefelbcn mit einanber etnfc^Iiefieit, 
fotoie bie 9le{gungdn>infel BAX, CBX| etc. ber Serbtnbung^s 
Itnieit AB, BC etc. i^rer (Enbpunfte gegen bie vor^erge^enben 
Seftorett ^et^ einanber gleich bleiben unb ref^. gleich s% unb 
nx ftnb. 

jDiefe^ ®efe( behalt ofenbar au^ bann no(( ooOfommcite 
8ti((tigfeit, n>enn man bie 3a^( 9 im (Sxptntnttn ber 9)oten) 

aC~)% unenblic^ flein annimmt. 3n biefem gaOe ergeben bit 

(Enb))ttnfte aKer burc^ bie fuccefftoen ganjen potenten t)on a^-^ ^ 
bargefleUten Slabien eine ^etige ihtrtoe ABCD..«, beren Set 
toren entmeber fortioä^renb toac^fen ober abnefimen ober ft<( 
gleich bleiben, unb bei toelc^er bie iReigung^minfel ber i^erfc^ie« 
benen (Elemente AB^ BC etc. gegen bie Sef toren in ber ganzen 
aiu^be^nung ber Jhtr^e (Ein unb benfetben 93ert^ befialten. 

Soll nun ber %aU eintreten, ba^ bie abfoluten S&ngen ber 
aSeftoren biefer ihtn>e fletd benfetben Sßert^ begatten, ober ba§ 
bie StvLx^t felbfl in einer ftrei^Iinie {ufammenlduft ; fo mftffen 
bie Steigungen i^rer (Elemente gegen bie 9tabien ofenbar gleich 

•K- fein, foba^, n>enn man ftc^ ba4 (Element AB unenblic^ tttin 

benft, ba^felbe burcj (—)'* = (—)' 6 ober auc^ nac^ ber ge* 
tof^nlic^en Se^eic^nung^meife burc^ 6V^ bargefieOt toirb. 
jDenn $dtte biefed (Element irgenb einen anberen 9tic^tung^{oef|i^ 
gienten C— )'; fo fonnte man ba^felbe, ba e^ nic^t mit einer in 
A errichteten auf OX perpenbifular ße^enben ober imagindren 
9[re jufammenfiele; aU bie@umme a + ^V^ barfleden; toorin 
berSt^eil a in ber Slic^tung ber.Sre OX unb ber S^eit ßy/^t 
in ber barauf rec^tminflig fle^enben Slicf^tung f{tmtf(tn ivdre. 
atttbann tofirbe aber auc^ ber Seftor (OB) = (OA) + (AB) 
= l + a + ßl/^~x fort»d^renb ein Seflreben ^aben, in ber 
{Richtung feiner abfoluten 8dnge um bie ®r6ge a )u n^ac^fen, 
unb Unntt mithin bei fortgefe^ter 2>re^ung unm6g(i(( tint gleiche 
Sdnge begatten. 
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(.45. Untwidtlmn^ htt all^tmHntn 3i^hlf9tm «c->% 

i« tint Keilte« 

(tntt»iätU man iti^t m^ ber Mamttn (SxpcntnUalttl^t, 
barm @cfc9 in S* 24 ganj aagemein nac)^gett>{ffen x% beii 93ett^ 

ber Otdge a«'-^"*, unb fe^t {u Wefeni SRt^uft a = «", t^otin e 
bie Saft^ ber natürlichen Sogartt^men unb n ben ttatfirlic^en 
Sogartt^mu« von a bejeicl^ttet; fo er^Att man 

a<-.%-e<H-^-,+(.).^+ [W:^%[H^%.ee. ...(7) 

Senn man ^ien'n bie @r0§e 9 = fe^t; fo ergibt fUtf 

af^^ ^ = 1 9 ^a^ gan) in ber Orbnung iß: nimmt man aber 9 
nur fe^r Hein an; fo fann man (ic^ ba^felbe fo gering beulen^ 
bof oOe in bie imtiU unb in noc^ fiji^ere $oten)en von tp mul<( 
tt))Iiatrtett ® lieber gegen ba^ @(ieb (—Y^ntp verfi^toinben. gfir 
biefen gall er^It man 

a<->"* = 1 + (— )"^9 (8)* 

Der fflertji von a<->"** = (OB) »irb alfo jiier burij eine 
6umme bargeßeOt/ bereu erfler Xf^eil bie (Sin^tit O A i% unb bereu 
ottbercr SCfieil C—y^q>n mithin gleid^ ber 8inie (AB) fein muS, 
bereu abfolute Duautitit AB =119 ift, unb toelc^e ft(( unter 
bem iSiufel BAX = mn gegen bie 9lre OX neigt« SoQ nun 
bie buri^ bie (Enb)>unfte aOer biefer atabien befUmmte Kurve 
eine Jtrei^Iinie fein; fo f^at man fc^on gefe^en, ba§ ffir biefen 

gaff bie Cinie (AB) burc^ einen auÄrutf von ber gorm (— )** 
bargefleOt tverben mu^* ^ieraud folgt; ba§/ um biefen %aU ber 
Jtrei^Iinie gu erhalten; ber 9t{(^tung0foeffi)ient im (Er))onenten 

ber t^oteu} a<">** 

gefegt tverben mflffe* ®ef((ie(t 2>ie«; fo ergibt f(i( 



96 {. 45. Sntwidriuns bce ffotm a(-> * i« eCw 9d^. 

a,''-.-e»»•'^-I^^I,,|/ -' Tä OÜ^ * + riäl + 1.2.3.4.6^ ' 

_N (n«p)» , Cwy)* (n<p)« , ...1 

~L i. 2 ■*■ 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6'^ **"'J 

-iL« (ny)» , CnyP* »7^)^ » ^.^1w— f 

^ L ''^■"1:2:3 "^ 1.2.3-4^5 ^ h2:iA.bSJ. -1-eic.jv.-i 

SDBcnn man ba« etfte ©Itcb owf bcr regten &tUt Wefcr 
Oleid&ung mit a unb ben galtor »on V^^ im j»cttcn Oltcbc 
mit /3 bejeic^net; fo fieUt ftcf^ ber Dorfle^enbe Slu^brud in ber 
gorm 

a9y^^= a + /J V— 1 ♦ ♦ ♦ ♦ CIO) 

bar. ^ietauö etfcnnt mon; bag bcr SBcrt^ »oti o^^'^^i aW bie 
@ttmme jweier SCl^cile flegeben »irb; »on n^clt^en ber erfiere tu 
ber reellen Slre unb ber le^tere in einer auf biefer ^jervenbifnlar 
fle^enben imaginären üre liegt; fobaß, iDenn man jtc^ t>on bem 
Snb^junfte be^ SRabiud ein ^crpenbtfct auf bie reelfe Are gefaßt 
benft, ber erfle S:^ci( biefcö äudbrudc^ ben äbflanb bc^ ^er^jen^« 
bifeW t)om 5Ruaj)unfte unb ber le^tere ba^ ^cr^jenbifel feltfl 
barflettt* 3e na^^bcm a pofitit) ober negatit) auffaßt, liegt ber 
Su§))un{t biefe^ $er))enbifeM in bem po^xti^tn ober itegatit>en 
2;|feile ber reetfen SlrC; unb ftm^htm ß einen po^votn ober 
mgatit)en äBert^ annimmt, liegt ba^ ^ttptntiUl in ber Sti^tf 
tung be^ )>ofttit)en ober negatit)ett X^tiU^ ber imagin&ren Sre, 
b» fi. oberhalb ober unterl^alb ber reeßen Slrt. 

jDenft man ft<^ ft^t koieber bie ®ri§e q> fo flein, bag aOe 
fp&teren ©tieber ber )oorfiepenben fRti^t gegen baö in bie erfie 
$otenj t)on 9 muUipIijirten ©lieber ^erf4^n)inben; unb Uiti^^ 
net biefelbe unter biefer Sorau^fe^ung ber ungemeinen SUin^tit 
mit ifj fo »irb • 

unb, tt)ie fcl^on früher erwdpnt, ^ettt al^bann n^[/'— 1 ba^ un* 
gemein tUlnt Jtrei^element (AB) bar, beffen Slid&tungdfoefftjient 
l/"—! unb beffen abfoluie Singe »^ i% 9tun (ann man btefett 
Wabiu^ a'^y-ij beffen abfotute Sänge forttoä^renb gleich ber Cin* 
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f. 45. ümxoiOilitnQ bcr fom a<*-> ^ in änt M^. 

bie Sejtej^uns r«=arc. BOA (efKmmt tß. 2)a aber ABC««« 




feKfl ein ^ei^ t>om ^al(tneffer 0A=1 ifi; fo ^at man arc. 
BOA = AB, unb e^ ergibt fic^ bemnac^; ba bte Singe von 
AB an(| =11^ i% sn>ifc^en ben®rj§en r unb ^ bie IBejte^ung 



rx=:nif ober ^ = — «♦ 

u 

«WttlHpHiirt man nun bfe 3ö?I C ~)M = a^»"-M = c«*»^ 
tto^mal^ mit ftc^ felbft; fo er^dlt man na$ ben Stegein ber 
a»ttIt{))Iifat{on bie Stnie (OC), beren DuantttSt e(enfa((^ gTetd^ 
1 tfi, »e« bie Ouantitäten ber beiben gaftoren = 1 ftnb; unb 
(ei mi^tx ber SSinfel COB gleich bem SSiinfel BOA ift: ba 
ober arc« B0A = r9r=:iiV^ iß; fo ^at man auc^ arc. COB 
= rn=n'tfj. augerbem ergibt bie eriofi^nte aWuIti^Jlifation ben 
aritf^mettfc^en au^brud 

in toeld^em a(fo 2nif htn Sogen AC = 2AB barfleUt; unb 
2r%=2nif tft 

6e$t man biefe SSuItipIifation ober ^otenjiirung t)on 

7 
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|. 45. (biMMm^ htt gorm a(-> 9 in eine 8M^. 

C—y 1 = €i"^^-^ fort; fo tt^ilt mm m^ mmaligct ^Joten* 
Siiruttg 

toptin, totm AD = mXAB=mXii^ ift, 

fein nmf. JDa v^ nur unenblic^ ndn, fonfl ober utt^efKnmit t^; 
fo Un^ttt ein, ba^ biefe ®r6§e immev a(^ ein aliquoter Z^eil 
itgenb eine^ 93ogen^^ tote AD, angefe^en, unb bag mithin eine 
jebe 3a^(/ toie bte burc^ (OD) bargeftettte/ burc^ fortgefe^te ^o** 
tenjürung oon C^y 1 = e"^''-! erjeugt n^erben tanxL <J^ mug 
l^ierbei immer nac^ mmaliger ^otenjitrung mrx = mnyß fein, 
unb bafiet aOgemetn in ber ©leic^ung 

tDotin 8 =mr nnb 9 =m^ ifl, 

«« = 919) ober 

8 

^ n 

^ieran^ folgt, ba§ toenn ber Stic^tung^foeffliient einer 8inie 
burc^ (—y bargeßeUt tt>irb; «sr, n>te befannt, ben 93ogen AD 
be^ 9tetgung^n>infeU biefer Stnie gegen bie poftti^e fixe in einem 
ihretfe bejeic^net, beffen ^alimeffer gleich ber Sdngenein^eit ifti 
wenn jener SRic^tung^foeffigient aber in ber Sorm o^^^ ober 
e^^^ gegeben toirb, toa^ naif bem SBorftefienben ofenbar ge^ 
fd^e^en fann; fo fte^t man, ba$ bie ®rige g> ben nten S^eil 
jiene^ 93ogen^ AD bejeic^net« jDa n ber natürliche Sogaritl^mu^ 
»on a ifi, a(fo = 1 toerben tofirbe , toenn man ftatt ber Sßurjel 
a bie Sßurgel e angenommen l^&tte; fo (endetet ein, baß toenn 
man biefe annähme mirKic^ mad^t, in bem aiu^brude 

bnrc^ toelc^en auf tint bop))e(te SBeife ber Stid^tnng^foefftiient 
irgenb einer ®rj^e bargeflettt werben fann, 

87ez:zm= arc* DOX 
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§. 45. (5nttt>icfetun0 bet gönn «M 9 in eine 9?«^e. 

Unter bet (enteren Sorau^fe^tttig rebujtrt ftd^ nun au(^ bte 
^bige 9let^enenttt)i(felung 9on e^^-^i auf 

.2 



^''^^ = 1 - O + 172X4 ~ OTsTirsrB + ***^ 

+ (.^""15:3+ 1X3Ä5 "" U.3A5.6.7 + «^^JK-l 



•.♦•(11) 



e»*^-^ ober (— )'l jiettt nac^ bem Obigen irgenb einen 3labiu^ 
(Ott) be^ mit ber Sängeneinpeit Oo al^ ^albmeffer (ef^^riebenen 
Äreife^ bar* 2)enft man ftc^ bon « auf bie reette aire zin ^er^ 

penbtfal ap gefdüt; fo ifi ber 
erfle X|^etl auf ber redf^ten @eite 
ber t^orfie^enbeu ©letc^ung ber 
Sluöbrucf für bie Cinie (Op) 
unb ber jn^eite ber Sluebrud 
für ba« $ert)enbifel («p), bef«» 
fen abfolttte Sänge gleich bem 
galtor t)on y^i tfr SRennt 
man ba^er^ analog ber trigo«" 
nometrif(^en IBeseic^nung, bie 
Sinie Op ben ftof in ud bed 
Sßtnfett aOiD ober be^ Mögend a)a=q>, unb bte Sinte ap ben 
einui bedfelben 3Bin{e(^ ober Sogen^^ fe^t alfo 

unb 

fo erpit man für ben aDgemetnen Stu^brud be^ 9li(^tung6^ 
foeffiiienten bte bret formen 




(— )' = e^^-i = cosg) 4-ßin»(jp]/— 1, 



♦•♦.(14) 



iittb bemna^ für bte aUgemetnfle ^orm trgenb einer ^ofttioett; 
negatioeU; imaginären ober paxtitU imaginären 3^^! 

C— ) b = bef*'^ = b(fi08q>+6linq>*y^0 •^••(15) 



100 §. 46. Seiif^ttngfn, todd^t swifd^en ben Cmud unb Jto{{ntt< 

{Sterin bejetd^net b bte Dttanttt&t ber 3a|»I ober bie afifolute 
S&nge ber baburc^ bargefiettten Sinte unb 8x = q) ben Sogen 
bed 9teigungdn)tn{eld btefer Cime gegen bte pofUive Slre in 
einem Äretfe, beffen ^albmejfer gtetd^ ber Längeneinheit ijl» Slußer« 
bem Unstet ein, bag in bem äuöbrude 6(0089 + 8111(^.1/^) 
= bcosq) •{■ b»m(p.y—i ha^ erfle ©lieb 6 cos 9 ben Sbflanb 
OP eine« »on A auf bie reette Sre gefdttten ^er})enbifeW AP 
»om 9luaj)unfte unb bad iwtitt ®Iieb 6sin7).l/^ biefe^ ^er^ 
^)enbife( fetbfi barfiettt. 

Sßenn ntan unter q> feine abfolute^ fonbern nur eine 
reelte, b* p, entweber eine ^)ofitit)e ober negatit)e 3ö|>I ^er* 
ßef^en tt>iU/ ebenfo^ tt>ie man bem Sr^onenten s bed 9tid(»tttng^< 
foeffisienten (— )' balb einen ^jofttioeu; balb einen negativen 
SBäert^ beilegte; fo petten offenbar bie ?)otenjen t>on ber gorm 
(— )-6 = e-^^'-i = b [cos C-f) +■ sin C-y)*l/-l] ♦-• (16) 
Seftorrabien bar, wetc^ie burd^ eine Drepung au^ ber pojttioen 
Cage nac^ ber ber früher angenommenen entgegengefeftten Seite, 
atfo buri^ tint Drehung in ber Slid&tung AF Cf- bie gig* auf 
^titt 97) entpanben gebac^t voerben müffem 



§.46. IBe)iel^iiii(|ett, tDtld^e ^t^ifäien btn S^ittii« nnh 
Stoiinn^ Qiiii nnb bedfelbett nnh t^erfd^iebtttet flBinfcI 

ftattfinhtm. 

au^ ben obigen dtti^tn fftr cos 9 unb sin 9 folgt unmittel^ 
bar burd^ eine @ubfUtution loon — 9> fftr qp 

cos (— g)) = cos q> unb sin(— -g)) = — sin 9 ; ♦♦♦♦(!?) 

bemnac^ allgemein 

6*^^^= cosq> ± siny.-/^ ♦♦•♦(IQ)» 

{)ierau0 ergibt ftc^ 

el^^'^^e'^^^ = (cosqp + sing).}/^) (cos 9 — sin q>*y/ -^, 

b« i« wenn man bie 9RuUipIifationen auf beiben 6eitcn au^fil^rt, 
unb bead^tet, ba« e»»'-^--»''-i =eo = l ifc 

cos'9+sln'9 = l ♦♦♦♦(19) 



(Hn unb bf«felbfn unb eecf^iebenn: ®inl«( ftattfinben. 101 

2>iefe ®Iet4^ung gibt bte 9lb|i&ngtgfett att; in totl^tx ber @itttt^ 
unb ftoftnu^ tinti ^inhU ju etnanber fief^en* 

gerncr ^at man 

«»^-i ♦ c±^»'-i = (cos 9) + sin^ . 1/ — Ccoß ^ + 8iii^.|/^0 
= co8 9>co8V/+ sinqp sin^ -f (sing^cos^ 4; s\nipcosq>')]/'^i\ 

ef^-t . e^'f^-i =e<S+vJ»'-i = cosC9± *) +8111(9) ±*),V^~1. 

Da bte (e^ten (etben 3(u6brflde etnanber gletc^ fein muffen^ 
unb jDied ofenbar nur bann möglich ifl/ U)enn bie reeDen unb bie 
imaginären SCpetle berfelben ref)). einanber gleich ftnb; fo er^&It 
man bie Sejie^ungen 

00s (9 + V') = COS9 cos^ + siQ 9 sin ^ * « « * (20) 

sin (9 + ^) = siiiqp cos V^ + sin^ COS9 * ♦ • * (21)« 

jDur^ biefe betben gomteln ifl man im ©tanbe, ben J(oft^ 
nu^ unb @tnu^ ber @umme ober Dtfferen) )tt>eier SBinfel burc^ 
Me ftoftnud unb @inu6 btefer SBinfel fetbß ju beßtmmen. 

2)a 

(6±»*'-i)» = (COS9) + sin 9* 1/^)" 
unb aud^ 

(e't**'-M)* = ct*»*"-^ = cos ng? + sinng) . j/'^l 
iß; fo folgt bie Seaief^ung 
(C0S9 + sing) |/ ^0* = cos ng) + sin nqf . V^^i, ♦ ♦ ♦ ♦ (22) 

worin bie SWoi^jrefc^e gormel beflef^t 

(Sntwtdelt man bte Itnfe ®ette ber t^orßef^enben ©Uic^ung 
naif bem binomtfcf^en Se^rfa$ie (§. 23) vx eine Steige, unb fe^t 
barauf bie reeUen ©lieber berfelben glei^ cosng) unb bie imai* 
gttt&ren gteid^ sinn 9.]/^; fo erjdlt man 

_ n(n — 1) __« • o , 
cos »9 = cos*9 i o cos"^*9.sin '9 + 

«(ft-— 1)(«— 2)(fi— 3) .-A • A ♦ /oq'^ 

— i^ — x^^ — ö^^i cos* *9 . si»*9 — etc. ♦ ♦ ♦ ♦ (23) 
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Sinn 9 «neos""* 9) . sinqp ^ ^ rT — oos»~'<3p . sin»qp+ctc.»»#(24) 

SDurc^ biefc e5<>i^»n^Itt ^^^^ ^^^ Äoftnuö ober ©inu« bed 
nfad^en eined 9BtnfeI^ burcf^ ^erfc^tebene ^otenjett be^ Jloftnu^ 
unb Stnu^ bed SSinfefö felbfl bargeftedt SBtß man untgefef^rt 
bte Motens be^ Aoftnu^ ober @tnu^ etne^ 2Binfe(^ burd^ bie 
jtoftnud unb @tnud ber fufsefltioen $telfa($en btefed SBinfel^ au^^ 
brfiden; fo fe$e man mit 3la^kx 

cosg? — sing). v^ - 1 = yj) 2sin^.l/-i =a? — y. 

(Snttoidtlt man j[e$t für ben ^aU, ba§ n eine ganje po^iti\>t 
Sa^X fei/ nac^ bem binomifttien Ce^rfa^je bte ntt ?5otenj wn 
x+y\ fo fommt 

©a nun xt/ = Ccosg) + sing? .}/ ^) (cos 9 — sin . 9l/^iri)= J 
tfl; fo ^at man audf» 

yia^ ber 3»oi»ref(^en gormel (22) ifl affgemein 
a:« = (cos 9 + siny.l/ -Ti)« = cos nq> + sin mp.y :^n 

fulbflttuirt man f^terin für n nac^ unb nac^ bie ffiert^e n, n— 2, 
«—4 etc. unb f&^xt bie für a*, a?«-«, ar*-* etc. fid^ ergebenben 
audbrude in bie ^orpergcj^enbe ®Iei(^ung ein; fo erhalt man 

C2co8g))»=oosn9H-ncos(n— 2)g?+^Y^oos(«— 4)g)^^ 

+(8inn9+n8inCn-2D7)+^^^^sln(n-4)g)+,..--sinng^ 

35ie ©lieber ber erjlen Steige auf ber redeten &tiU biefer 
©leic^ung ftnb paaxmi\t einanber gleich, mit »udnal^me be« 
gatte«, wo n eine »)aare 3a^I tfi; bie ©lieber ber jipettettÄei^e 
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lieben ft($ aier immtt )>aamt{fe gegnteiiianNt auf* {rfmtad^ 
|Kit man 

1) wetm n )>aat iß, 

(2 oosy)- = 2 [cos «v + « cos Cii~2)9) + 5^^:^M8(«--4)^^ 

2) wenn n unpaar tf^, 

(2cosg))«=2 [coaiiy 4.«co8Cn--2)9 + 5.^^008 (n--.4)9+ 

n(n — l)***^* 1 rt/>v 

••♦♦ — j-n 5=7^— cosyl ♦♦♦♦(-^b) 

(Er^bt nton tit SpnlUfytx 8Bdfe ten SSert^ von ar— y aur 
«tftt 9)oteti); fo et^ft matt 

ober tt>etJ a: jf = 1 tfl, 
(2sm9 . V^i)" = a:« - na:*-« + ^^^^^ a^4_ , _ + 

Da« Seilet! + ober — fitibet ftatt, j[ettact>bem n paar ober 
mtpaar ifL @e^t matt nutt f&r st* bett Sludbrutf cosn9) + 
riDA^.V^; fo fommt 

C2siD9.V ^1)" -co8ny-«co8(«-2)9+5i~2co8C»-4)9-**.+cosii9 

13 3{i ttutt n paar ; fo tt>trb bte jtt^eite Slet^e auf ber red^tett 
&titt btefer ©(etd^ung gletd^ ttuS, uttb matt pat, metttt 

motiCV^)» =C— 1)' feftt, 
(— )^G2sio93" =2rcosn9— »cos(n— 2)y+ ~^cos{n--A)(p— 
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3n btefer ©lei^Mg ftnben bte oteren ober bte itnteten 3ci^ 
c^en ftait, jienad^bem n ein Stelfac^ed t)on 4 ober t>on 2 ift. 
2) SBenn n uxipaax ifi; fo totrb bte erde dUi^ ber oMgen 
©letc^ung g(et(^ ttutt; unb man f^at 



•♦♦±—7-2 — Ä=i sin9?J ♦♦♦♦(28) 



Sluc^ ^iertn ftnben bte oberen ober bte unteren S^i^tn ^att, 
Üenad^bem n ein fßUifai^t€ t>on 4 ober 9on 2 i% 



§.47. ffißertlfte ber Siinn« nnb ftofinnd t^on )Bd(|eit i« 
htu t^erfdfticbctien fittabrantcR« — (Sntwidtlunf^ btt 

$lu6 ben betben für cos 9 unb sing) in $♦ 45 ©letd^ung 
(12) unb (13) ent»tcfelten 3tet{fen folgt, toenn man barin 9=0 
fefet, 

cosO=l, sinO = ♦..♦(29> 

©er SDBert^ ber 3«^! ^ ober bie Cfinge be^ ^albfretfeö 
eine« mit ber Cangenein^ett befc^rtebenen Ärctfe^, für »etd^en 
man offenbar cos3r = — 1 unb sin3r = ^aUn mui, »Ä^renb 

für ben Duabranten co8-^ = unb sin-^ =1 fein muß, 

Mft ft(^ burc^ ba^ folgenbe S^erfa^ren leicht berechnen» 
9u^ ber {$ormeI 

9 * 1.2,3^ 1,2*3.4*5 ^^'' 

koelc^e manbur4»3)toifton ber Steige fflr sin^ mitber®r5ge 9 er^&ft, 
ge^t ^ttoox, ba§ koenn man ben Sogen 9 immer Heiner unb Heiner 

toerben (ägt, foba§ ftc^ berfelbe ber @rdn}e nähert, bad IBer^ 

• 

^fittnig ^^^^ ber (5 inpeit immer na^er lommt ober ber 5D8ertip 
Don sin 9 bem Sßertffe bed Mögend 9 immer mifir imb me^r 
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glei(!^ itt tiotxltxi flrebt Unter bet au^brucfltc^en Sebtngung, bafi ^ 
unenblic^ Heinen Sogen kjetcf^ne; fann man alfo 

^ = sin % 
ober toeitii n eine unenblic^ grof e 3«^! (csdc^net, 

ff n 

— = Sin — 

n n 

fe^en. aRttttt)»Ii)irt man btefe (Sleic^ung mit einer (elieMgen 
3a|fl m, ttttb fe^t avii) ben ©mcj — = — ; fo f ommt 

• ffiff 

mffrr mn sm , 

tun 

ober »enn man ber ftörge wegen nur =9 unb — = a: feftt, 

1 . 

9 = — sin X(p^ 

(txAto\dt\t man jie^t bieSunftton sin 0:9 na^ ber aßgemetnen 
SRot^refc^en formet (22) bed loorperge^enben $6 in tim unenb^ 
(t<(e Steige; fo ergibt fi^ 

9"*— Jxco»*~»9.sin9 3 — 2 — q-^cos' «9,sin*9 + etc.3» 

@onbert man unter ber klammer ben gaftor x a(/ unb hu 

1 
aijtet, ba§, tt^te Hein au^ ber SBertp t)Ott jr = — angcnomi» 



men tt)erben möge, immer ar=ar, alfo — = 1 ifl; fo fann man 
ttiitfr ben obigen Sorau^fetungen; tt)o n unenblic^ gro$, alfo 
x= — - unenbKcji Utin fein muß, auc^ 

C^r—l*) C^-^2') 
9 = cos'-^y .sin 9 *- = — ^^ — co$*""»9 . sin«9 + etc. 

fe^en. 

P^rt man hierauf bie obige SBebingung, unter »el^^er bie 
oorfle^enbe ©kic^ung mtr ©ftUigfeit ^at, tx% inbem man 11== oo. 
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atfo —=x=0 feftt; fo ix^ibt fi^ für jieben SBert^ be^ »0^ 

171 1« 

gen^ 9 hit Sejte^uttg 

qp = ^— ri — i^ + i — r^ — + — ^+ «te., 

^ cosg? ■cos*(jP *cos*qp cos'qp ' 

Dber audf»/ «bentt man ben Quotienten £I!L^ = tang w fe^t, 

q> = tang9 — i-tang^?) + ^tang^qp — ^tang^qp + etc. ♦ ♦ ♦ ♦ (30) 

güfirt man ^itxin für 9 tvieberum ben SSert^ mx tin; fo farni 
man anäf fc^retben 

iiMr=tangm3r— Jtang*iiwp-|-itang*m«— 4-tang''m«-|-etc. ♦^(31) 

3n biefer gormel tfi e6 erlauM, für m eine jiebe 3a|>l ju 
fubflttuiren; nur ntc^t bte 3a^I 1 , tt>eil für biefen ^ali felbfl bie 
SRotorefc^e e^ormel auf bte gegenw&rttge Sntn)t(lelung mc^t an^ 
gen)enbet toerben fonnte« 2)te le^tere grunbet ftc^ namltd^ auf 
bie Snttt>idelung ber Itnfen Seite ber ©leic^ung 

nad^ bem binomifc^en Ce^rfa$e in eine Steige / von n>e((^er man 
bann bie @unune ber reeden ®Iieber =co8«9 unb bie ber 
imaginiren ©lieber =6100:9 V^ fe$t« Subftituirt man aber 
hierin 9 = ^r, unb nimmt für x eine ganje 3^1^! an, toa^ in ber 
vorfle^enben Unterfud^ung ebenfaOd gefc^epen ifl, inbem x = 
gefegt n>urbe; fo tt>irb sin 9 unb sin 0:9 gleich nuO;, unb man er^&It 
2ur Seflimmung bed SSertpe^ für sin 0:9 in fJotenjen be^ SBin^ 
Uii 9 gar feinen Slu^brucI« 

^fir einen jieben anberen Sßert^ loon m iß bie t)orfle^ettbe 

Steil^e ri^^tig: ba biefelbe aber nur fürSßert^e t>on tangin^^l 
fonoergirt; fo liefert fte aud^ nur für fo(($e Sffiert^e t)on tangm^r 
brauchbare 9tefultate. Um ju einem biefer beflimmten 9lefuUate 
3u gelangen; fo folgt audOleid&ung (23) be^ t)or|ierge^enben §«, 
n^enn man barin n == 2 fe$t, 

eos29 = cos'9 — 6iB^99 b* U na^ ber Sejie^ung (19) $»46 
= 1 — 2 8in'9 ober =2oo»*9— 1. 
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{)tetau^ er^&ft man 



simp^^/lnS^lll unb cos9 = y/L±f?5l(p^ 






©eftt man f^ierin 9 = -j- unb bead^tet, bag cos2 y = 
ifl; fo fommt 

sin -j- «VI, cos -j- = V^ j mithin tang -j- = !♦ 

X){e obtge Formel (31) ift alfo brauchbar, menn man 
battn fn<i feftt gür m = i ergibt bieferbe, ba tang-^ = 1 i% 

= ^ (ü + 5J + 9Tl + 5S*+ ^^^O' 

mithin '3^ IJT 

eine JRei^e, beten SBilbnng^flefeo iti^t ju überfeinen ifk. 

Um eine noc^ rafd^er font)erflirenbe JRei^e för We 3a^l x 
gu erffaUen, fann man in ber ©(eic^ung (23) bed $^ 46n = 3 
fe^en. X)ie^ ergibt 

cos 3 qp = cos^qp — 3 cosqp • sin^g)* 

SubfKtuirt man hierin y=-g-, alfo 3qp = -H-9unb beac^« 
tet, bag cos 3 9) = cos -^ = ift\ fo erfiält man 

Oft ^ O ^ • 9 ^ 

= COS* -g 3 cos -^ ♦ sin' -g- 

= cos -g-fcos' -g — 3 sin'' -g-\ 

unb ba offenbar cos 4- nf i^t = fein fann, 
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= cos* -^ 3sin' -^» 



Soft man Mcfe Oleic^ung (Sin SWal für sin -^ unb din 3»al 
für cos -g- auf, inbetn mau ref})^ cos^-g- =1 — sin* ^ ober 

sin'-g-=l— cos*-?- fe$t; fo erf^dtt man 

sin -g- = ^ unb cos -g-=*^ 5—; alfo 

« 1 

9&f^tt man bemnad^ in ber obigen formet C31} für m ben 
9Bert^ -7 ein; fo ergibt ftc^ unter SBerüdficf^tigung be^ ^or« 

Pej^enben Slu^brude« für tang -g- na^ gehöriger Slebuftion 

« _ 1 A 1 j i__ _L_L f ^ 

"6" ~ iTT V "^ O"^ 5.3^ "^ 7.3« "^ ®^^V ' 

ober «oenn man j[e }koei ©lieber biefer Steige gufammenfa^t; unb 
ge^frig rebujirt; 

gr _ 1 / ai , 8.2 , 8,3 , 8.4 , \ 
6 ~"V3V3*1*3 "'"3»:5?r"^3*.9.1l"*"3M3.15"^*^V' 

ober auc^ 

^~5|73V+33j''' 33:01 +"3M3.15+3M7.19''"^^7 ^^^^ 

eine e^ormel; beren SSilbungdgefe^ ebenfalls in bie Siugen fpringt 
SBenn man bie Ste^^nung nac^ (Siner biefer Formeln au^^ 
fü^rt; fo er^dU man 

Ä = 3,1415926 (34) *) 



*) Setlduftg bemerfe t4, baf wenn e6 onrfangt wärbf, ben fS3ert( ber 
3at( 7K ober bie £dnge M ^albf reifet geometrifcb in fonflcutren, eine fe^r 
bequeme 9ld$enind«met$obe jld^ burd^ folgenbe fBetrd^tung ergibt 
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9tad^bem man auf Mefe SBetfe ben numerifd^en ffittt^ ber 
®T59e X ober be^ ßal^fretfe^/ flemeffeit bitrc^ bnt ^aVbmt^tx 
aU dxn^tit, fennett gelernt ^at, für tt^elc^e man 



cos -5- =0, sin -5- = 1 ttttb cos « = — 1, siii« = 



■?T 



)Dfr mit bnn .^arbmrffer CA^r um C befc^rirbme Jtrdd fd ttgcnb ein 
gedebrncr, brflhi Umfang bur(( bie Sdnge 2p eintt geraben 8inir bargeilellt 
mrrbfn fott. 




IDa 114 bt< UmfSnde smdet t>erfd^{rbener ^dff , tote bfren 4>aIbmdTec oer« 
^ten; fo lenktet dn, baf ber Umfang dnrt Jtrdfrt, beffen .^albmeffer FAssmr 
iß, Ald4 2mp fdn wirb, unb ^icrou« folgt, ba$ dn Sogen LAL' birfrt left« 

2n 
titm itscife«, bfflen ämtntmlnmifcl LFL'» -^i^;- ijl unb beffm Ungc bem« 



m 
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^at; fo ergttt ftd^ unter ©erütfftiJKgung ber ©let^uttgen (20) 
ttirt) C21) be^ $^* 46 für Me SBertf^e t)Ott cos Cg? ± iO unb sin (g? +^) 
leicht bie fo(genbe Steige wn Seiieffungeii, in tt^eld^en » irgenb 



na4 ben mten S(et( M gangm Umfand« 2mp tiefe« Jtretfei tetrigt, btc 
Sdnge 2p bti Umfange« be< gegebenen Acetfed traben »irb. Sbenfo wirb bic 
«^dtfte t)on LAL' ober brr SSogen AL glei4 ber S&nge be< 4)a(b!retfe< 
I90n A D ober gleid) p fein. 

Sie^t man ba^er burcb ben ^ittelpunft C bie unbefKmmte gerate fttnie 
AG , nimmt auf berfetben bte fünfte D, R, F, 6 etc. fo, baf D A » 2 r, 
EAa:4r, FAs8r, GAa l6r etc. tf!, brfcbretbt a\ii benfetben refp. mit 
ben ^albmefTern 2r, Ar, 8r, 16r etc. JCreife unb ma^t in btefen streifen bie 

3entrum«n>infel ADK = -2 .AEL=^ , AFM» ^ ,AGN« * etc.; 

fo wirb bie Singe eine« ieben ber S3&gen AR, AL, AM, AN etc. ber Sdnge p 
bed «^albf reife« oon AD glricb fein. 

3e gr6fer nun aber bie «^albmeffer GA blefer Jtieife werben, befto me^r 
n&^em ffi bie 936gen AN einer grraben 8tnie, beren ginge bem «^albfreife p 
be« gegebenen Greife« gteict) ift @ttmg genommen, wirb biefe« 3ufammenfaaen 
ber B6gen AN mit i^ren €e^nen eril bei unenblicber S3ergr6ferung be< «^albs 
meffer« GA ftattflnben; n&^erungdweife fann man )ebo4 bie Btf^ntn 

AD, AK, AL, AM, AN, • . . , 

i9on benen eine febe folgenbe einem gr6frren ®rabe von ®enauigfeit entfpci^t, 
fikr bie 8inge beö «^albfreifed ber gegebenen ^eripberie annefimen. 

2)ie Jtonflruftton btefer 3e^nen AN mit >^älfe ber immer gr6fer werben« 
ben Areife G A wörbe eine fe^r unbequeme Operation fein. iDie folgenben SBe* 
merfungen füf^ren febocb ju einem febr einfachen iSerfabren. 

9lacb ber JtonflruCtion ifl ber 3entnimgwinfe( AFM in irgenb ®nem fener 
Areife g(eid) ber «ßilfte M 3entrumdwinfelö AEL in bem unmittelbar i>or()ers 
ge^enben Areife, ober e« ift 

^ AFM = i^ AEL, 

auferbem iffc ber iDurcftmeffer 

FA=2EA ober FE=rEA. 

Sie^t man nun von bem fünfte L bei um E befd)riebenen Areife« na^ 
bem 8Ritte(punfte be« n&41lfo(genben Areife« bie einie LF; fo ift, weil A^BL 
glei4f4ennig, 

/, AFL=i^ AEL. 

4>ieratt« fotgt, baf ^ AFM = AFL, ober baf bte €$ebne FL be« um E 
bef^riebenen Areife« mit bem «^albmefTer FM be« um F bef^riebenen Areifc« 
}ttfammenf&Ut. 

Oa nun ber fßin!e( ALF in einem ^albfreife liegt; fo ift er = •^- , 

nnb ebenfo ift fein 9lebenwinfel ALM= 2~> ""^ ^^^ ^<'^^ ^^ ^ <iuf AG 
ba« |)<rpenbifel AH errietet; fo folgt, baf 

^ HAL = AFL fei. 
V^^ ^iev eben oon bem SBinfel ALM unb ben beiben SBKinle&t HAL 
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eine eine poftH^e ober negative ganje 3^^!/ ^^ mit eittge^ 
f^toffnt/ unb 9 jeben (etiebigeti Sogen be^ei^net, 

cos 2t9r = cos 0=1 , sin 2t« = sinO=0, 

cM(2t+4)«=coß ^=0, sto(2t+i)«=sin4-=lJ 

> (35) 
cos(2»+l)ar=cos3r=— 1, sin(2i + Oflr = sinflr = 0,| 

cofiG2«+|)«=co8^=0, sm(2i+i>r=sin^=— 1, 

006^-^+9)=— »*n»> fiin^2"+ 9y= cos g>, 
coaCx+<p) = — co8ip, sin(3r+9))=— sing), . ^^.^ 

co6C2« + 9>3 = eos9>, sin (2ar 4-9) = sing). 



unb AFL na^gettrirfen ift, gilt für aOe A^nltcftfn SBtnVel berobigfn itonihuftioti, 
tmb man flebt (riebt ein, hat n>nin man bte Linien DK, KL, LBf, MN . . . 
jf«*t, 

/ ADK = AKL=ALM=:AlfN=etc. = -^ 

onb 

£, HAK = AEK = -^, 

/:_ HAL = AFL=-^ , 

^ HA]lf = AGL= jg , 
etc. 

Um b«nna4 fufs^^^ ^^< Zinien AK, AL, AM, AN etc. )u fonfinxirfn, 
ifiHfi man bte Sinien AK, AL, AM, AN etc., welj^e cefp, bie Sßin!el HAD, 
HAK, HAL, HAM, etc. balbicen, oon unbejtimmter Sdnge. (Strittet man 
bicrauf in D auf AD bat ^erpenbtfel DK, mel6ed bte AK in K fd^iteibet, 
aMbann in K auf AK baö ^erpenbifeC KL, we(d)ed bie AL in L fcbneibet, bann 
in L auf AL ba6 f>er|)enbi!e( LM, melcbei bie AM in M fd^neibet, unb (ofbvt; 
fo erteilt man nacbunbnadft bie gefucbten fünfte K, L, M, N etc., unb bie 
&e^nen AK, AL, AM, AN etc. , beren Singen ber gdnge p beö «^otbbeifei 
be< gegebenen Jtreitumfanged AD immet nd^er Vommen werben. 

Statt ffebt, t>a% man ft(b burcb biefe« etnfacbe fSerfafiren fefir raf4» einet 
0r&n3e ndbert, welcbe, flreng genommen, erfi natb unenb(i((er ßen>ie(f&(tigung 
ber oorftebenben ^onfiruftion aU eine in ber Sü^tung AH ouige^ed^ Unge 
MiSommen erreicht werben toftrbe. 
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cos( -x 9> )= sin 9), ^^^('2 Vj^^ ^^* ^ 9 

cos ( « — qO = — cos (jp, sin C ^ — (p) = sin 9, . ^,^ 

/33r \ . . /3ä \ f ^ 

cos( -o — 9 j =— sm <]p, sinl -^ — qp 1 = — cosqp, 

cosCZsr — qp) = cos9, sinC23t— (]?)= — 8ln<p. 

©tefe Oteii^^ungen (36) unb (37) ht^oXttn aud^ bann nod^ 
JRic^ttgf ett ; »enn man üfceratt unter bem 3f^cn cos unb sin 
auf ber rechten ©eitc ba^ affgemeine ©Heb 2i3r l^injuffigt 

^teraud erfennt man, baß bte poftttt^en unb negativen reeQen, 
fotDte bte po{tt{\>en unb negatt\>en tmagtn&ren Sa^W^ ^^^ ^^^ 
aSgemetnen S^rm 

(— y6=6c**^« ^^(cos^+sinip*]/"!!!), 

n)onn ^srs^ tfl, burc^ folgenbe ®ubfKtut<onen etj^atten werben: 

1) bie pofitttjen reellen 3a^Un für *=:0 ober ^=0: 

C—yb=be^=:bCco80+s\n0.]/^^O =+b, * • ♦ (38) 

2) bie l)ofitit)ett imaginären 3a]^Ien für «=Joberg)=Y t 

(^yib=be^^'' =Ä(cos-|-+8in-|- 1/"" 1 V4. fcj/ :iT, ^(39) 

3) bie negatit)en reeffen S^^t^ für ä=1 ober 9=«: 

(— )i b^be""^^ = Ä(cosÄ+sin»*l/"^)=— 5, ♦ ♦ ♦ (40) 

3 

4) bie negatit)ett imaginären Saluten fßr *.= -^ ^*^^ 

3^ 
V= ^: 

. . . (41) 
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§. 47«. flBBettl^e bet 9^inn€ ottb Apfintt« i»9ii imaeittA* 

reu Salftlett* 

3n §• 44 ffat man Qt^t^tn, ba§ ti^enn man in htm Su^^ 
btucfe 

in tt^eld^em ker (St^onent m im 9li(^tttng^bef{i]{enten C— )"* 
ttrgenb eine fonfiante 3^^ ititi^ntt, bie ®rjfe 9 aOmi^Itg 
i>ar{tren (ä§t, man nac^unbnac^ bte loerf^tebenen Stabien einer 
Jhirtoe ttpäit, beren Sef toren enttt»eber fortn>fi^renb tpad^fen eber 
abnehmen ober ftc^ gleich bleiben; itnb tpelcf^e {t(^ in allen 9)unV 
ten unter bemfelben Sßinfel gegen ben guge^origen Seftor neigt 
Z)iefer fonfiante 9tetgung^toinfeI ber Stutzt gegen if^re !Beftoren 
noirb nac^ S* 45 gleich mn fein* 

^ierau^ folgt; ba§ b<e fraglid^e Jhtrtoe tin Stti^ bom i>aXi* 
meffer e« = l fein »itb; fobatb man 111 = 4, alfo (— )»=|/^— 1 
fefit* C6enfo n>irb fid^ für m = h «Ifo füt C— D~= — K-« 
ein itrei^ ergeben, n>elc^er nur burc^ eine !Z)re^ung nac^ ent^ 
gegengefe^ter ®eite entflanben gebac^t totxhm muß. @e$t man 
bagegen m=0, atfo C— )"* = +; fo »irb fic^ bie ^r\>e offenbar 
auf eine gerabe Sinte rebu^iren; totl^t mit ber pofttioen reeUen 
Slre )uiammenfaQt/ unb toti^t ftd^ t)om <2Fnbpunfte ber pof!tit)en 
Sdngenein^eit e^=i nac^ ber ^oftt{))en 9it(f^tung in^ Unenblic^e 
er^rectt; nad^ ber SRic^tung gegen ben iRuKpunft aber ftc^ fort^ 
n^dl^renb bem (enteren fünfte ndfiert, o^ne benfelben jemai^ gan) 
m erreichen (f* bie SRei^e ber reeden ^otenjen bon a in $. 44). 
gür »1=1 alfo C— ) • = — ergibt jtc^ für bie obtge Äurt)e eben^ 
faUi bie gan^e f>o{ttit)e reeUe %xt, fobalb man für q> fot>ieI poft^ 
Übe, tt)ie negatibe reelle äBertl^e fubjlituiren »){((* gfir jieben 
Sßert^ bon m, toti^tx <2 unb babei tt^eber nod^ i, nod^ 1, 
tio<^ f iß/ ^itb bie in Siebe flef^enbe ^uroe eine logarit^^mifc^e 
&pixaXt feiu; n^elc^e {t(^; 00m Snbpunfte ber ))oftttt)en ^ängen^ 
einfieit anfangenb, in unenbltd^en Sinbungen nac^ beiben (StiUn 
um ben 9tuttpunft f^erum ben^egt, unb einen {eben 93eftor unter 
ben 9{eigung^minfet mx burc^fc^neibet* 2)er Jtrei^; n)el(^er für 
mz=i^ ober = f eintritt, fott){e bie gerabe ?tnte; weiche ft(^ für 
m = Ober =1 ergibt, pnb offenbar befonbere gaße ber eben 
ertDdlittten QpitaU* 

8 
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Um bie ^erfd^tebetictt avi€ bcr ^otm c^"*> ^ fid^ crgeJcitben 

Spiralen }u tx^olttn, ixan^t man ffir 9 nur beliebige abfo^ 

lute 3ufilen )u fubfHtuiren^ n)ä^renb man gleichseitig bie ®rd$e 

m ebenfalls nur gtDifc^en reellen 3al[)Icn t)ariiren lagt Cd teu(^^ 

tet jiebod^ ein, bag man ju bemfelben 3iele gelangt; »enn man 

ffir m irgenb eine fonflante abfolute 3ö^t fubfiituirt, unb aU^ 

bann bie ®roge tp nid^t aUein }n>ifc^en ben abfcluten; fonbem 

gimfc^en aUen reetUn unb imaginären 3a^Ien t)on ber aU^ 

gemeinen gorm C—yt t)ariiren lägt, worin fowot n, »ie ^, 

beliebige abfolute 3a{^Ien beseid^nen« t>tm foUte unter biefer 

JBoraudfeftung §♦ S* ber obige erj)onent (— )*<]p ben SSertJ 

(— jpqp annef^men, unb gugleic^ in ber gorm C—yx tntfyaX^ 

r y 

ten fein; fo brandete man benfelben nur = (— )" f_(m ^ 

= (—)"•. [C— )''"**] Xu feften, ioo bann p — m=n fein »firbe* 
2)emna(l^ fann man »1 = ^ fe^en, unb {u bem fraglichen 

3»ecfe in ber gorm e^"^ '^ ober ef^^ für q) nai^ unb nad^ be^ 
liebige oci^ten fomol au^ ber SReipe ber reeden, toie oer imagi^ 
nären einfüf^rem 9lad^ $*45 ©leii^ung (11} ^i^^ ftc^ berSQSert^ 
be« 93eftord c»*"-^ immer in ber gormel 

* ^ ^ 1*2 ^ L2,3*4 U.3A5.6 ^ ®^^ 

u**C42) 

+ v^*" T2J "^ 1.2.3.4.5 ~ 1 .2.3.4.5.6.7 ■+■ ®*'^/ "^ ~' 

ober au^ burd^ 

ßfi^-i L=:cosg> -{-sinfp.l/^i ♦♦♦.C43) 

barfteUen, toenn man bie erfle 9teipe ber ©leid^ung C42) mit 
cos 9 unb bie jtoeite in ]/— i multiplijirte SReifie mit sinqp 
bejeic^net» 

®an) auf biefelbe Sßetfe, toit in §. 46, ftnbet ftd^ audj^ ffier, 
too man für 9 nid^t blog reeUe, fonbem aQe beliebige imagi^ 
näre SBert^e }u fubflituiren gebenft, 

cos( — q>)=cosq> unb sin (—9) = — siny, ♦♦♦♦C44) 

6+**'-T = cos q> + siny.l/— 1, ♦ • ♦ ♦ (45) 

cos«g)+ sin^y (46) 
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Sßemt man tn bte aUgemeiiten %cxmtla fär cos 9 unb sin 9 
ftatt q> eine rein imaginäre ®ro^e loon ber ^orm q>y^^ ein^ 
ffi^rt, kDorin 9 po^ti^ ober negativ reeU iß; fo finbet man 

unb 

8inC9>V -^1)= (9+ j|^ + 1/3^5 + ^^^'V ^^ ••••^^^ 

^ierau^ folgt, ba$ ber Jfo{Inu6 einer rein imagin&ren 3^^! 
toon ber gorm g>l/-^^ P^*^ pofitio reell, ber @inu« einer fot* 
#en SOi^l oitx ))o{tti\> ober negatit) imaginär ifi, jenac^bem g) 
pofttit) ober negatio if}, unb bag bie abfoluten SBert^e btefer Uu 
ben ®rdßen aber jiebe beliebige ©ränje l^inaud n)a(^fen tonnen, 
»a^ nic^t mogH(^ ifl, fobalb bie bctrcffenbe 3ö?>I/ bereu jfoftnud 
ober @inu6 gefuc^t n>irb; nur reeU fein foU« SQßenn man ben 
obigen SDBert]^ t)on cos {tp]/ - 1) burd^ a unb ben \>on sin (9]/— 1) 
mit 51/ -1 bejeicl^nct; fo fiettt ftd^ ber SBcftor C42) in biefem 
SaUe aU eine \>onfommen reeUe Unit in ber gorm 

bar, lote ed aud^ fein muß, ba 

ei9r=i>»'-i — Ux reetten ©rJße 6-«>=-i. 
tfl« Sfir einen negatioen fSertf! oon 9 n)irb 

cosC— 9I/— 0=ö unb sin(— 9V^— = — 6|/"-i, 
alfo ber !Beftor 

tverben* 

Hai Sorfle^enbe ifl ofenbar ber ^aU, tt>o bie erm&^nte lo^ 
garit^mifc^e @pixaU mit ber ^offtioen reeKen S(re jufammenfäKt« 
jDie (Erfiere neigt ftc^ in i^ren beiben SC^eÜen gegen bie Se^tere 
in allen fünften unter einem SSSinfet =ä ober =0; für ben 
erfleren ^eil, tvtl^tx {tc^ 00m (Snbpunfte ber pofttioen S&ngen« 
tia^tit gegen ben 9ht((^unft )u erfhecft, unb für n^elc^en 



i^, tntjipxi^t ber 3li^tttt!9«foeffijieiit — Dber C— )» im fe^o^ 
netiten tiefet Srftor^ einem 993ert$e m = 1 sr = « in ber ein«* 

gang« Mefeö fJaragrap^^ getrandj^ten eJormeT e^-^ •*; für ben 
Unteren Z^tii, totl^tx ft(^ t)om Snbpunfte ber ^ofltt^en Sangen^ 
ein^ett tn^ Unenblt(|ie erftrecft, unb für n^eld^en 

ifl, entfprtd^t ber 3tt(^tung«foefitjtent + ober C— )® im (Er})0^ 
nenten biefeö aSeWor^ einem SDBert^e t)om m=On=0. 

jDag ber atfotute fflert^ 6 bed imaginären ©inud by^ 
bei ber ©ilbung bed aSeftorö a + (Ä]/"-i)|/:i:i =:a— 6 eben^ 
fadd in ber ffti^tnrtQ ber reetten S(re gemejfen n>erben muß, n)ie 
ber reeUe fioftnu^ a, jlimmt mit ben Segrifen t)o((fommen uber^ 
ein, welche wir oben \>on ber Sebeutung ber in ben J^ftor 
|/^ muttiplijirten ®rßgen aufgefiefft paben, »enn man ita^p 
Ut, ba^ unter einem reeKen @inu^ eine Sinie \>erf}anben tvuxit, 
beren Ütid^tung auf ber reeUen %xt ))erpenbifular {ianb ; ein ima« 
gin&rer @inu^ mu§ piernac^ eine Cinie barfletten, toelc^e in einer 
auf ber 9ti(^tung ber reeUen @inu^ f>er))enbifular jleffenben 9ti(^^ 
tung, b. u in ber 9li(|^tuttg ber reellen Slre )tt meffen ift. 

£a, toit leidet }u finben, gan} aKgemein 



unb 



cos9 = ~ ••♦•(49) 



B\n<p=^ g ^-1^ — i. •••♦C50) 



ifl; fo erf^fitt man für bie obigen SSSertpe t>on a unb 6K-^ 
fiatt ber Formeln (47) unb (48) au^ 



cos(<]p1/-0 = — ?-— ••♦.(51) 



unb 



sin (9)K ~ 1) = — ~V^^^^ • * • • •^^2) 



S93enn man in ben allgemeinen gormein für cosg» unb sinq> 
ftatt (p tinc paxtitU imaginftre 3aff( «>on ber $orm 9>+^K^ 



{.47 a. WkfH^ hn CKmtt itnt itofimtf oon tma^Mtm 3o(Inu 117 

dnffi^rt; fo ftitbet man, baf aKbontt ^mtl berftoftnu^; n>{e betr 
€tntt^ einet folgen 3^^^/ eine paxtitü itnaginäre ®x6^t tt>ixb. 
(Kbenfo toixi ber fßtttox ef^^-i unter biefcr aSorau^feftung einen 
))artieK imaginären SSertl^ anne(»men, unb einer logartt^mifd^en 
®fxxa\t angehören, beren fonflante Steigung gegen i^re einzelnen 
Seftoren =y fein wirb, fobalb man in ber formet 

ben (Jx<)onenten — V' + ^pl/^ =c(cosy + siny.l/^) feftt 

di Mei(t j[e$t no($ ju jeigen, bag bieSormeInC20)uttb(21) 
be$ §d 46 ffir bie jfoftnud unb @inud ber Summen unb ^ife^F 
renjen t)on ^a^Xvx auc^ bann nod^ ®uUtgf eit $aben, wenn man 
für biefe 3aK^n ®rö§en t)on ber attgemeinjlen gorm c(cosy 
+ sin y. 1/^:^1) fubjHtuirt 

9Senn 9 unb ^ bergleic^en 3af^ten bebeuten, wel^e reell, 
imagin&r ober partiell imagin&r fein fönnen; fo werben beren 
itoftnu« unb @inu6 felbfl reeOe, imagin&re ober pattied imaginäre 
® regen fein« SIRan erfennt teic^t, bag für biefen aSgemeinen 
gaU ber @4^(ug nid^t mei^r gemacht werben fann, welcher in 
§♦46 mt ben beiben 8B5ert^en fttr eff^^^i.^^^ unmittelbar ju 
ben ®tei(^ungen (20) unb (21) fül^rte, weit unter ber jiefigenaSor*' 
au^fet^ung fowol ber erfle, wie ber itotiU V)tx\ mti üeben ber 
bortigen beiben audbrücfe für c»''-M.e+^''^ partiett imaginär 
auffalten wirb, unb man in jienen beiben Su^brücfen nur bie 
Summen ber ganj reellen unb bie ber gan) imaginären ®Iieber 
reff)* einanber ^\t\ä) fe^en fann, um baburt^ bie ®(eid^|^eit ber 
(eiben aui^brflde felbfl ju fonfiatiren* 

ÜRan fiber^eugt fi(^ jebcc^ )Don ber aUgemeinen Stic^tigfeit 
ber gormeTn (20) unb (21) be^ §d 46 leicj^t auf bireftem SSScge, 
wenn man eine Sntwiifelung berfelben in Steigen loomimmt* 
Um ffiemac^ )« S« bie formet 

cos(^+V')=<50S9 cost^— sing) sin ^ 

bar^ttti^un, fubfKtuire man für bie einjelnen gaftoren i^re Sßert^e 
na^ ben^otmetn (12) unb (13) be«Sd45* 9ti mug aI6bann fein 



118 §. 47 a. Strt^ to CSiinrt unb Jto(fara< bon imaetnATtn Saufen. 
* l3 "^ 1.2.3.4 ♦♦♦'--^^ 1.2...iii'** 

L'' 1.2.3^*"^ ^' 1.2...C2«+1)**-J 

><r~TX5+'*'^~*^"i:2...(2n+i)**ü 

(Jntwtrfett man bo« aKgetnetne ®Iteb (— 1)* ?^^\ ouf bet 

Itnfen @ette tiefer Steige nac^ bem (tnomtfc^en Se^rfa^e in eine 
9lei^e; fo n>irb ein beliebige^ ®tteb biefet Steifte burc^ 

^ 2n(2n— l)...(2n— r+1) y^-^»«- 
1 » 2 ♦ « ♦ r 1*2 •••2fi 

ober n>enn x^'xn bie ^aftoren in 3&f^t^t unb 9tenner gehörig ge^ 
geneinanber aufgebt, burc^ 

(_!)« SP^.r:*'^ 



bargefledt fein* 3{l nun r f)aar =2«; fo erf^alt man ein gan) 
aleic6e6 ®Iicb auö bcn beiben gaftoren C— l)""'r-75— ^*7ö cr\ 

unb (— 1)* 2 2^ ^^^ ^^P^" St^eile^ auf ber redeten Seite 
ber t>\\%txi ©(eic^ung* 3^fi r unpaar =2«+li fo ^r^&tt man 
ein gleiche« ®Iteb au^ bengaftorcn C-iy^^^jg (-2»-. 2g— 11 

unb (—1)' 1 2 r2g4-n ""*^ ^"^ *^^"* Söttor — 1 be« jmeiten 

2!^ei(e^ auf ber rechten @eite ber obigen ®(et(^ung* 

(Sinem jieben ©Hebe ber £ntn>i(fe(ung ber linfen Seite jener 
©leic^ung entfpric^t atfo ein ©lieb ber (Entn>icfelung ber rechten 
^^it. tlmgefef^rt ifl ebenfo (etd^t gu {eigen, bag ftc^ für ein 
jebe^ ©Heb ber Sntmicfetung ber rechten ^Ait ein entfprei^en«' 
be0 in ber Snttvidetung ber rechten ^^it ftnbet* ^ieraud folgt. 
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baf Me betten @etten j[ener ©leic^uitg ibenKfi^ ftitfc/ ober ba§ 
für iebett SSerti^ t^on q> unb v^ 

cos (9)4"^) = cosy . cos^ — sin9).8in^ ♦ . ♦ • (53) 

3n ipnli^tx 9Beife fann bargetpan kperbett/ baf gan;( ad^ 
gemein 

6iii(9)-|-^) = siD9)«cos^-)-siii^co89> ♦♦•♦(54) 

ift 

^{ad^ ben t)orf)e|fenben Formeln ^at man benn au(^ atU 
gentein 

cos ^-^ + <jp j= — sin 9 unb sin T-y + 9)= cos y, 
nlfo 



eos 



unb 



{^ + 9l/^iy-sinC<py/-0^-^-^^^=^^ 



...(55) 



Bio(^+q,V-l'^ = cos(q>V-i) = ^^^^ ,...(.56) 

2)er Äojtnu« be« paxtitü tmagtnfiren SBtnfeW ^+9 V~i ip 

olfü rein imaginär, tt>ä{>renb fein ©inud reeti tfr 

SSSenn man ben Äojmu« irgenb einc^ fflinfcfö mit x 6ejei(l&* 
net; fo ifl fein Sinud y immer =yr:^2^ unb umgefepvt. 3il 
nun X reelf; fo fann y entweber auc^ nur reetl ober rein 
imagin&r fein* 3fl x rein imaginär t)on ber ^orm ±2}/^^; 
fo fann y nur reell feim 3fl enblic^ x paxtitU imaginär; fo 
mu§ ed an(Sf y fein- 35a 35ied aut^ \>on bem Äofinu^ gttt, »cnn 
X ber ©inud ifl; fo erfennt man, ba§ ioon irgenb einem SOBinfel 
ber Sinn« unb ber «oftnu« ni*t glei(|jeitig rein imaginär fein 
fonnen; e^ fEnb nur bie brei gaffe m«gK(&, 1) bag beibe reett, 
2) baß ber (Eine reeK unb ber »nbere rein imaginär, 3) baf 
beibe paxtitU imaginär feien. 
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!Die atif^rnttiiäftu iOptvatioutu an htu 3a1^It«# 
tptnn bititlhtu mit i&ftife be« aiid^ttitt0«f9effiiieii* 
ttu ^pn htt99tmei9^^z=zco9(p+B\n9 y^\ hat%t^tllt Hnh. 

§. 48. Sn^cmciiie üBemetfniidett tmb ®ttittbfS(|e übet blefe 3a(I* 

focutcn* 

9tt« §* 36 unb 45 ge^t ffcnoor/ fca^ eine jiebe ^a^ tmtet 
ber ^orm 

( -)«a = a6**'-M = aCcosg) + sing)* ]/^— 1) ♦ ♦ ♦ ♦ C57) 

Gegriffen iß/ tt>orin a bie Duantitat ber 3affl eber bie abfo^ 
lute Sänge ber baburc^ bargefleKten Sinie (OA), m« = 9 ben 
Sogen bed dtetgung^minfet^ AOX berfelien gegen bie poft'* 
tit)e S(re in einem j(reife (ejetd^net/ befen ^albmefer bie Sän^ 
genein^eit ifl» C— )*1 ober «^•^^ = cos<]p+sin^j/^ ifl bie 
(Jin^eit (Oa), au^ toeld^er Jiene 3«j>t burcft fortf<^reitenbe ©e* 

toegung in geraber iixAt tnU 
flanben \% 2>ie erßen beiben 
Su^brfide ergeben ben Segrif 
t>on ber Ouantitfit unb Stic^^ 
tung ber bur«^ fte bargefleKten 
3af^I ober Sinie unmittelbar; 
ber (entere fleSt biefe 3^1 afo 
au^ ItOii^tiXtn be^e^enb bar, 
t>on benen ber (iint acosg» 
= (OP3 in ber «ic^tung ber 
reellen S(re liegt / ber on^ 
bere asiii9).|/^-T = (AP) aber, beffen «finge asin9=AP 
ifl, in ber SHit^tnng eine« in P auf ber reeOen «re erri<^* 
Mtxi $erpenbife(« ober in ber 9ti(^tung ber imagin&ren 3lre 
gemeffen iß* jDie beiben ®xi%ta a cos q> unb a sin q) tinntn 
m^ bem Obigen fon>oI ))oftttoe, note negatioe SBert^e annehmen 
unb bemnac^ refp. tin ^ortfc^reiten in bem f>of{tit>en Ober nega«* 
ti)oen £^ei(e ber reellen Sre unb in ber po^Hun unb negatiioen 
9lii^tung ber imaginären %xt toerlangen. 

SBfire bie 3a|^t iti ber ^orm 
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gegetoi; fo tvilrbe man, ttm Me otfolttte Ottatttit&t a imb tai 
^leigttng^tvinfel 9 ju ftnben, 

p=:acos<p unb q=iaBinq> 

)u fe^en ffaben» ^ieraud fotgt^ wenn man ben OnoHenten 

Segen ®{eic^ung (19) g* 46 tvürbe man aud^ 

««^ = 7^ «"* *'«» = 7;^ --Ö93 
ober 

cas9=-2- ttttb sm9= -äL 
a ^ a 

(S^t wir nm m ber Sludffi^rung ber t)etfd^{ebenen adt^me« 
ttfd^en SRed^nung^arten mit ben t)orf)e^enben 3al^Iformen über« 
ge^en, u^irb ed }n)ecfma^tg fein, einige gunbamentalfi^e nil^er 
)u betrachten unb na(^}tttt)eifen* 

3^ei 3aH^n finb ojffenbar einanber gleid^, wenn 
fte biefelbe Duantitat unb auglei(^ biefelbe Stid^tung 
^aben, unb fie finb ungleidj^/ toenn ba^ Sine ober ba6 
anbere biefer beiben 3RerfmaIe an beiben S(^^Un "otx^ 
fc^iebene ffiert^e ^at* @oII bemnad^ bie ©leid^ung 

fiattftnben; fo mn% notf^toenbig 

(—)•=(—)* ober m =91 unb jugleid{> a = 6 

fein. 9u(l^ folgt ffierau^/ ba§ jn^et 3a|!(en t)on ben formen 
p + qyf^i unb r+^V"— 1 nur bann einanber glei(j fein Kn« 
nen, toenn bie reellen , fotoie bie imaginären SC^eile, einanber 
glei4 ftnb. S)enn toenn 

p+jr^z:i=r + *V' — 1 f^{^ fj>tt; fo mug coxit 
unb n)enn man auf beiben Seiten quabrirt/ 
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fein* (p—r^f fowle (s—q)^ ftnb nun fttti pofiti^, hvma^ 
— C«— ?)* Pet« ttcga tit); n^ärc alfo ntd^t gWi^j^itig 

p = r uttb y = ^ 

unb fanben enttt^eber gar feine/ ober nur @{ne btefer beiben SSe«" 
btngungen fiatt; fo mugte entn^eber eine )>ofttit)e ®r^$e einer 
negati\)en glei4^ fein, ober eine ))oftt{\>e (Sx6^t mu§te =0 ober 
tine negatitoe = fein, toa€ Stded na4^ bent iut>or audgefproc^e^ 
nen $rin}ipe/ nad^ totl^tm bie ©leic^^eit in>eier ^d^im bie 
®Iei(^fieit il^rer 9ti4^tttngen unb au^ i^rer Duantitaten bebingt^ 
unmfglic^ i% 

C« ifl offenbar gleid^gfiUig/ ob man ftd^bieSÄJ^Ip+gV'— i 
=aco89-}- asing) v^ ~i, »elc^e burd^ bie ?inie COA) bargeflettt 
toirb, in ber SBeife gebitbet benft, ba§ man erfl in ber reellen 
Sre um bie Sänge OP=p = acosq> unb bann xt^twinUi^ }tt 
biefer8re um bie?änge PA=9=asing) fortfc|>reitet, ober baf 
man juioörberfl in ber imaginären Sre OY um bie ?4nge 0Q = 
q=^as\nq> unb barauf in per^enbifularer Ütid^tung ju ber te^ 
teren Slre um bie Sänge QA. = p = as\n(p fortfc^reitet Suf 
beiben SBegen mu$ man notfitoenbig in ^in unb benfetben.^unft 
A gelangen ober biefetbe burc^ (OA) bargeflettte B<i^l erl^aUem 
jDiefer @a^ Uu^M tin, totm man ftc^ bie poftti^oe S(re OX in 
bie imaginäre OY, unb umgefef^rt, t)ertegt benft, unb bie ^ttU 
gung^winfet t)on Y nac^ X {^erum rechnet (Eine Sinie, n)ie (OA), 
t)on ber abfoluten Cänge OA=a unb bem Weigungötoinlel 
CO« = 9, tt)et(^e bei ber erflen Sage ber pofIti\jen Are burd{> 
acosgi+asin.V^i bargefiellt wäre, toflrbe aWbann bei ber jweiten 

Sage ber pojttioen %xt burc^ acos (?— g>)+a»inr~— ^Yv^^i 

b. u m<S) ben ©leic^ungen (37) bed §. 47 burc^ asin9+ 
acos^V--! bargejiettt feim SBottte man nun bei ber @rjeu< 
gung ber Sinie (OA) immer ju\>5rberfl in ber reellen %xt um 
ben abfoluten SSertfi bed reellen ©liebet unb aKbann in ptx* 
penbifularer 9tid^tung um ben abfoluten SBert^ be^ imaginären 
Oliebe« fortfd^reiten; fo würbe biefeö »erfahren mit «nleitung 
be^ Su^brucfe^ 

COA) =sacosq> + aHm(p*y/ ^, 

welcher M auf bie Sage ber poflti^m 9lt((tung in OX grfinbet, 
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mit bet erfien bet betben wtpin (eseti^neten SRet^ben ibtxtin^ 
Aminen / unb tiac^ älitlettutig betf Su^brutfed 

(OA)=acosf -5-9 j+asinf -^-^jV ^l=asin94-aco89.V ~1, 

■ 

wetd^er ft($ auf bte l^age ber pofttt\>en Sttc^tung tn OY grün^ 
bet, n>urbe jiene^ 93erfa^ren mit bet ^noetten SRet^obe t^oafommen 
fibetetnfltmmen* 

Sitte ®rdgen, »eld^e benfelben SRtc^tung^foefftitenten 0—)""= 
e»*^ = cos43P + sin9)V^ ^, unb ntitfiin benfelben 9le{gung^^ 
tt>infel iTiTE r=r g) gegen bte ))ofttt\>e S(re (eft^en; liegen ofenbar 
in (Sin unb berfelben burc^ ben iRuttpunft gel^enben geraben Sinte* 
aWan fann fii^ biefet6en au^ ber din^tit C—^'^i = (,co8(p + 
sin^.'/^^l, beren Ouantttät ber Duantit&t ber f>oftt{t)en 
(iin^tit g(e{(^; unb beren Stic^tung bur(^ ben obigen ftoefft)ien>' 
ten befiimmt ijl; gerabe fo gebilbet benfcU/ mie bie f)o{ttit>en 
@rd§en au^ ber pof[tt%>en Sinl^eit |)er\)orgegangen ftnb« 

3rgenb eine ®rJ§e fann nur auf eine einjige SQßeife in 
ber gorm p-^qV^ gegeben werbe* Denn fönnte biefelbe 
auc^ ben SBert^ Pi+?iV^-^ annef^men; fo müfte 

v+qV -i =Pi +9i v^^ 

fein, xüa^ nad^ bem Obigen nur mfglic^ ift, mnn pi = p unb 

Vi=q i^* _ 

aae®ro§en; welche in bergorm p + g-/ — 1 gegeben f!nb, 

fietten; n^enn fte fammtli^^ ba6 reette @(ieb p gemein ^ben, bie 

»erfc^iebenen aSeftorabien (gin unb belferten auf ber reetten %n 

im Hbflanbe p öom 5Ruttpunfte errichteten ?JerpenbifeW bar, unb 

»enn jte ba« imaginäre ®Iieb qV "H: gemein f^aben; fo bejeidb^ 

nen jte bie t)erf(|iebenen aSeftorrabien Sin unb beefelben ^txptn^ 

bifef^/ n^etc^e^auf ber imaginären 9(re im Sibflanbe q loomStutt^ 

pnnttt txxi^ttt ift* Denn fiettte j* ©♦ ber »udbrudC p+y V ■=! 

au(^ irgenb einen 93ef tor eine^ ^txptniihU bar, toti^ti im %i^ 

ftanbe p, »om Siuüpunfte auf ber reetten äxe errichtet ift; fo 

n>firbe fi(^ berfelbe SBeftor offenbar au($ bur(^ ben Slu^brutf 

Pi +?i K-T beftimmen laffen, »a^ na<t^ bem SJorf^ergel^enben 

unmöglii^ ifl, wenn p unb p,, fott>ie g unb g» nid^t ref^ 

einanber gleich ftnb* 
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Um jttjci 3<t^tett (OA) unb (OB), bercn Ouantitfitcn rcfp* 
o unb 6 unb beren 9letgung^n)tnfel AOX = a unb BOX=^ 
finb, )u abbiren, foK man nac^ §.38 t)on bem (Enbpunfte A ber 
(Einen um bie Duantit&t unb in ber SRtc^tung ber anbten 3a% 
alfo um bie S&nge 6 unb in einer Sttc^tung DAE, tt)el(^e mit 
bet pofttit)en S(re ben SSinfet £DX=B0X=/3 einf^Ueßt, tvet^ 
terf(^reiten« 2)ie @umme biefer beiben 3<t^Itn ifl 

(O A) + (OB) = CO A) + (AE) = (OE)- 



■^^-^€-^ 







Sßenn bie beiben 3^^!^ in ben formen acosa-f asina.V --^ 
unb 6cos/J + Äsin/J.V^ flegeben jtnb; fo entfptic^t bie @umme 
(OE) DoOIommen bem aritfimetifc^en Su^brude/ meieren man 
burcfi Sbbition ber reellen unb ber imaginären S^^eite biefer M* 
ben üii^brfide tx^Xt, atfo ber ®rjge 

acosa + frcos/3 + C«stna+6sin/J) V— 1* 

ttttb toenn OF ber gortfi^ritt auf ber reeaen %xt OX unb FE 
bie Sfinge Ui in F auf OX errichteten ^erpenbifeM i% tvelc^cd 
in ben ^untt E füf^rt; fo ^at man 

0¥=::acosa'\-bcoHß unb 
FE = asina + fr sm/3« 

denadftbem l^ierin OF unb FE pc^H^ ober negatit) att^faOai; 
$iat man bicfetben ref)>* in ber 9li(^tung OX unb OX' unb in 
ber Stic^tung OT ober OY' su meffen. 
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Um bte ÜieteinfKirnttttiig biefer arttl^metifd^eit SSumme mit 
btr geometrifi^nt Ji:onßruftion )n {eigen; fo erfennt man iMit^ 
itxfif ba$ bnr^ bie S^rm acosa + asina.V— i f<l^on eine iebe 
(Bxi^t, ttoie COA), at^ bie @umme {weiet anbeten^ aco8a=(OG) 
unb asina*V^~i=sCGA) gegeben ifl^ tt>e(c^e in iloei ^tx^^it^ 
benen, auf einanber Tec^toinfltg fle^enben 9ti<^tungen Itegen, unb 
ba§ man bie ®ri§e COA) vermittelfi be^ obigen Serfa^ren« 
buril^ einen ^^xt^^iitt loom (£nb))unfte G ber Sinen in bet 9Hilf* 
tung GA ber anbren erhält 

3»ei ®rf gen a(co8a-l- sin • . V^- 1 ) unb b (cos a-f-sln « .V^^iO 
tt>e((^e benfelben Stic^tung^foeffijienten (eft^en; liefern ferner bei 
i^rer Sbbition ba^ arit^metifcfie Siefultat 

Ca-f ftXcosa+sinaV ^) = (a4-6)coso-t-(ö+6)slna,V^^, 

kDelc^ed t^ieberum benfe(6en 9ii(^tungdfoefft)ienten beft^t, alfo 
mit ben @ummanben in berfelben geraben Sinie liegt, unb ba^ 
einem ^ortfc^ritte ^om @nbpunfte bed GEinen in ber SRicbtung 
be^ anberen um bie Quantität be^ le^teren entfpnc^t« 3Iu§er^ 
bem bejiätigt biefed 9tefuUat in ber Sorm 

(a4-6)C0Sa+(a-f 6)sinc«.V -i=aaco8a4-6cosa+(a8ina+68ina)v^ ^T 

ba« obige ^rin jip ber 8(bbition ber reellen unb imaginären Sj^eile 
ber @ummanben» 

@o(I üe^t eine ®röge/ beren 9ti(^tung ni^t mit ber ber 
reellen 9re )ufammenf aKt, )tt einer ))ofttiDen ober negatit)en reet^ 
(en @rf ge abbirt werben; fo koürbe man bie erflere®rdge unter 
bem i^r entfprec^enben 9leigungdn)infet gegen bie pofitioe 3Ire 
an ben £nb)>unft ber le^tern ju tragen ^aben. @o n)firbe man 
bie Sittie (OA)=o(cosa + 8inaV^J J»^ pc^tiun 8inie 
(OJ)=a| abbireu; inbem man t)on X au^ unter bem 9Binfe( 
KJX = AOX=a um bieSfinge JK=a fortf(^ritte* Die @umme 
(OK) koärbe fotoot na^ biefer 9tege(/ koie auc^ bei aritlfmetv* 
fi^er Slbbition ber einjelnen X^eite ber gegebenen ®r$fen bad 
9tefu(tat 

Oj + aCcosa + 8ina.V^ —1) = (ai +acosa) + £tsina.V^^ 

ergeben. SRan fann ftd^ l^ierbei ani^ ben ShtUpunft )uodr^ 
berfl in J liegenb benfen; aMbann tpetben alle in ber 9iU^ 
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tung JK Itegenben Stnten burc^ etnen Su^brud t>ott bet %0xm 
oCcosa + ßina.y^iiT) bargcflettt noerben, in tott^tm man für 
bie Duantttdt a = JK jieben (eliebtgen abfoluten aSert^^ fe^en 
fann» SSerlegt man nun ben 9ht((punft tn ber reellen S(re um 
JO = ax jurütf; fo änbern ft(^ bte imaginären a:^etle CLK) 
= a8ina.y/ —i aßer Sinien, wie (OK), »etc^e t)Ott O nac^ 
irgenb einem fünfte L ber ©eraben JK gegogen ftnb, ni^t; bte 
reellen Zueile JL = acosa biefer Sinien t>erme^ren ftc^ aber 
fammtli(^ um bie fonfiante Sinie OJ = a, unb tverben ju 
o, +acosa, unb man er^ft bemnad^ für irgenb einen Seftor 
(OK) ben S(udbrud 

tt^orin a=JK unb a = arc.KJX ifr !Der »eftor (OK) flettt 
mithin bte arttpmetifc^e Summe ber betben Sinien (OJ) unb 
(JK) ober (OJ) unb (OA) bar, »enn (JK) biefelbe 5Re{gung 
gegen bie ))o{tt{))e 9re, unb aud^ bie abfolute Sänge ^at, }»it 
COA). 

3fl nun DAE eine gerabe Sinie, totU^t burc^ ben GFnbpunlt 
A be« SSettorö (OA)=a(cos«-fsina.V —1) gejogen x% unb 
ft($ unter bem Sffiinfel EDX = B0X = /5 gegen bie *)Ojitit)e 
9re neigt, unb ifi auferbem bie Sänge A£ = 0B = 6 genom« 
men; fo ^at man na^ bem t)or]^erge^enben @a$e 

(OA) = (OD)^-(DA), 



JMC 




b« i«; noenn man bie S&nge ODsai unb DA = &i fe^t. 
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a(ccso-f sina. V" HI) = a, + 6, (oos/S + 8in|9. V ^)» 
9ta^ bemfenen @a$e ^at man a(et au<l^ 

(OE) = (OD) + (DED 

ober mit Serfidft^ttgung ber t)or$ierge$ienben ®Iet(^ung 
(OE) = a(cos a + sin«. V — i) + 6Ccos/3 + sin/J V ^) 

98enn ntan ftd^ nun bte Stnte (AE) unter bem 9Q3tnfeI 
BOX = EDX an ben ^nUpuntt getragen benft; fo tfl 

(AE) = b (coß/3 + ßin/3 . V =1D; 

man l^at alfo, ba a(co8a + ßina,v^^) = (OA} ffl, fottjol 
geometrifc^, wit antpmettfc|i, 

(0E3 = (0A) + (AE). 

Sejei^net man bieSange OE mit r unb ben SStnfet EOX 
mit q>y unb benft ftc^ t)oii E auf bie reelle fixt ein $er)>enbifet 
EF gefaßt; fo tt)trb 

OF = rcos9 = acosa -hfrco6/3 unb 

EF = rfi\nq> = asina + bsinß 
fetm 

SRan mtrb genau }u bemfelkn Stefultate gefS^rt; tvenn man 
ft* beult, bie Sinie (OA) »erbe jur Sinie (OB) abbirt, inbem 
man wn bem Snbpunfte B ber (enteren um bie Quantität a 
ber erfleren in einer 9li(^tung BE fortfc^ritte, n^elc^e, ^txl&nf 
Qtxt, bie reette fixt unter bem SBinfet EMX=AOX = a fc^nei*» 
bet« X>a nun burc^ (Ein unb benfeKen Slu^brud t)on ber wx^ 
liegenben Sorm nur eine einzige ®x5^t bargefieOt n^erben fann; 
fo folgt; ba$ man auf biefem {leiten SBege in benfetben $un(t 
E gelangen mu§/ wie auf bem erßen, ober baf bie Sleiffen^ 
folge, in tveld^er man bie 9bbition }n)eier @umman^ 
ben au^ffl^rt; auf bie Summe {einen Sinf(tt§ ^at 

S>enft man ft<$ bur^ E eine britte Sinie NEH gejogen, 
welche bieSre OX unter bemSinreIHNX=C0X=7' fc^nei«' 
bet, unb bereu abfolute Singe EH=OC = c ifl; fo ^t man 
nac^ bem aSorflefienben 
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(OH) = (OE) + CEH), 
ttttb bo (OE) = (OA) + (AE) i% 

(OH) = (OA) + (AE) + (EH) 
=acosa4-6cos/3 -f-ccosy + (asina-j- 6sin/5+ csinyJV^— 1, 

n* f* f« fttt mtfyxtxt )u abbitenbe (&xi%tn. 

a^ iUibt itH nur no(^ }u jetgen/ tt>te man bte geometrifc^e 
abWtion jtt>etcr Simeti (OA) unt (083 = (AE) »trHt(^ jur 
Slu^fu^rung )u bringen ^abe, wenn man bte ®umme bur(^ gort^ 
fc^ntt in geraber Sinie t)om Snbpunfte ber (Einen erzeugen toxtt, 
b« 1^. tt)ie man im @tanbe fei, burc^ ben (£nb))nnft A ber (Einen 
eine Cinie DAE }u legen, loel^^e bte reelle Kre unter einem 
gegebenen SEßinfel EDX = B0X = /3 f<^netbet 

J>aCOA) = acosa + asina.V ^ gegeben ifl; fo ift andff 
OG = acosa unb BG = asina befannt, unb ber ^unft G, in 
tt»et(^em ein ^erpenbtfel auf ber reellen Slre ju bem dritpunttt 
A ber Cinte OA fu^rt, al^ gegeben anjufefien. Seseic^net man 
nun ben Slbflanb 6d bed $unfte^ D, in tDelc^em bte Slic^tung 
DAE bie reeOe Slre unter bem SBinfet ß fcbneiben mug, mit :r 
unb bie Sänge DA mit z; fo mug ofenbar 

zcosß = x unb zsiD/3 = AG = asina 

feim ^ierau^ folgt ^ = ^^A> ""*> bemnac^ jur ®efHmmung 
tti abfianbed GD 

sin« 



x'=a 



tang/3* 



2>ttr(|^ biefen übfianb ifi bie Sage be^ fünfte« D unb mit^ 
^in bie Stic^tung DAE gegeben, in welcher man t)om (£nb))unlte 
A ber 8inie (OA) um bte Ouantitfit AE = 6 ber «nie (OB) 
fcrtjttf^reiten ^abe, uxa bie Summe (0E) = C0A)H- (OB) ju 
bilben. 

9ttd bem aSorflefienben folgt, ba§ irgenb txnt ^tüt^ t^ie 

(OH) einer gef^Ioffenengerablinigen^igurOAEHO bie Summe 
aOer fibrigen (OA), (AE), (EH) (ber Duantttät unb Stid^tung 
na<^) barflettt. 9limmt man nun biefe &^tt (OH) in entgegen^ 
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gefegter 9ti(^tuitg HO, ober itimmt man alle Seiten ber 
^tgur in ben Richtungen, in tt>el^en ein ^unft biefel^ 
ien bnrd^Uufen noürbe, t^enn er fi<$ utn ben ganjen 
Umfang ber ^igur beuoegte; fo folgt, ba§ aldbann bie 
arit^metifc^e Summe aller ©eiten einer folcben %U 
gur g(ei(^ nun ifi* 2)ie 9ti($tungen biefer @tittn loerben 
buri^ bie aSinfet AOX, EDX, HNX, POX (ber letztere fiber^ 
{}um))fe Sinfel im brttten Duabranten) gemeffen, n>et(^e biefel^ 
ben ober beren Verlängerungen mit ber ))o{ttioen Sticfitung OX 
einf(^ liefern 

jDie ©ubtraftion t)er(angt, baß man )>on bem (Snbpunfte 
bed SRinuenb in einer bem ©ubtrapenb bireft entgegengefe^ten 
Stiftung um bie abfolute Ouantitat bed Ce^teren fortfc^reite 
CS* 39); ^itma^ ift 

COE) - (OB) = (OE) - (AE) = (OA)^ 

Strit^metifd^ koirb biefe« 9tefuttat offenbar burc^ eine @ubtraftion 
ber reeOen ober imaginären S^^eile M SRinuenbd unb Bnitxa^ 
fienbd au^geffi^rt» äBenn nfimtid^ 

(OE)«rCcos9+sin9).v^ :n) unb (OB)»*(cos/J+siii/JV -O i^i 

fo ffat man 

(OA)=COE)— (OB) =r cos^ — *cos/J+ (r sin y — b sin/S)/ ^, 

unb l^ierin ifl 

rcos(p — 6cos/J=OG unb 
rsiiKjp — bsiaß = AG. 



§. SO. fKnUiptitatUu unb 2)i^ifiPtt. 

Vla^ ben Stegein ber aRu(ti)>Iifation tfi» 40) tt>irb biefe 
£)))eration an ben betben gaftoren ou^gefu^rt, inbem man 
ibre Duantitfiten na^ ben Siegeln ber !DIuUi))tifation abfolu^ 
ter Bablen miteinanber multtpltjirt, bie SReigung^toinfet berfel^ 
ben aber abbirt (Sine arit|fmetif(^e (Sntn>i(fe(ung it& $robufted 
)koeier in ber %0xm 

9 
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6 efi*"-^ = b (cos/J + sin/3 . /^) 
gegebener 3<tpten ß^xt genau ju bemfelben 9lefuUate; ba man 

9ber au(^ 

o(cosa + sina.V^iri)x6(cos/J + s«'>/5.V --i) 
=a6[(co8aco8/J— sinasin/f)+('*5n«cos/5+cosasin/3)V' —IL 

b. t, nac^ $. 46, ®Iei(^ung (20) unb (21) 

= a6[cosCa+/53 + sin(a+/J)v^ —1] 

$at 

SBenn C«), CW unb (c) brei ^^^ten bejetd^nen, mX^t fo»» 
n>oI ipret DuantUit, n)te tf^rer !Rt(^tung na(^ betrachtet ti^erben ; 
fo ifi tetc^t etnjufe^en, baf immer 

[(a) + (6)3 (c) = (a)(c) + C6)Cc) 

fein mu§, ober bag man ba^fetbe SRefuttat tx^&tt, ob man bie 
beiben 3<tpten 00 unb (&) nacb ben obigen Stegein bed $^ 38 
ober 49 erfl abbirt unb bann bie Summe nac^ ben Stegeln tti 
Si 40 ober bed gegentt>ärtigen $^ 50 multi)>liiirt; ober ob man 
erfl bie $robufte (a)(c) unb C&}(c) bilbet, unb aUbann beren 
@umme nimmt 2)enn fe^t man 

Ca) = ac**"-^ = «(cosa + sin« . V^ — 1), 

% (6) = befi^^i =b(cosß + sin/J V ^)> 

(c) = ceT'^-^ =c(cosy + siny.V^^); 

Ca) + (W==acosaH-6cos/J-f (asina-)-&sin/3)V^- 1 

ober loenn man nac^ $. 48/ &U (58) unb C59) 

a cos a 4- fr cos/} acos a 4- fr cosiS 

cos cp ^ j -^ -^= — r-^ = ■ 

^ V«^*'+2a*co8(a— ^) r 

asina 4- frsin/S asina A- frsinß 

sin ö) = . - r - = ■ *- 

V «'+*'H-2«frcos a— ?j r 
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fefet, 
mithin 

= rc[co&{y+y) +sin(9-(-y).]/^] 
=rccos(qp+y) + rc8in(<3p-f-y).v' ^« 
gemcr tfi 

(rt)(c) + (6)(c) =ae«'^-cer^-i + itj^^-t.ccY»'-^ 
===ac6<'^T^>''-l+6ce<^+i^>^'-i=ac[cos(a4^)4-sin(a+y).]/^^] 

+ 6c[cosOJ+y) + sin03+yM/'=n] ♦ 

Snttt>t(felt man j[e^t in bem t>orperge^ent)en Sudbrude für 
Kä)+(J>y]{c) ixt aOßerttie t)on cos(g?+y) unb sinCg)+y) na^ 
S* 46/ @tet(^utig (20) unb (21), fubfKtutrt aldbann für cos 9, 
8109 unb r btt obigen Sßertf^e in «, /3, a tinb 6; fo ftnbet man 
baf biefcr SCuöbrutf mit bem t)orflef>enben für Ca) (c) -{- {b) (c) 
tbentifc^ ifl, ba§ atfo inx^ bie beiben tJor^in bemerften Wltt^o^ 
ben nur (Sin unb biefelbe 3ö^t erjeugt tverben fann» 

S38a^ foeben t)on bem ^robufte einer Summe jtt>eier 3a|^ten 
gefagt ifl; gilt opnbar auc^ ^on bem ^robufte einer S>ifferen) 
foI<^er 3a^ten, 

©ei ber 35it)ifion »erben bie Quantitäten nad^ ben 9le^ 
geln btr gemeinen Di\>ifton toixtii^ bit)ibirt, unb bie Steigung«^ 
»infel be^ jDit>ibenbö unb J)it)ifor« fubtraf>irt \>oneinanber (S*41> 
Die arit^metifc^e (Sntn^icfelung be^ Duotienten 

a Ccos a -f- sin«,}/ ~0 ae"^-~i a (a-ß)y-^ 

J(cos/5 4-sin^ V ^) be^^-i~ b ^ 

= -|-[cos(a-/J)+sin(a— /3)V -0 

flefft offenbar badfetbe SRefuItat bar* 

2)a ^i^= [(a+C6)].T^ ifi; fo folgt au(^ au^ bem 

t>or^in bei ber 3RuIti))Iifation nac^genoiefenen &a%t, ba§ alige^ 
mein 
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fri^ 



CO Cc) - (c) 



§. 51. 99teit}{ituii0 nnh SBnrselan^sie^ntio^ 



9lad^ ben aud $« 43 für bie ^otenjitrung ft^ ergebenben 
9teAe(n toirb bie Quantität ber Sßurjel in bet getDö^nlid^en 
9Q3eife ))oten)iirt, bet 9letgung^n>infel aber mit bem <Sr))onenten 
ber Motens mu(tt))ft)irt. 2)a^re(be 9)rin)ip n>irb au^ iux^ bie 
arit^metif^^ Sntn^icfelung irgenb einer ^oten) einer Qa^l wn 
ber gorm rCcos^^+^in^V ^^ beflatigt, ba 

= r*Ccos mqp + sin my . V^ ^) 
ift _ 

aßetttt bie Sinie rCcosq^-fsiiKpV-O ni(^t a(^ ein be^ 
{Hmmter Seftorrabiud in bem fletigen Sh^ einer @pira(e gege^ 
ben ifl; fo fann man ft(^ benfen, i^r 9leigung4n>infel fei aSge«" 
mein =2t9r-f «p, k^orin * jiebe pofttit)e ober negatit)e ganje 3^^^! 
be)ei^net ($« 43)« €ubfKtuirt man biefen 9Bert^ in bie wx^ 
fie^enbe ®(ei(^ung; fo ftnbet man^ baf ber 9Bert^ bed Steftttta«« 
te^ ungefinbert tteibt/ folange m eine ganjeBa^t i% tt>eil unter 
biefer Sorau^fe^ung cos Qimx -{- m (p) =^ cos mtp unb aud^ 
sin(,2%mn + m(f^ =s\nm(p ifl; badfelbe unterfc^eibet (td^ ))on 
bem obigen nur baburc^/ baß man ftc^ bie ^otenj ebenfaS^, aU 
burd^ mehrmalige gan)e Umbreffungen um ben VlnUpuntt entflam 
ben, )u benfen ^aU 3ft Ütbo^ m ein 8ru(^ t)om 9tenner n, a(fo 

=— ; fo fii^t e^/ ^ie f<^ott in S«43 erto&^nt if}, n verfc^iebene 
aSSert^e für jene Motens, n>e((^e al^bann in ber S^rmel 

m m 

{ r[cos9 -{-sirnpy/ ^] j " « { r[cos(2in-}-<p) + sin(2«»+y) V -1 } " 



— r" e" 



= r" cos- (2l3r+y)4-sm— C2i«+ v) ♦V^— 1 j 



enthalten ftnb. jDie Duantit&ten biefer )>erf(^iebenen ^otenjen 

m 

ftnb ffimmtliil^ einanber gleid^, nämlic^ =r"; bie 93erf(^ieben|^t 
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Hegt nur in ben 9ti((tungen jener ®r6f en, unb man erfennt, baf 
je it0ti btefer Stiftungen, tt>e((^e aufetnanber folgen, tvenn man 
fuf jef jfee t=0, 1, 2, 3»** (n— 1) ober i =0, — 1 ,— 2, — 3^-(n— 1) 



fe|t, um ben Sßtnfel ober IBogen — 2n )>on einanber abflej^en» 

2)tefe n t)erf(^{ebenett 9Q3ert^e ftnben natfirttd^ auc^ bann 
110^ ^att, t9enn bie gegebene 3a^X fiofltit) ober negattt) ree( ifl» 
gOr btefen %aU k^firbe man, tt^enn bie aBurjet ))0flti9 ti^firc 

9 c=0^ sing) = 0, cosg) = 1, alfo 

Ä •[ 2m<3r , , 2min . 1 

r*=^f* Icos J-sin «v — ij 

itiib k^enn bie ffiurjel negatit) t9&re, 9 = 3r, sfai9'i=0» 
C069 = — 1, alfo 

r ^ J'[ wC2t+l)3t , , m(2i + l) ,_1 

fKiten« 

S3et ber a93ur)elau«){efiung tfl nt(^^ Scfoi^ere^ )u ht^ 
merfen, ba btefe((e unter ber £))>erat{on ber ^ot^njitrung mit 
^^od^enem (Sxpmtnttn mit ein^efc^Toffen ift 



§.52. Vllgemeinfttr Vn^brncf fftr ben S^g^ritl^mii^ 

einer Sal^L 

jDa aOgemein 

i#; fo folgt für ben generellen Slu^brud be^ natärtii^en Soga« 
rit^mu^ irgenb einer r^etten ober imaginären 3apt 

logrr<oosqp + sing). V ^)] = logr + (2i« + qp) y^ ITf, 

9Benn bie 3ap( reeO unb ))ofttt9 iftj fo l^at man 9=0, 
a(fo 

logr = logr + 2t ar V" ^i* 

tCenn bi€ 3a^I reett unb negatit^ ifl; fo ^at man f> = ?*, 
alfo 



1 
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!og(— r) = logr + (2t + l)3tV=n» 

Hu« bcr leiteten ©teic^uitg, in totl^tx man für i jcbc })ojt^ 
ttee ober tiegatttJe ganje S^j^t/ We Wutt mit eingefc^toffcn, fc|en 
fann, erfennt man, baß bte in $♦ 22 erwähnten Cogarit^men ber 
negatit)en 3a^(en )u ben in bem gegenm&rtigen Sl^fc^nitte U^ 
trachteten imaginären 3a^If^rmen ge^orem 

aOBenn bieBa^l r (cos 9+ sin 9 V ^0 ^^^^ ^^^ ^i^^^ (OB) 
bargeflettt »irb, fobaß bie abfolute ?änge OB = r unb arc. 
BOX = 9) ifl; fo tt>erben bie fuf)effit)en ^otenjen 

[r(cos9? + sing) . V' ^)1"'= r"Ccos mq> + sin mq>.<^ ~0 

biefer 3<t^I/ ^^nn man ben (Srponenten m fle t ig t)on an in 
))0{iti\>er unb negatt))er 9li($tung ivac^fen (äft, burc^ bie aufein^ 
anber folgenben 93eftorrabien einer logarit^mifc^en @^irale bar^ 
geflettt/ iDelc^e fic^ t)om (Snb))unfte A ber pofitit)en Sdngeneinj^eit 
OA nac^ imi entgegengefe^ten Seiten ABC«.* unb AD«*« um 





/^M 




>• 




ben ^nüpnntt fc^Itngt« £)ie abfoluten Cängen biefer Seftoren 
»a^^fen, tvie bie geivö^nlic^en ^otenjen ber ®rö§e r, atfo in 
geometrifc^er ^rogrefjion, »ä^renb bie 9leigung^n>infel berfelben, 
tt)ie ber Srponent m fetbjl/ alfo in arit^metift^er ^Jrogreffion 
junepmen. Die Sogarit^men ber tJerfc^iebenen ^otenjen ber ab* 
foluten ®x6^t r n>a4^fen aber befanntlic^ ebenfaKd in arit^me^ 
tifc^er ^Jrogreffion, iDÄ^renb bie ?Jotenjen in geometr4fc^er ^ro* 
greffion \>ariiren; e« finbet atfo jiDifc^en ben 9teigung«tt){nfetn 
ber fufieffi))en 93eftorrabien unb ben aifoluten Sängen berfetten 
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etiif a^iilt^e Seiteffung ^aU, \»it (mtfc^en ben 8ogar{t|^men bie^ 
fer Sangen unb btn Sangen fettft« üui ber aKgemeinen gotmet 

log[rCcos9? +sin9.V ^)]"'=mlog[r(cosy + 6ni^.V^^)] 

= mlogr + in (2t Ä + g)) J/t:^! 

gefit jDadfet6e f>ert>OT, ba fttr atte fJotenjen tn)n r bie barm t)or^ 
fommenben ®r5fen r, 9 unb t (n>el(^e (entere ®rdfe ffir (Ein 
unb ba^feKe ©pftem nur einen etn^tgen ber 98ert^e * * • -- 3^ 
— 2, —1, 0, 1, 2, 3* ♦♦ annehmen barf/ inbem 2i«+9^ ben 
Sogen bed 9{etgung^infel^ BOX ber Saftd (OB) barfieOt) 
fonflante äSert^e ^aben^ unb ber ^aftor m allein, unb itoax in 
arit^metifi^er ^rogrefflon, t)ariirt 

SBenn man 

mlogr= ()cos^ unb inC2t9r -f-9*) = ^8in^. 



olfo (> = m V iog*r4-(2/Ä + ^)« unb 

fe^t; fo nimmt ber obige Sogaritfimud ber tuten $oten) bed 
SSeftor« (OB) bie gorm 

Q (cos ^ 4" »5n V* V ^^ = ^ ^*' *'"* 

an, in loelc^em ber SBinf el ^ fonflant ijl, unb bie abfolute Ouan* 
titat (>, wie ber Sr^onent m, alfo in oritfimetifc^cr ^rogrefpon 
t)ariirt ^ierau« ge^t f^ertJor, bag bie oerfc^iebcnen Cogaritf>men 
ber fufjeffftJen ?)otenjen einer imagtnfiren Sa^l (OB) (gig» 1) 
burc^ bie in iirit^metifc^er ^rogreffion tt)ac^fenben äbft^itte 
(ON) einer burc^ ben 9lultpunft ge^enbcn geraben Cinie PQ 
(Sig* 23, t»riä)t fic^ unter bem SBinfct ^ geben bie pofttioe «re 
neigt, batgefieUt »»erben» 3ena4^bem man annimmt, ber 9Iei'' 
gung«tt)infet ber ©aft« r(cosg)-f sing?.}/— if* q>, 27t +(p, 
4ä+^» •♦, —2« -[-(/>, — 4« + y«*/, finbert pc^ bie !Ri(^* 
tung ber geraben Sinie PQ. 

gfir ben gatt, bag bie »ap^ *)optio, alfo t;p = fei^ fattt 
We Sinie PQ, wenn man an^ t'=0 fe^t, mit ber ^>optit)en «re 
ittfammen; nä|ime man aber für t irgenb tint ganje 3a$f( an; 
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fo »fitbe PQ eine bittd^Me gormet tang^=j-^ie|Kmnite9let^ 
fiung gegen bte po\itiu %xt erf^aUen. 



S^dl^erc )Be0tdtiitiit(| btt IBegrifft beö nnmdglid^eit 

nitb bt^ 3tnagiitäteii, nnb 9lad^tpeifnttg btt nämlU 

dfteit )Bf)ie6titi0eti an allen ftbrigen benfbareti 

®td#en ber SBitfltd^feit. 

§. 53. ^^araOete it^üä^en bett geDiitetrifd^en nitb aritl^ntetifd^ 

Sntnbbegriffen* 

3n ben t)orfle|ienben ^aragro^j^en biefe« abfc^nttte^ ^aben 
tcix ioor}ug^n>etfe ©ro^en betrachtet, meldte bte Stttrtbute ber 
Duantitat, ber @tettgfett unb ber SRtc^tung im t)o((fon)menf}en 
@tnne an ftc^ tragen, unb ^aben babet bte 3)7etffoben mttoidtU, 
tctl^t bte Slrttffinettf etnfc^Iägt, um btefe @rd§en nac^ ben t)or^ 
fle^enben bret @tgenf(!^aften auf abflrafte Segriffe )u bringen. 
Sd Setgte ft(^, ba$ bte Duantttät burd; bte abfolute BctH'^ 
ba^ 3Befen ber ©tettgfett bur^^ bte unenblt'c^e 2:petbar^ 
feit ber jn){f(^en je jwei S^^len bletbenben Dtfferenj 
unb ber 93egrtf ber SRid^tung burc^ ba^ algebratfc^e 3et^ 
<^en ober ben ^tic^tung^foefftgtenten arttpmettfc^ bargefleOt 
n^urbe. Dtefe Unterfuc^ungen utnfc^Itegen ^au^tfäc^Itc^ bte fletu 
gen ®rdgen be^ nac^ atten @etten ^tn begranjten Stauntet» 

2Benn bte xanmli^tn ®ro§en tu tf^rer ganjen !(((gemetn^ett 
betrachtet tverben foUen; fo fann feine ber oor^in bemcrften brei 
(Eigenfc^aften t)on i^frem äSefcn getrennt werben, unb man ffat 
gefe^en, ba§ fte aüt bret fo innig miteinanber uxtütbt finb, ba§ 
fte {Ic^ gegcnfeitig bebingen, unb ba^ feine of^ne bie anbere t^oK^ 
^änbig gebac^t n^erben fanm 2)er ^egrtf ber duantttät unb 
ber möglichen SSerfc^iebenf^eit {weier Duantitäten erforbert bte 
"SBorfiettung ber ntoglic^en (fntfle^ung ober Silbung ber (Einen 
ani ber anberen, nac^ einem befiiir.mtcn ®cfr(.e: folange jnotV 
fc^en biefen beiben Duantitäten nocf; ein Unterf(^teb bleibt, mu§ 
berfelbe, ba er felbft Duantität ^at, t^etlbar fein; biefer @c^Iu§/ 
auf beliebig fleine X^eiU irgenb eined enblic^en Uttterfc^iebe^ 
)k9eier Quantitäten angeuoanbt, füfirt auf ben 93egriff ber Qtt* 
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tigfeit ober itx aUmä^li^tn Sortitibttng etiicv ®r5§e hut^ 
unenbltd^ f(etne Ubergdnge. Z)te regelma§tge ^ottbtlbtttig tet 
Duanttt&ten na^ Um einfachen @efe^e ber Cirnne^tung, t9e< 
btttd^ ft(^ nacfiitnbnac^ t)erf(l^tebene ®Iteber Sin unb berfelben 
Steige txitn^tn, forbert unabtt)et^bat and^ bte Wti^li^tit be^ 
9lüdn)ätt^f(^retten^ t)on ben f^o^eren ®Itebern biefer fftti^t au 
ben mebrigent/ nac^ einem ebenfo einfachen ®efe$e ber 93erm{n' 
berung* S)tefe ^ort^ unb 9lfi(f6tlbung von Duantit&ten fS^tt 
gu beut begriffe von gmei etnanber btreft entgegengefe^ten 9ti(fy^ 
tun gen, unb ba j[e )tt>et®r5§en^ tvelc^e eine 93ergle{(^ung untere 
etnanber aülaffen^ au^etnanber burd^ irgenb ein iBtlbung^gefe^ 
unb )tt)ar wteberum auf eine fletige 9Beife burc^ aKm&^Hge 
Übergänge mäffen erjeugt werben fonnen; fo fe$t bie Scrflettung 
von iwti vrrfc^iebenen 9tic^tungen bie Sriflen} von einer un^ 
enbli^en 9Renge anberer vorauf/ tvelc^e nac^ einem befümmten 
^rinjipe au^einanber f^ervorge^n unb ben ^H^Iic^en Sprung von 
ber (Einen Slic^tung auf bie bireft entgegengefe$te vermitteln* 

2)emgema§ fef^en n)ir,^na(^bem )ur begriffsmäßigen Ibax^ 
{ieHung ber verfc^iebenen Duantitätsver^ältniffe bie gorm bet 
abfolttten äa^Un erfunben i^, burd^ bie Operation ber 9b^ 
bition au(^ bie entgegengefe^te ber @ubtraftion entfielen* (Eine 
attgemeine Stnmenbung beS ®efe$eS ber €ubtraftion fu^rt ju 
bem93egriffe ber entgegengefe^ten ober tt>{ber{lreitenben, ))ofttiven 
ttnb negativen 3af^Ien. üDaS geometrif^^e Silb biefer 3<t^Ien 
finb bie verfc^iebenen flb^^nittt Sin unb berfelben geraben ixnkp 
tvelc^e ft(^ von einem gegebenen VlnUpwnttt auS nac^ {wei ent<^ 
gegengefe^ten Sii^^tungen ins Unenblic^e erftrecft; bie arit^me^ 
tifd^e D)»eration ber Slbbition unb Subtraftion mirb geo^ 
metnfc^ burd^ ben ^ortfcf^ritt etneS fünftes in geraber Sinie 
nad^ jenen beiben 9ti(^tungen ^in vertreten» 

2)ie negativen S^W^ werben arit^metifc^ bur^ ein bIo§e^ 
93orfe^en eines ^tii^tni vor bie ))ofttiven ober abfoluten S^^^ 
(en von ben Ie$teren unterfcbieben. SDiefeS 3^i<^^n vertritt bie 
Stelle eines ^^aftorS, unb beibe d<t^ten Werben burd^ einfache 
ÜRuItipIifation mit biefem 3ei($en (ober an^^ mit ber negativen 
(Einheit) bie Sine aM ber anbem er^altem jDemnac^ fü^rt bie 
unbef(^ranfte SInwenbung ber 9tege(n ber 9RuIti)»Itfation auf 
b^m S^ege ber ^otenstirung uub SBurtefouSjie^utig )u ben inia« 
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9tn&ren Sagten, xotX^t ixt }n)tf(^en ben ipoftttoen unb negativ 
t>en 3a^ftn Itegenben SRittelglieber aU ®r5§en barfteSen, tveld^e 
ttac^ ben ^»erfc^ubenen in (Siner Siene möglichen SRtc^tungen 
gebilbet ftnb« Da^ 3^i($^n tm erweiterten @inne, ober bet 
älic^tungdfoeffiiient^ n>trb ber artt^metifc^e Wlaa^ftah fttr 
bie 9lt(^tungd))erf(^teben(»e{t me^frerer gegeneinanber geneigter 
geraber Sinien unb erfeftt ben geometrifc^en Äreidbogen, tütU 
$er bort ju glei^^em IBe^ufe bient* jDte 9){u(ti)>Iifatton mit bem 
SRic^tung^foeffijientcn entfpric^t in geometrifc^er ©ebeutung ber 
SDre^ung eined Stabiud im Greife um ben 9tu(I)).un{t ^erum» 
Die obfotute 3a|it unb ber SRid&tung^foeffijient finb 
alfo bie beiben (Elemente/ beren ftd^ bte Slrit^metif bebient, um 
bie geometrifc^en ©runbbegrife ber geraben Sinie unb bed 
ftreife^ in ftc^ aufzunehmen« jDer Se^tere^ ber 9{i(^tungdfoeffif 
){ent, ifl nic^t me^r aU ein unabf^ängiger ^ felbflflänbiger Segriff 
jtt betrachten, fobalb einmal ba^ IBilbung^gefe^ ber abfoluten 
Saluten be^uf S)ar{leQung ailtx quantitatiioer ®r(§ent)er(fältniffe 
angenommen ifi: au^ bem Obigen ge^t^erioor, ba§ bie unbe< 
fd^ränfte 9lnn>enbung biefe^ ©efe^e^ burcb einfache logifc^e Schlug:» 
folgerungen not^menbig gu^Dorberfl auf bie beiben Segriffe ber 
@tetigfeit, ober be^ Übergangen burc^ unenblic^ Heine Unter*" 
fcbiebe, unb ber ©rifienj gweier einanber bireft entgegengefe^ter 
9li(^tungen/ al^ann aber auc^ auf bie 9ti(^tunge))erf(^ieben^ 
l^eit im SlOgemeinen, namentlich auf bie 3bee t)on Siic^tungen 
führen mu§/ n)e(c|)e burc^ unenb(ic^ fleine Übergänge au^einanber 
f^eroorgef^en unb itvi\6)tn ben btreft entgegengefe^iten Slic^tungen 
eine fletige 9tet^e t)on 3^tf(^^ngltebern einfcbalten. D^nt bte 
SorfleKung be6 {} eti gen gortfc^reitend in einer beflimmten 
Slic^tung fann man ftc^ auc^ bad äSefen ber Duantit&t ni^t 
t)oUflänbig benfen. SlQe^ n>a6 Ouantität ^at, mug bemnac^ auc^ 
bad Wltxhnal ber Stetigfett unb ber möglichen (^ntflef^ung in 
toerfc^iebenen 9ti(^tungen an fic^ tragen. 

§. 54. Sl^l^ere SegeiAlnuitg ber nttmögUdben unb ber 

imaginären ®rd#ett. 

9lun leuchtet ein, ba§ man in bem fletigen ®9fteme aUer 
benfbaren, fotool ber Ouantitit, toit ber 9li(^tung na^, uerfd^ie« 
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bcnen ®T6§en eine gcwtffe JWoffc, bereu ©lieber einer befonbe^ 
Ten Sebtngung entf)>re(^en, ^erioorf^eben/ unb bie Weiterungen 
unterfu(|!en fann, tn welchen biefe ®rJ§en jueinanber flef^en» 
aSenn man fol^ie ®rd§en Don etngef(|^ränften Stgenfc^aften ben 
D))erattonen irgenb einer 9le(^riung untern)trft, um bie SJerän^ 
berungen ju beobachten , weld^e btefelben unter bem Sinfluffe ir^ 
genb eine^ ©efe^e^ erleiben; fo ern^artet man, ba§ ba« SRefuItat 
tDteberum eine ®ro§e bon ber gebac^ten (fat^egorie fei* 9B&re 
2>ie^ nic^t ber ^aU, unb erl^ielte man aU G^rgebnip ber 9?e(^nung 
eine ©rö^e au^ ben übrigen ©Itebern bed obigen affgemeinen 
€9{temed; fo n>ftrbe man ben @(|»fu§ iie^en, ba§ ber gefledten 
Sorberung ber 3(ufgabie burd^ eine ©rö§e jiener befonberen ftlaffe 
fein ©enfige geleitet werben fonne* 2)ie Aufgabe tt^ürbe alfo 
ettt)a6 Unmogli^^e^ t)erlangen; unb man fonnte bie aud ber Sted^^ 
nung refultirenbe ©r5§e fefbft eine unmoglicbe nennen» S)abei mu$ 
man ^eboc^ wo^I unterfc^eiben, ba§ biefe Unmoglid^f eiten immer 
nur relatit), unb niemals abfolut ftnb; {te {tnb ti nur info^» 
fem, aU man t)erlangt, ba§ bie Qixö^c, meldte ben ^orberungen 
ber S(ufgabe genfigen foK, gewiffen im Dorau« an fte gefteUten 
Sebingungen entfprec^en fotf. S&gt man ben Segrif ber ®vi^ 
§en gati) unbefc^ranft; fo gibt e6 immer Sine ober mef^rere tcixU 
U6)t ©ro§en, n>elc^e burcb bad SIefuItat irgenb einer matl^ema^ 
ttfc^en SRec^nung un)n)eibeutig beflimmt werben, wie man fd^on 
a priori )u fc^liegen bered^tigt ift, ia eine berartige 9tec^nung 
bei i^ren fcffrtttweifen D))erationen immer nur folc^e 93er&nbe^ 
rungen an ben ©roßen bewirft, weld^e ben affgemeinen ber dnU 
flef^ung unb gfortbiibung affer ©ro^en ju ©runbe liegenben $rin^ 
gipien tnt^pxt6)tn. 

Sine abfolute Unm^glic^feit wfirbe eine ^orberung fein, 
bie burc^ feine m^ ben Stlbung^gefe^en bed iDorfle^enben $lb^ 
fc^nittcd erzeugte ®ro§e t)erifi}irt werben fonnte; ben aritfimeti* 
fi^en Sormelau^brudf, welcher ftc^ aU SnbrefuUat au^ einer fot 
^en (^orberung erg&be, wfirbe man mit Siecht eine unmöglid^e 
@rf§e nennen« IBer langt man Keboc^ nur, ba§ bie gefud^te 
®roge einer be|Kmmten 9lei(fe be^ affgemeinen ©roßenf^fleme^ 
angef^fre, unb ftnbet man burc^ bie 9te4»nung einen üu^brudF, 
welcher feine ®ro§e ber bezeichneten Steige, fonbem Sine aud 
ber fibrigen ©efammt^eit barfiefft; fo fann man jwar be^auf^ten, 
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ba§ bev Aufgabe burc^ {eine bet gegebenen ®tö§en etn®enuge 
geletflet werben fonne, nnb fann be^f^alb bte gotberung eine be^ 
bingung^n^eife ttnm(glt(^fett nennen; ba^ Snbtefultat i(i äbti^ 
gend feinet weg^ eine unmögüc^e @roge, ba ba^felbe ia dint 
im Seteic^e ber ViixtUdfUit Itegenbe batflelTt; e^ ifl nur ber 
Ku^brud für eine (Broge, totl^t nxi^t bte loerlangten <Sigenf(^af^ 
ten beft^t. Sbtiti^ntn toix baffer @r6^en t>on ber {enteren kxt, 
tt)el<^e burc^ eine im ))orau^ gegebene IBebingung au^ einer be^ 
fonberen 9iei^e be^ attgemetnen ©rd^enfyflente^ audgef<^(effen 
finb/ mit bem lYoax ni^t gan) pa^mitUf aber boc^ filr eine ge«" 
tt){ffe ftlaffe biefer ®ro§en aUgemein gebräuchlichen 9lamen ber 
imaginären ®ro§em Steelle ®xi^tn, }um ®egenfa$ ber 
imaginären, ftnb alebann bie, miäft jiener befonberen Steige felbfi 
angeiferen* 



§.55. JBefliwmiitig ber reellett unb imaqinättn 9t^ 
#eti be« allgemeineti ®rd#etiftirteme^ in befoiibertti 

Tfälltn. 

1) ^a« 3ma0tndrf, bebingt burc^ eine demiffr Ser^ranfnng 
ber quantitativen Ser^ältniffe, wie bei ben bi^fretes 

®r6fen. 

8(u^ ber Unteren DeSnition ge^t ^ert)or, ba§ ber aßgemeine 
fBegrif , meteben man mit ben imaginären ®rd§ett )» t>erbinben 
l^abe, nod^ nic^t )tt einer bef^immten tlxt wn ®x6%tn f&^xt, 
wt^t fl(^ immer burc^ biefelben c^arafteriflifc^en Jtennjei^en 
Don gen>iffen anberen, j« S* t>on ben pofttit>en ®ri§en; untere 
fil^eiben. jDie imaginären ©ragen geben ftd^ erfl bann gu erfen^ 
nen, n>enn in irgenb einem befonberen gaUe bie reellen ®rogen 
nä^er befHmrat finb; ade ©roßen, mt^t ni^t reett pnb, finb 
aUbann imaginär. 

äBotfte man )• Sd. nur Unterfuc^ungen aber gan)e 3a$flen 
Ottfleaen, unb forberte, ba§ atte burc^ gewiffe Ot)erationen {ti( 
^gebenben 3a$Ien ganje ober genaue Sielfac^e ber (Sin^ 
^cit feien; fo n>ärben üUt gebrochenen 3a^{en, fobalb f[e ftc^ 
aU (fnbrefttttate ber »ei^nung barfteOten, au ben imaginären 
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tlm Hefen gall an einem ®eif^{e(e <mi ter )>^9f(fd^en B^tt 
an erl&tttem; fo neunte man an, tin SJlenfc^ Uv^t^t {ti( von 
einem kfHnratten 9tuUpmUt au« auf einer Strafe fort, tciU^t 
in glei((en Sifl&nben mit ben 9{ummern{leinen 1, 2, 3, 4 }c* »er^^ 
feigen tfi: U I9irb gefragt, n^ie viel &tüd 9lummernfleine 
(ni(^t weld^e @tra§enlänge) er am Snbe irgenb einer 3eit 
hinter ftc^ f^abe* Diefe Slnjaf^i von juriicf gelegten Wummern 
mu§ offenbar eine ganje 3a^I feim $6 ifl ein unbenfbarer 
93egrif, baf ber SRenfd^ foUte 4} 9tummemfieine auf feiner Steife 




Berfif^rt ^a(en; in bem SugenSti^e, mo er in bem fünfte 4 an^ 
langt, ^at er 4 6tfi(f, unb in bem üugenbltcle, loo er in bem 
fünfte 5 anlangt, ^at er 5 @tä(f ©teine (hinter fi(^. @o(ange 
er ftd^ {rgenbn>o jn^ifd^en ben beiben fünften 4 unb 5 beftnbet, 
tt)irb man immer nur von i^m fagen fcfnnen, er ffabe 4 9lum« 
memfleine f^inter ftc^« 

93ottte man nun bie gefuc^te @tfi(f}a|»t babur^ befUmmen, 
ba§ man bie von bem 3Renf(^en am Snbe irgenb einer 3^t jurfttf« 
gelegte SAnge von a Längeneinheiten bur(|^ bie SAnge be« Slb^anbe< 
irgenb }tt)eier 9lummem{teine Ol := « S&ngeneinffriten bivibirte; 

fo ivfirbe ber Ouotient — f^Sufig gebrod^ene Saluten ergeben^ 

wtt^t mithin ben an fte gefleOten gorberungen fein ®enfige 
leifien f jnnen« S)effenungea(|^et ge|»6ren bte ^ier aW imaginär 
}u betrac^tenben gebrochenen 3a^Ien fe^r tt)o^I ju ben mirflic^en, 
unb ^aben einen nid^t }u verfennenben, ber Aufgabe im Sllge^ 
meinen entf^rec^enben Sinn« 

Um nn« von ber iva^ren Sebeutung folc^er gebrochenen 
etüdsa^Ien 9le(^enf<^aft ju geben; fo bemerfen tvir leitet, baf 
bie aufgäbe im vortiegenben %aiit mit anberen Sorten bie ^or^* 
berung in ftd^ fd^Iiegt, bie Cntfcmung be« «cifenben in irgenb 
einem Stngenblitfe vom 9ht(())unfte burc^ bie Sln}a|^( ber paS* 
firten 9himmemfteine )u meffen. 9btn leuchtet ein; ba§ ft^ 
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htx Strifenbe gu jlcbcr 3tit in irgenb einem fünfte ber &ixa^c, 
alfo aud^ in irgenb einem Hbfianbe wm 3lnüpunttt beftnben tüiti, 
ba§ mithin iai Stefultat ber 9te(^nung immer eine toirftic^e 
®rö§e fein mn^ ~ ob biefe ®xö^t aber in bie Steifte ber Qan^ 
ten 3A|^I^n gefrort, unb bemnac^ ber e^orberung im engeren @inne 
genfigen fann, ifl eine anbere Srage, n^eld^e ftc^ im vorauf nitSfyt 
beantn)orten I&gt SBie bad (SnbrefuUat aber aud^ audfaOen 
mjge; fo ))iet fttfyt fefl, ba§ ba^felbe immer bie GFntfernung bed 
Steifenben ^om 3lnUpmttt barfleUt 

S>ie (Entflef^ung ber d^tf^I^n, n>el(^e bie SRengen *ber gurfitf^ 
gelegten tRummern 1, 2, 3, 4«*« angeben, gefc^ief^t arit^metifd^ 
bur<^ fortgefe^te SIbbition (Siner (Sin^eit nac^ ber anberen }um 
SBert^e nuIL Die geometrifc^en Silber für bie SBert^e biefer 
3a^Ien {tnb bie SRengen ber 9lummemfleine 1, 2, 3^ 4 . • • in 
ber obigen Sigur; man erfennt jiebo^i/ baß j[ene B^^I^^rt^e bie^ 
fen Snengen nur unter ber {liUfc^toeigenben Setra^tung beigem 
meffen totxitn, baß bie 9lummernfleine in getoiffen Slbflänben 
aufeinanber folgen, unb bemjufolge nacf^uubnad^ )oon einem 
SRenfi^en berfif^rt werben, welcher {tc^ in ber Stic^tung ber ®traße 
bewegt* 93e^nbet {t^^ berfelbe iti bem Steine 9lr* 4; fo l^at 
er 4 ©teine ober 4a Längeneinheiten hinter ftc^: Ui bem Steine 
9lr* 5 angelangt, ^at er 5 Steine ober 5a Längeneinheiten )u^ 
rüdgetegt* IBefänbe er ftc^ nun aber bei bem Übergange ^on 
9lr» 4 ju 9lr. 5 in einem. fünfte, welcher nm bie Länge =|a 
^on bem Steine 3lx. 4 abßänbe; fo tofirbe er 4a + |a=:4|a 
Sängeneinl^eiten ober 4| Stationen ^on ber Sänge a gurftclgelegt 
f^abem (£i ifl leicht einjufe^en, bag bad obige imaginäre SlefuI^ 
tat )[)on 4| Stüdf 9lummernf)einen, fowie e6 burc^ eine 372effung 
ber (Entfernung 4|a bur(^ bie Station^Iänge a erhalten ifl, ben 
geometrifi^en £)rt jwifc^en ben beiben 9tummernf)einen 4 unb 5 
bejeic^net, in welchem ft($ ber Steifenbe momentan befinbet. 

9BoQte man loon bem SSert^e ber abfoluten Länge gang ab^ 
flra^iren, welche gwifc^en irgenb }wei ber obigen iRummernfleine 
1, 2, 3, 4*«« liegt, unb biefelbcn nur nac^ i^rer 9tei^enfo(ge 
unb Stftd)a^I betrad^ten, glei(^t>iel, ob ftc^ bie Steine in gtei^ 
(^en ober in ganj t)erf^iebenen Sibflänben ooneinanber befänben; 
fo fann man immer noc^ na^ ber Stildf)a|^( ber jurüdgelegten 
9lttramernfleine fragen; nurmü§te biefelbe aldbann burc^ ein an« 
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btxtif aXi iai ^or^erge^enbe Sneffung^vetfaf^ren (efKiniitt tver^ 
bem 2)te an t^m et tf(^en Sludbtüde 1 Stein, 2 ©tetne, 3 @tetne k. 
uferten aud^ in biefem SaOe geomettif^» burd^ bie ftetige Se^ 
wegung eine^ ^unfte^ in ber 9{i($tung ON befc^rieben. ^ 
9tr* 4 angelangt, entfpric^t ber Drt btefe^ $unfted ber Se}ei(^^ 
nung ^on 4 jurftdgelegten 9Iunimernßetnen; in 9{r« 5, ber 93e^ 
get^nung )9on 5 bergteic^en jurfidgelegten Steinen« jDa burc^ 
biefe arit^metif^^en Sluebräde jugleic^ ber geometrifc^e Ort be^ 
iti^ntt Wirb/ in tt>elc^em {t(^ ber fragli((e $unft in loerfc^iebenen 
3eiten beftnbet; fo leuchtet ein, bag eine SSeranberung be^Crted 
üuä) eine SBeränberung be^ arit^metifc^en Su^bruded erforberlic^ 
mat^t, unb ba§ feine ber Sagen, in ml^t ber ^unft bei feiner 
Sewegung »on 9?r. 4 bi^ 9h:» 5 fommt, fowenig burc^ bie Se^ 
aeic^nung t>on 4, toie bur(|^ bie Se}ei(|^nung t)on 5 iurüdgelegten 
9Iummernfleinen bargejIeKt werben fann* 3n ber Witt jwifc^en 
3lx. 4 unb 5 angelangt, wirb ber $unft fo na^e an bem erfle^ 
ren^ wie an bem Unteren fein, unb ed leucf^tet ein, bag biefer 
Ort burd^ ba^ aritf^metifcf^e 9RitteI iWif(|^en ben 3<t|flen 4 unb 
5, alfo burd^ ^ C®täd )urädge(egte 9{ummernfteine) wirb bar^ 
gefleKt werben muffen« Überf^aupt wirb bie gemifc^te 3a^( 

4 + -^, warin -r- < 1 ^9f «in^ « O^t jwifc^en ben beiben &ttU 



a 



nen 9tr. 4 unb 5 (ejeic^nen, welcher um -r- bed gegenfeitigen 

abflanbe^ biefer teiben Slummern »on ber erfteren entfernt tiegt« 

3ti einer a^nti^tn SSeife, wie ^ier bie Stfidsa^Ien einer 
SRenge loon t)erf(^iebenen aufeinanber folgenben 92ummemfleinen 
au^ ber entfpred^enben Sinf^eit gebilbet finb, entjlefien ade bid^ 
freten ®r6§en aud if^ren aU einfa^ unb unt^eilbar angenom^ 
menen 2:^eilen* Diefe Steile unb beren SBielfac^e fletten aber 
immer nur gewiffe ©lieber einer fletigen in^ Unenblic^e fort« 
laufenben fftti^t bar^ beren allgemeine^ Silbung^gefe^ f[(^ ^eber^ 
iüt entWeber au^ bem ©runbbegrif e ber in SRebe fle^enben ®r5§e 
unmittelbar, ober mitUtbax aM ber ärt unb SBeife ergibt, mt 
man ben SBertff biefer @roge burc^ anbere migt* Sei ber Ie|^ 
teren IBeflimmung^art tritt at^bann ba^ äBefen ber aU ^aa^ 
bienenben ®r6ge an bie @te((e ber ju meffenben ®x5^t, wie SDOr« 
l^in ber 93egrif ber (Entfernung t)om yinUpunttt an bie SteUe 
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Ut Segtif e< ^on einer getfifen SRenge lurMitU^Ux 9htmmenu 
ftetne trat 



§. 56. 2) jDad 3mQ0in&r(, bfbingt butcb «ine getotffe SBfs 
fcbrdnfund ber Stid^tuttgöt^erültttiffe« 

3fn beut ^or^etgei^enben Setfptele einer bidfrcten ®r6fie 
tDurbe (efonber^ auf folc^e tmagtn&re 9tefuUate aufmerffam ge^. 
tnac^t/ tt)elc^e t^ren ®runb in genotffen abfolut qnantttattt>en 
Serf^&Itntffen f^atten, bte von t)orne f^eretn au^ ber (Sefammt^ett 
aKer reellen ®rj§ent)erf^dttnt§e au^gefc^Ioffen toaxtn. (Si Un^^ 
M tin, bap in btefem %(iüt an(fy aKe btejientgen SBertf^e aU ima^ 
ginire anjufef^en ftnb, ivelc^e eine Sntfle^ung na(|i einer anbe^ 
ren aM ber ))oftttt)en Slic^tung ON, beurfunben, gleichviel, ob 
Me Ouantit&ten berfelben bur(|i ganje ober gebrochene 3a|fTen 
bargeflellt tverben, ba ed i. 93« beim erflen 93eifpieTe eine not^^ 
wenbige S^rberungMfl/ bag ftc^ ber ^tn^^ vom fünfte O aud 
nur in ber Stic^tung O N, unb in feiner anberen ben)ege« SBäre 
auf biefe 2Beife bie SBetoegung bed Se^terett nic^t befc^r&nft; fo 
Wnnte er in jieber beliebigen, burc^ bie 9lic$t«ngöfoefjijienten (— )"• 
ober e»**^-! = cos 9+ sing)''-! befiiinmten SRicJ^tung OP fort* 
[(^reiten, unb bariti a Wummernfleine l^inter ftc^ taffen» Die 9lot^* 
toenbigfeit einer folc^en IBetoegung, um ber Sebingung einer ge«* 
tviffen Aufgabe ju genfigen, n^firbe bie 9ie(^nung burc^ iai 9te* 
futtat (— )'"a=a (cos 9+ sing) ♦1/—T) gu erfennen geben. 

X)er le^tere Su^brud tvfirbe ofenbar aud^ bann noc^ ein 
imaginärer fein, n^enn e^ ft^ nic^t um bi^frete, fonbem um voQ* 
fommen fletige ®rdgen f^anbette, benen aber bie Sebingung 
auferlegt mare, ba§ fte nur in einer eingig gegebenen Stidjitung 
ON gebilbet feien, din folcf^er Satt tt>ärbe eintreten, n^enn man 
nad^ bem Slbjlanbe vom fünfte O fragte, in toti^tm {td^ ein 
Stitptx na(S) einer gen)ifren 3eit befänbe, ber mit einer befannten 
®ef($kvinbigfeit in ber Stic^tung ON fortgeflo§en tvfire. Q^in 
StefuUat =— a tt)urbe ^ier ebenfo imaginär fein, tvie einStefuItat 
von ber attgemeinen gorm (— 3'"a=aCcos^+sin9.|/— 0* 
3n folc^en %&ütn, kvo ba« ^magindre burc^ bie IBilbung in gen^iffen 
Slidi^tnngen bebingt ifl, ^at man gur G^rff&rung ber (Enbrefu^ 
tatt ni^t ben 93egriff gu mobiftgiren, tvefc^en man mit ber ab* 
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StUttn OuantitSt bet in Wed^nung geira^ten ®r{§cn hx^ 
tavlt, fonbem tebigHc^ b(e SSorfleaung, »el(^e fi(^ an bu Cnt* 
fte^ung ber Duantität btefer ®r5§en na(b befltmmten 9ti^tun^ 
gen fnft))fte« 60 »ütbe ber t)orflc^cnbe Siuöbtuif — a immtx 
^e(§en, ber SIbflanb be^ J(6r)>er^ am (Enbe ber gegebenen 3ttt 
t^om ^nnfte O betrage a Sängenetnl^etten; bamtt bte 9(uf^ 
gäbe aber möglich fct, nififfe fii^ ber Äörper tiic^t in ber SUd^^ 
tung ON, fonbem tn ber btreft entgegengefe^ten Slict^tttng OM 
mit berfefben ©ef^wtnbfgfett fortbenjegen. Da bad festere «n^ 
ter ben gemachten Soraudfejiungen ni^t 'otxtüixUiöft werben lann; 
fo brädt bie S^rmet — a l^ter etn tmaginäre^ 9tefuUat au^. 
2)&(^te man |t(^ einen ^jfr^er^ n)e((^er fld^ tn trgenb einem 
ynnttt Ui Z^tiM OM ber unbegränjten geraben Sinie MN 
augenbltiflic^ in fRu^t befdnbe, unb »on einem in O befinbti^en 
$t6xptx na^ ben ®efe$en ber ®rat)itation nngejogen würbe, fo* 
ba§ er in So(ge btefer Slnjie^ung^fraft nac^ befannten mecbanii* 
fc^en ^rtnjipten um ben ^unft O eine in ber 8tnie MN liegenbe 
o^jiKirenbe Bewegung anjune^men gezwungen w&re; fo tofirben 
fon>oI )>ofitit)e/ wie negatit^e SSertfie fär ben SIbflattb be6* 
felben 100m 9Rittef)>unfte O am (Snbe einer gewiffen Stit iu ben 
reellen Slu^brfiden ge^dren« 3niagin&r waren al^bann Sßert^e 
t)or ber gorm aCco6q> + »mq>.i/'^\% welche eine ni(!^t mit ON 
ober OM {nfammenfaKenbe Stit^tung bejeit^neten. 



§. 57. iDie tänmli^tn IBe^iel^uttoett alö uiit>et£it#et« 
li^t^ SKetfmal aller fibrif^ctt ®rd0em 

JDte in ben legten bctben ^aragraj)^en erl&utetten SSer^iW* 
niffe finben \id) an einer jeben Ä'at^cgorie »on ©rogen wieber, 
au^ benen bie ^Jtat^tmatit ühtx^aupt Kombinationen ju bilben 
im ©tanbe ifr Mt ©ropcn, fobalb jle aW gtemente in eine 
mat^ematifc^e SRed^nung eintreten, tragen ben ©^arafter ber 
91 ä umlief feit entwebcr unmittelbar an fic|^, inbem fie felbft 
Slaumgrögen finb, ober jie erlangen benfelben burc^ bie 8rt i^rer 
(Sntjie^ung im 9laume ober bur(^ SQBirfungen, wetcj^e jle auf 
räumliche ©rogen ^croorbringen, unb wel(|)e aiebann ju Tiaa^^ 
einleiten bienen, um bie fraglichen ©röfen unter einanber ju 
terglei^^en* »u« ber ©efammtf^eit ber auf bicfe SOBeife entjlan* 

10 
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bmeit @xi^tn f^tU man int^tittn iefonberc 9ttl^ wegen Qt^ 
wiffer t0x(btiitt (Eigenfc^aften ^eiDor; wie S>iti tit bem Sdti^pitlt 
tti S* 55 mit ben ganjen Sa^itn ober 9lumine?n unb in 
ben betben Setf^telen be^ Sd. 56 (Sin ÜXal mit ben yofiti)>en 
nnbba^ anbere SRal mit ben po^iti^tn unb negativen 8lbß&n^ 
ben t)cn einem gegebenen fünfte gefc^e^en ift, be)et4^net bie 
©lieber btefer Steigen »egen jener Sigent|ffimli(bfeiten u>o( gar 
mit befonberen 9}amen, unb inbem man bei einer foldbtn fünfte 
li^tn 3foIirung ben natüxli^tn 3ufammen|^ang in ben (>inttx* 
grunb treten U^i, wtl^tx auc^ biefe ©lieber an bad allgemeine 
€yflem t)on gleichartigen ©rogen tnüpft, glaubt man in ben fo 
tomt&xli^ gefonberten ®r6§en eine eigene Gattung erfd^affen )tt 
^aben^ beren®(ei(^artigfeit einjig burc^ bie ermäfinte QFtgen^ 
tffümlid^feit in if^ren gegenfeittgen Ser^ältniffen bebtngt fei» 
SBenn man jleboc^ auf ben S(ft ber ^ntfle^ung biefer ®r6§en ober 
auf bie Sebeutung berjenigen ©rofen {urfttfgel^t, burc^ mi^t 
Üene gerne ff en unb mitfiin f^inflc^tlic^ i(^rer Sunbamentalbet' 
beutungen beßimmter unb umfaffenber cbarafteriftrt werben; fo 
erfennt man leicbt ben aKgemeineren Segrif/ welcher bem SBefen 
ber erfleren, aM einem fletigen @;^fieme geriffenen ®rö§en ju 
®runbe liegt* 

3n biefer allgemeineren 93ebeutung tragen äffe ®rj§en 
(Sin unb berfelben Sirt, fobalb f[e nur faf^ig ftnb, ben einfad^^en 
Operationen ber SRat^ematif, nam^nttii^ ber SBermef^rung unb 
93erminberung ^ unterworfen )u werben ^ aOe jene flSejie^ungen 
an ft<^, welche wir weiter oben an ben räumlicben ®r5§en fen^ 
neu gelernt f^aben. Sd fann 2)ied umfo weniger befremben, wenn 
man beachtet, bag ade ®rö§en ber augern materiellen 9Se(t in 
ber 9Bcife/ toit fie \)or unferen ©innen erijiiren, entweber Wrper* 
It(|^e SrffiOungen be^ abfointen Staumed fetbfl ftnb/ ober burc|f 
berglei^en p(^vftf(be fiörper gemeffen werben, }»it )« 9. bie 3n^ 
tenfttätcn ber oerfc^iebenen Gräfte. Sitten Übrige/ wa^ im 9{aume 
nic^t wirttic^ eriftirt, ober boc^ niöft unter ber befonberen 93e« 
beutung eriflirt; unter ber wir 2)a^felbe ju betrachten belieben, 
oerbanft ber menf^^Iic^en Slbf^raftion fein SDafein. S)a ber 
aRenfc^ aber nur im Staube i^, )>on jDingen ber Stufen weit 
Stbfirafttonett ju bilben; fo werben fid^ feine ibealen @(^o))fun^ 
gen au(^ niemaM ber ®runbbeb{ngungen ber (f riftenj im 9taume, 
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mit^ iti ber %{ttion qnantitati^tt (Brjfjen nimaXi it* 
Segrtffe« bev attmäf^Iigen ober flet igen Stibung tn unenbKc^ 
)Derf(^tebenen 9li(^tungen ent&u§ern fcfnnen* 

aSte ftd^ ber attgemeine (^(farafter ber räumltd^en (Br6f|eit 
mt ^erfc^tebenen anberen burc^ Sbßraftton erjeugten SIrten ^pn 
®r6$en fenntlic^ tnad^t, n>o((en toix )um S(^Iu{fe biefr^ Sbfc^mt* 
ted no(^ an einigen fpe^teKen 9eif|)ielen }tt erläutern fuc^em 



§. C8. Scif!t>iel 1. 

Z)ie 3eit ifi bie %otm, in welker n>ir bte Sufeinanberfofge )>on 
Sußänben im @eifle aufhe^mem Die 3bee ber abfoluten Stit ifl ber 
be^ abfoluten Stauntet gan} anafog: n>ie tt>ir t>erf(^iebene Z^tHt Ui 
Sedieren baju benu^en, um bie räumliche Slu^be^nung p^p^^dftx, ben 
älaum erfuttenber Körper ju befh'mmen; ebenfo bebienen mir un^ 
ber ^»erfi^iebenen 9l(f(^nitte ber abfotuten S^it, um SDermittelfl 
berfelben ta€ SKerfmat ber jDauer an gewiffen in ber S^it 
eriiiirenben IDingen }u meffen* S)iefe Beitobfcf^nitte (tnb äbrigen« 
feine (Sropen, beren SBert^)>er^&(tn{ffe burc^ unmittelbare 9Bal^r^ 
nej^mung )ur mat^ematifc^en Srfenntnig fommen fjnnen, n>ie 
2)ie^ iti ben x&nmli^tn ®rö§en bur(^ birefte Sergleicbung 
mit trgenb einer gegebenen gleichartigen ®rö§e ber %aU ift 
ba {t(^ bie S^itti^t^ü nic^t burcb bie äußeren @inne beobachten 
Iä§t. S8enn gteicb tt)ir t>on bem aKgemeinen SBefen ber 3eit 
eine innere SBorfledung beft^en; fo ftnb un^ bie einjelnen 3eit^ 
räume bamit no^ nic^t aU matl^ematifc^e ®ro§en gegeben/ 
»oju jte erfi werben, nac^bem jle gemeffcn unb jttjar burc^ 
ertenfi^e ©rtSßen gemeffen |inb, an bcnen fic^ bie einfad^en 
Operationen ber 93ermef^rung unb SSerminberung na^i beflimmteU/ 
in ber Statur ader quantitatt\)en SBitbungen begrfinbeten ®efe(}en 
anfc^auen taffen. 

Um ^iernac^ bie gegenfeitigen S5Jert{it)erI?äUnijfc ber t^erfcbtc* 
benen 3«föbfc^nitte auf eine fiebere Safi« jurücf jufii^ren, jlnb wir 
gejtoungen, in ba^ ®ebiet be^ 9laume^ ^erabjufietgen, um barin 
bie C&ngen 3U beobachten, wel^e ein mit gleichförmiger ® efc(;n) tn^ 
bigfeit ftc^ bewegenber $unft jkoifc^en bem 8(nfang6^ unbSnb^ 
augenbtirfe irgenb eine« ju beflimmenben 3e{tabfc(;nitte6 befc^reibt» 
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2)€T0e8tif btx (Bt^^toitiHiitit, tveld^et \tXbft txft itxtäfhtn 
beraftfolttten 3eitt>erflanben n>erbenfann, tritt ^{rt^e^of (Et^ 
fenntiit§ bed Stltung^gefe^e^ ber }ettlt4^en ®rj§en aH tntegri^ 
uxAU Slement in berfelben 9Beife auf/ n>ie ber ^on ber SScr^ 
fteKung bed abfoluten Staume^ abhängige Segrtff ber Drt^^ 
»er&nberung ober Setoegung be^uf )[>o((flänbiger (Srfeittitmf 
ber (Entflefiung ober Sef^^retbung ber räumlid^en ©rofen att 
un)>eräuger(t(^e^ ^oftulat fi^» geltenb ma^tt. 

Dur<^ eine foJcbe SWejfung ber 3ettabf(^nitte i>erm{ttetfl 
räumlicher ©rogen rniirb nun auf bie (2Frf}eren ber (Srunbc^araf^ 
ter ber Se^teren übertragen. SBenn tt>{r jene ben adgemeinen 
mat^entattf^en Operationen unterwerfen; fo fe^en wir and ber 
9{ec(nung SlefuUate ffert>orge(fen , welche flc^ }U)of rberft auf bie 
9latur M xäixmliiftn ^aa^t^ begießen, unb welche bemnäc^ft 
in ber iwifc^en biefem Wlaa^t unb ber gemeffenen 3eitgro§e ob«» 
waltenben SBesie^ung i^re (Srfl&rung finben. 

Slngenontmeu/ wir beftnben un^ auf bem geraben 3uge einer 
Cifenba^nlinte, unb werben in einer beftimmten Slic^tung mit 
einer gegebenen fonßanten ©efc^winbigfeit )Dorwärt^ getragen; 
U wirb na<^ ber 3eit t gefragt, in welcher wir irgenb einen in 
ber (Ebene ber aSa^n liegenben f)unft erreichen. 

S)er Sert^ ber 3ett t iß ^ier ba« fStv^aUni^ felbfl, in 
welchem bie {!ange bed burcbtaufenen 28ege^ )u bemjienigen SBege 
fle^t; weTd^er mit ber gegebenen ®ef(l^winbigfeit in ber 3eitein<' 
f^iit befc^rieben wirb. @oIange jiener 2Beg unb biefe ®ef(^win« 
bigfeit nur ipx^x Ciuantitat nad) betrachtet werben, wirb aud^ 
ber SBert^ ber 3eit t nur eine quan(itatit)e Sebeutung ^aben; 
fobalb aber ber burc^^Iaufene 9Beg auc^ ^{nflc|^((i(^ feiner befon^ 
beren Slic^tung im Staume in (Erwägung gejogen wirb, iiber^ 
trägt ftc^ ebenfaUd ba^ 2Rerfmat ber SRtcbtung auf ben SSert^ 
ber @roge t, unb umgefej^rt, wenn ber für t gefunbene Siu^brud 
ba6 ^rinjip ber Slic^tung beurfunbet; fo ift badfelbe junäc^fl 
auf bie 9tatur be^ aSeged )u bejief^en, welcher ber 3eitgroge 
)um unmittelbaren SRaage biente, unb in welchem bie Se^tere 
befd^rieben iß* 

jDemnac^ leucfitet ein, ba§ ^ier tin )>ofttioer fßtxt^ +t 
einen 3citraum \>on ber abfoluten (Bxi^t wn t 3eiteitt^eiten be« 



}et<^et/ in welchem ein in bet Slic^tung ber Sen^fgnng be< 3^ 
ged {iegenber $unft erreicht werben u>irb* 

SDet Sludbrud — t n)ärbe einen 3eitraum t)on t 3eiteinfie{^ 
ten ititiüfntn, in xctl^tm ein $un{t erreicht n)erben n>arbe/ ber 
ebenfalls in ber geraben Sda^nlinit, aber rudwartd )oon bem 
Sudgang^punfte läge, din folc^er fünft fann bei ber loorge^ 
f(^riebenen Sen)egung bed 3ug(^ ofenbar nic^t erreicht werben; 
ba^ 9tefuUat ijl a(fc in ber engeren iPebeutung bed S^ 54 ima^ 
gin&r: man f($Ite^t jieboc^ aud ber 93e)te|^ung, welche {Wifd^en 
ber 3^itgroge unb ber biefel^e meffenben atauntgroge flattfin« 
bet, ba§ ber fragliche ^unft in ber 3eit t erreicht werben wärbe, 
wenn ffc^ ber 3ug mit berfelben ©efcfiwinbtgfeit in einer ber 
ttrf))ränglt($en entgegengefe^ten 9{i4ftung in Bewegung 
fe^te. äBenn man fi(^ benft, ber 3ug trete feine Bewegung in 
bem obengeba4)ten räcfwärt^ Itegenben fünfte an; fo wirb er 
offenbar nac^ 33er(auf ber S^it i in ben urfprungltdj^en 9{u([punft 
be^ Staume^ kommen: foQ nun btefer 3Roment bed (Eintreffend 
im ißuttpunfte be^ Slaume^ mit bem Slnfang^punfte ber ^txtxti)* 
nung sufammenfaden ; fo ifl e^ not|^wenbtg^ ba§ bte Sewegung 
bed 3uged um t 3eitetni;eiten toor ber obigen 3eitre(^nung ht* 
gönnen ^aht, unb man fann wegen biefer Sejie^ungen aud^ fa^ 
gen, ber in ber 3ett — i )u erreic^enbe $unft fei in golge ber 
Bewegung bed 3uge^ in ber gegebenen 9{i(^tung bereite 
t)or ber3^it t erreicht worbem Die negatiioen 3eitgr5f en ent^ 
fprec^en alfo in biefem gatte bem SBegriffe t>on bereite t)erftof^ 
fenen ober t) ergangenen 3^i^^äumen/ wäf^renb bie po(tti\>eu 
bie 3ufunftigen ^titxccnmt barftettem 

aOgemein wirb ber tlu^brucf C-~)"* ober «(cosqp -f sin^.V~f) 
einen 3(i träum bejeic^nen, in welchem burc^ bie obige Sewe» 
gung ein $un{t erreicht wirb, beffen abfolute (Entfernung ))om 
aittdgangöpunfte in ber ^tit t burt^Iaufen werben fann, ber aber 
in einer unter bem SBinfel nix = (p gegen bie Sa^ntintje 
geneigten 9li($tttng liegt. jZ)iefe^ 9{efu(tat ifl ebenfafi^ bur^ 
bie SBebingungen ber Slufgabe nic^t ju realiftren, unb bemna(^ 
imaginär; feine ©cbeutung ift j[ebo^ bie, bag man in ber 3eit 
t in ben befagten ^unf t fommen würbe, wenn ber 3ug bie unter 
bem Sßinfel ^ geneigte Wic^tung einf(^{fige. 9ei ber gegebenen 
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Setvegung bed Buge« mtrb man ftc^ am dnU ber 3ett f cosq^ 
tm Cnb^unfte bed )[>on jlenem fünfte auf bte S3a^nltnie gefdKten 
$erpenbt{el^ beftnbeti; unb ))on btefem fünfte fettn)drt^ noc^ um 
einen äbjlanb entfernt fein, wel^^er mit ber gegebenen ®e^ 
f(^n)inbigfeit in ber 3^it tsmq) burd^taufen »werben fann» 

SBenn man ftd^ flatt be^ an bad @(^ienengTei6 gefeffelten 
QEtfenba^njuge^ einen ganj freien fi'drver benft, toti^tx ft^ un^ 
ge^inbert nac^ aUen Slid^tungen ^in bewegen fann, unb fe$t ^ox^' 
ani, bie SSen^egung biefe^ ^örperd fei nur in fo tt^eit gegeben, 
baß man bloß bie/enige ®ef(^tt)inbigfeit U^immt, mit tt^üöftx 
ft(^ berfelbe in paralleler Siic^tung gu ber obigen Sa^n be^ 
tt^egt, inbem man jienem Körper gefiattet, gleichseitig in ptx^ 
^>enbifularer Slic^tung ju biefer ©a^n mit jeber beliebigen ®e«^ 
f(^\t>inbigf eit fortjueiten; fo leuchtet ein, baß wenn ber SQBert^ 
biefer ©eitengef(bn)inbigfeit j)affcnb gewählt ivirb, ber Äürjjer 
am (5nbe ber 3^it t in einen /eben burc^ f {cos q)-}- sin (p.y^x) 
bargepettten ^un!t ober in einen /eben ^unft beö ^erpenbifeW 
gelangen fönne, n^elc^ed in bem burcf^ tcoscp bargejieKten fünfte 
ber Sa^nlinie erricf;tet ift* Die in ber Slic^tung ber Sal^n 
bur^^taufenen fRäume btlben ba^ üWanß für bie wäfirenb berSe^ 
toegung be^ ^r^erö t)crfIof[ene 3tit: e^ muß alfo be^uf 9tealc^ 
ftrung bed Tester m&f^nten ^atte^ m5glic^ fein, baß ber Aor^er 
außer ber Bewegung in ber bireften Slic^tung ber 95a^n in ber^ 
fetben 3eit, welche jur Durc^faufung biefer ©a^njlrede erfor«^ 
berlic^ ifl, nocf^ anbermcittge Seivegungen machen fönne, jn beren 
SBodfufirung feine reeKe d^i^große notf^n^enbig ijl. Sei einem 
gang freien Jlorf)er fann Died baburc^ gtfc^cf^tn, baß berfelbe in 
fd^räger 9ii(^tung gegen bie Sapn ben>egt wirb; bie beiben 
JC^eile be6 paxtUü imaginären Slu^brudfe« eCcos^+sinqp.V"^) 
meffen al^bann refp. bte Seiten, in welchen bie Komponenten be^ 
ioirfIi4^ burc^Taufenen fc^rägen äSege^ in paralleler unb perpen^ 
bifularer Stic^tung, /ebe für ftc^/ burc^Iaufen werben würbe, wenn 
^äf ber Körper bloß in ber Sli^^tung einer eingelnen Komponente 
mit ber i|^m in biefer 9ti(t^tung gufommenben ©efc^winbigfett 
fortbewegte, unb wenn babei /ebe^mal ber bur(|^taufene Staum 
at^ "SJiaai ber rceKen 3^it angefef^en würbe* 

jDaburc^, baß ber Körper neben feiner Bewegung in paral« 
leler 9ti(^tung gur Saf^n mit ber gegebenen fonßanten ®efd^wtn^ 
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(igteit glei^jetttA etnt Semegung in perpenbtfuldrer St^tung 
ju betfel^en etnfc^Kgt, &nbem ftd^ btc St&unte md^t, tt>e((^e et 
in getotffen 3tttfn in ber erfleren Otic^tung burc^Iaufen toirb, 
wit t>erf4^icben auc^ bie Sldume fein mögen ^ bie er in )ftxptniU 
fnlaxtx 9ti((tnng burc|^ei(t Seibe ftnb ))oneinanber ganj unab* 
gängig; mon fann einen jieben berfelben ^axiixtn laffen, of^neben 
anbeten )u &nbetn. 

S* 59* 0etta(^tet man nun bie 3(it obet bie X)auet einet 
tEtfd^einung, }. S* ba^ Seben^alter eined SRenf^^en^ K ff* bie 
3eit, meiere feit bet ®ebutt be^felben bH gu bem gegenmättigen 
HugenUiifo t)etf{offen if}, gan) in abfltaftem ©inne^ teprSfen» 
titt biefelbe alfo nid^t geometrifd^ bnrc^ ben t&umlic^en SSeg, 
t9el(^en ein mit gtetc^fdtmtget ®ef(|^n)inbigfeit im 9lanme ft(^ 
bemegenbet Xixptx wi^tenb bet fraglichen 3rit befc^teibt^ inbem 
man ti gan) glei^igäftig lä^t, ob ftc|^ fiberfiaupt ein Stöxptx wa^ 
renb btefer 3^it bewege unb mit noet^^er @ef(^n)inbtgfeit er X>iti 
t^ue; fi) leuchtet ein; ba§ bie SBertf^e ber pofttit>en unb negatit)en 
3eitr&ume^ toti^t t>or^tn burc^ bie in berfelben geraben Sinie 
nac^ entgegengefe^ten 9li(^tungen befc^riebenen SBege bargeflettt 
I9urbe, refp* bie Sebeutung ber t)on einem gegebenen 3(it)>unfte 
au6 bereite \)ergangenen, unb bet nocf^ in bet 3ufunft lie^ 
gen ben 3^tabf(bnttte, obet umgefe^tt, annehmen« SBenn man 
a(fo bad 9(tet eine6 9Renf(|!en in +t 3a|iten angfibe; fo mfltbe 
t>iti Reißen; feit bet ©ebutt be^felben feien t ^a^xt t)etfIoffen: 
in einem imaginaten 3((tet ^on —e ^a^xtn mfitbe ein nod^ 
tii^t gebotenet ^enfc^ fein, weichet abet in t ^a^xtn üebenfall^ 
geboten wetben »fitbe, obet bi^ ju beffen ®ebutt ))on j[e$t an 
nod^ t 3a^te )[>et{Iie§en müßten« 3m $(ugenblicfe bet ©ebutt 
»iltbe ba« aitet biefe^ 3»enf(^en 3a^te fein. 

Untetfu^^en \mx je^t, tt>a^ e^ f^eifen n>fitbe, n>enn eine 
»ed^nung fut ba6 »ftet eine« SWenfc^cn ba« 3lefuttat tl/~\ 
etgÄbe. Detfclbe ifl nic^t t 3a^te att, unb nnrb au(^ nic^t in 
i Sagten geboten wetben; ebenfowentg befinbet et ft(^imaugen^ 
blirfe bet Cntflel^ung* SBenn tin TOenft^ um e / -^ 3a^te 
Alt et obet jl finget gemotben fein foK; fo fann ft(^ fein teette^ 
obet toixtü^t^ %Utx in feinet SBeife geänbett ^aben, ba bie in 
ben «oeffliienten K^ mutti»)tijitten ©tögen in ©ejie^ung ju 
ben teeOat ®tjpen bei bet abbition obet 6ubttaftton fic^ n>i€ 
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gan} heterogene ®rc§en ur^aittn, bte etnanbet fott>entg t)er^ 
mef^reu, mt verminbern fonnen: cö mu§ alfo feit trgenb einem 
augenbticfe eine gew^iffe 3«tgr6§e üerfloffen fein, tvtidft auf bad 
n)a|)re Sllter bed in SRebe fre^enben SRenfcf^en, \»tl^t^ burc^ ben 
)n)if(^en bcm 3Romente feiner ©eburt unb bem je&tgen Slugen^ 
ilidt liegenben Beitraum, beftimmt tcivb, gar feinen dinfin^ 
^atte. 2)a bie 3cit fetbji {)ier nur aW eine abfolute Ouantitat 
t betrachtet tverben fann, unb ba^ 3ei(^en bed 2Bert^e< toon 
t ein)tg ))on ber @e}ie(^ung abhängig ifl, tn n)el(^er ba^ Snt«' 
rinnen ber abfoluten Seit" ju irgenb einem 3ßomente be^ SlUer« 
jened SRenfc^en flcf^t; fo erfennt man, baß bie eben txtoa^ntt 
3eitgröße für ben in Siebe flc^enben ÜWenfc^en felbji auf feinen 
gatt verfloffen fein fann, »eit fonfl fein aiter »aj^renb biefer 
3eit ][ebenfa((6 eine Sinberung erlitten ^aben mugte, bap biefelbe 
))telmefir aU tin 3eitraum angefef^en kDcrben mup, n)eI4ier 
gfetc^jeitig ober bei Sebjeiten j[ene0 3J{enfc(|cnauf b{eZ)auer 
irgenb eined frembartigen Sreigmffe^, )• S. auf bie Seben^jeit 
eine^ beliebigen anbcrn Tttn\ö)tn t>ern)enbet ifl« 

2)er SBcrtf^ i]/^ für ba^ Sltter eined SWenf(|>en fann of«» 
fenbar nur au^ ben Operationen einer mat^ematifc^en Stec^nung 
l^ert^orgepen, in tvelc^er getviffe abfotute 3eitgro§en gegeben finb, 
bie na4^ befltmmten ©efe^en ))eränbert unb al^bann unter bem 
aSegriffe Lebensalter auf bad £)afein eines beftimmten Wltn^ 
fc^en belogen werben. 2Bie not^menbig nun au^ )n)if(^en iitf 
fen beiben ®ro§en auS p(»!^fif4ien ©runben eine Se)ie|fung be« 
j^el^en möge, in golge beren eine sinberung ber Sinen unbebingt 
loon einer Siuberung ber anberen begleitet ifl; bie 9Rat|fematif 
ittxa6)tzt biefelben boc^ unmittelbar atS }tpei befonbere arten 
t)on ©rpgen, fc^auet eine jebe in i(;ren einfachen Ser^aUniffen 
ju ber i^r ju ©runbe liegenben Sinpeit an, unb nimmt mit ber^ 
felben na^ allgemeinen, bie obige Sejief^ung gan) unbeachtet lafi* 
fenben ©efe^en S3eränberungen Joor: beim @c^(uffe ber Siec^nung 
fragt eS ftc^ aber, ob irgenb Sine bergeflalt ))eränberte ©ro^e 
nun noc^ bie c^arafteri{lifc()en <2igenfc^aften btiit^alttn ^abe, 
totX^t fte aU maa§gebenb für bie anbere quali{i}trten , ober ob 
{te unter biefer Operation ^itUtii)t ni^t gar ein SRerfmal ein^ 
gebügt ^abe, meld^eS eine notf^wenbige Sebingung t^rec eigenen 
Sriflen) ivar« £)iefer festere ^ail fann ofenbar nur bann eta^ 
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treten, iDe(in bte gegebene ®x6^t nt^t ben d^axatttt timi alU 
gemeinen flettgen ©r^genfpfterae^/ fonbem nur ben einer it^ 
fonberen Steifte biefe^ @9{ienied an ^^ trägt, toie )«SBv n>enn 
man unter biefen ®rö§en nur geogra))f^if(^e iSreiten, atfo du 
firedungen in paraUeter ätic^tung jur 3Rtttag6Iinie/ )Derße^en 
tDoKte* (Sin ani ber Stec^nung ^er^orge^enbed, mit bem S^^ftot 
y^i mu{t{))liiirte^ ätefuUat; n>ärbe at^bann eine geograp^ifc^e 
Sdnge, atfo eine in Sesief^ung ju ben gegebenen ganj fremb« 
artige ®ro§e barfleKen, wiewol beibe einem allgemeinen grd^ 
ren @9ßeme ber geometrifc^en Sinien indin unb berfelben (Sbene 
angef^crten. 

^it bem Segrife be$ Seben^altera eine^ beflimmten Üßen^ 
filmen in 93e}ie]^ung gu bem 93egrife ber abfoluten S^ii t>er^dtt 
eö ft4i gan) äl;^nlic^, toit mit ben geogra))^{f(^en breiten in ®e^ 
Sief^ung )u ben rdumlicben (frfhedungen im Sittgemeinen« 3n 
irgenb einem Siugenblide ber abfoluten 3eit fattn ein 9?Ienf(|^ A 
1, 2, 3, 4*«* ^a^t alt geworben fein, ober biefer Kugenblttf 
fann 1, 2, 3, 4«»» 3af^r \)or ber Oeburt-jeneö a)?enfc|>ett liegen, 
fobag berfelbe — I, — 2, — 3, ~-4... ^a^x att i% JDiefe 
Lebensalter entfprec^en ref))« ben nixW^tn unb ben fflblicf^en 
S3reiten* 3n bemfelben Slugenblide fann aber auc^ irgenb ein 
anberer SWenfc^ B Cgteic^ioiel ioettber) 1, 2, 3, 4««^ ober —h 
— 2, —3, — 4««. 3a^r alt geworben feim 2)aS aiter be« 
SRenfcben B ifl in Sejiei^ung ju bem beS A eine oodfommen 
frembartige ©röpe, wetcf^ baS SebenSatter beS Se^teren bti einer 
etmaigen älbbition ober Subtraftion gang itngeanbert Id§t : gleich« 
tt)oI iß baSfelbe eine gewiffe 3ettgr6§e, entf)>re(()enb ben öfili^en 
ober loefHit^en Sängen in geometrif(ber Sebeutung, unb n>irb, 
als Lebensalter beS Ü)7enf(ben A, burcb ben arit^metifdben %u^ 
brud IV^i, 2V-1, 3V~i, 4V~i- ober — IV-i, — 2V-1, 
— 3V^, — 4V~i— bargefiettt* 

SBenn biefc 3lue(egung richtig fein fott; fo muffen }Wif(^cn 
äffen foeben erwähnten 9Berti»en beS SebenSaUerS eines 9Renf(|^en 
A genau biefetben attgemeihen ©rogenbejie^ungen ßattfinben, 
toetc^e in bem gegenwärtigen Slbfc^nitte a(S gemeinfameS 93attb 
affer ju (Sin unb bemfelben @9ßeme gei^öriger ®x6^tn angege^ 
ben ftnb« 9Bie flc^ atfo bei einer rein arit^metif(^en Setrail^ 
tong aus ber SRitIti)>ltfation ber beiben abmatten 3a^Ieti aV^ 
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uttb frV— t bat negatitDc $robuft — a6 ergibt , {itbem man 
aV~\ aW 9RttUt>Kf anb unb 6l/^-i att a»ua!>ltfator anfte^t, 
unb \fai ^vohntt fo <iut bem QFrfleren (tibet, n^te ber Sediere 
ani ber poftttt)en QFtn^eit entflanben tfl, unb tt^te {tc^ ebenfafft 
(et einer geometrtfc^en Slnfc^auung (§. 70), ido man unter 
0I/-1 unb 6]/— 1 Stnien »erflefit, wclcf^e gegen bie poftH)>e 
9li(^tttng re((^tn)inf(tg geneigt ftnb, batfelbe negative 9)robuft 
— ab ^erautfleOt; eienfo mu§ man ju bem SlefuTtate fommen, 
ba§ tt)enn a]/— t unb 61/ ^i unter ber obigen Sebeutung 
imaginäre Sßertfie bet Sebentaltert QFin unb berfelben fJerfon 
A, a(fo reelle SBertf^e bet Slltert trgenb einer anberen Werfen 
ober au($ einer @a(^e B, barfleden, bat ^robuft aut beiben bat 
negatige Jllter —06 ber erfleren 55erfon A ergibt. 

Um jDiet beutlic^er einjufe^en, fo beachte man, ba§ ber 3JlviU 
tt»)Iifator bV^i aut bem ©egriffe bet pofitioen JHter« ber 
$erfon A |^er)Dorgegangen ifl, inbem man sut>6rber{i soon ber 
Segie^ung biefer 3eitgr6§e auf bat Dafein bet A alt tt)irfli<^et 
SebentaUert betfelben gang unb gar abgegangen ifi unb biefelbe 
auf bie (Sxi^ini irgenb einer beliebigen nnberen frembartigen 
QErf(^einung bejogen ^at ^a^ SRerfmal ber ^rembartigfeit bet 
!l(tert biefer beliebigen anberen (Srfc^einungen liegt nur barin, 
ba§ batfetbe Ui ber Slbbition ober @ubtraftion gu reeOen Sßertf^e 
bet Slltert toon A bie 8e^teren ungeänbert Iä§t: ba biefe (Su 
f<^einnttgen fefbfl ganj koiKfarlid^ getaffen toerben; fo ftnb fte 
unter {t(^ fämmtlic^ al6 gfeid^bebeutenb ansufef^en, unb man fann 
ft<^ ba^er Patt ifirer, um bie Segriffe beffer gu firiren, irgenb 
tint anbere beflimmte 9)erfon B benfen. 3n gleicher äBeife ift 
bie Sebeutung (in geometrifc^er Sejie^ung bie 9li(|»tung) bet 
SRuttipIifanbt a\/^—i aut ber Sebeutung bet poptiöen Jlltert 
Don A burc^ Übertragung biefet begriffet auf bie frembartige 
fJerfon B fiertoorgegangen. ^ieraut folgt gutoorberf}/ ba§ bat 
fJrobuft al/""i X 6]/"^ auf bat alter einer fJerfon begogen 
werben mflffe, toelc^e mit ber B unter bem obigen ®e{t(^tt))unfte 
frembartig if): ba nun aber unter B aUe ^erfonen ober ©ad^en 
toerflanben werben, welche nic^t mit A ibentif<^ ftnb; fo fann bie 
auJeftt erwd^nte ?)erfon feine anbere fein, alt bie er^ere A felbjl, 
unb man fle^t, ba§ bat ^robuft ay^ X by^i ein getotffet 
mter toott A bejei^tten wirb, wobei nur nod^ bargut^un ifi, ob 
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Wefe« aitet i>ojit(t> obet nega«t> fft\ $)ct 2»itltt»)ttfatnr ftv" -i 
ift etne ©rd^e, nxlc^e bei einer abbitten )u einem reeOen fUttt 
t>on Ä bad Se^tere gan} ungeonbert Iä§t; ba nun bie )>oftttt>eti 
ffiertf^e biefe^ SlUer^ bie f^ä^tgf eit be^$en, bie reeOen Sett^e 
jbe^felben bei ber Slbbition )u t)etgrj§ern; fo ^at man fi^ )i| 
benfen, ba§ ber f)oftti«>en iSinl^eit bei bet (Sntfie^ung beiS 3RultU 
plitatox^ by^'x aud berfelben, na((^bem fte 6mal genommen, 
bie t>ermef^renbe Sigenfc^aft gang unb gar entgegen fei« Huf 
äf^nlic^e SBSeife ifl nun anif bereite ber aRuItit>tifanb a|/=n 
an^ ber ))o{ttit)en (Einheit entfianben: foQ bem 8e$teren a(fo, 
n»el(|^er in Segief^ung gu ben reetten fflertf^en be< Sllter« 9on A 
ben Sfiarafter ber SBerme^rung fcf^on gar nic^t me^r beft^t; bei 
ber 9)tuUi))Iifatton mit 6|/^ i biefe (Sigenfn^aft noc|ma(^ in bem^ 
felben Wtaa^t entgogen tverben; fo entfpric^t Z)ie^ offenbar ber 
Seilegung einer t>erminbernben Sigenfd^aft^ unbe^ folgt; baf 
ba« ^robuft o|/-Tx6V^-l ein negative« Seben^after ber 
gegebenen Werfen A barfleUen n)irb/ beffen abfoluter SBertf^ 
ah 3citein]^eiten ent|^ä(t. 

S* 60« GFrKutem n>ir bie obigen Segrife nod[^ an folgen^ 
bem befonberen ^atte« j£)a« SlUer x einer getviffen fJerfon A 
fei babnr($ befiimmt; baf man fagt; t)or a darren xoax ba« 
Ouabrat be« SHter« tiefer $erfon gletcf^ bem bamatigen Sllter 
einer anberen ^erfon, koelc^e \t%i b 3af^r ait ifl« SIu« biefer 
Sebingnng giei^en toix ben arit^mettfc^en 6(|!lu§; ba§ ba« Dua^ 
brat ber Differcng gn>if<(^en bem Ceben«atter x ber fJerfon A unb 
einer anberen befannten 3eitgro§e a gleich ber2)ifereng gn>if<(^en 
ben beiben gleic^faU« befannten d^ttgrj^fen 6 unb a, ober baf 

Cx — ay = b — a 

fei. 4)icrau« folgt x = a± \/^h ^. 

@e(t man a = 6 3a^r unb 6 = 10 3affr; fo finbet man 
;r = 6 + 2, b. i. = 8 ober = 4 ^^^x. t>Vixif einen jieben \>xu 
fer SBSert^e bon x^ al« Seben«aUer ber S'crfon A gebadet , xoii^ 
ber )oorße^enben S3ebingung ein ©enftge geteiflet* 

Se^t man bagegen a = 10 unb 6 = 6 ^a^r; fo ergibt ft<^ 
j: = 10 + 2\^^u 2)urc^ biefe Sonnel »irb bie ©umme jweier 
tvirfCtc^en deitgti^fen bargeflettt, beren abfolute SSnt^ ref^ 



10 unb 2 ^al^r {htb* jDte erflere reeOe ®to§e (ejeic^net ba« 
SetewöaWer bcr Werfen A ober Me 3ett/ welche jwifd&cn tj^rer 
®e(urt unb btm jie^tgen 9(ugenblt(fe t)erfIoffen tfl; bte leitete 
ttnagtnäre @r6§e bejetcf^net bte Dauer trgenb einer anberen (it* 
f(|^einung, g. S, bad Sebendalter trgenb einer gn>eiten Werfen B, 
tpeld^e gleichzeitig nttt A gelebt ^at unb im (ewigen Slugenblicfe 
enttDeber 2 3aj^r alt geworben ifl, »enn man -j- 2|/"— 1 nimmt, 
ober in 2 3a^ren geboren n^erben »irb, wenn man —2y'^i 
nimmt« 3n SJejief^ung }u ber fremben $erfon B felbfl würbe 
beren Slfter immer eine reette ®rd§e fein; foU ba^felbe j[ebo<^ 
aU mter ber $erfon A au^gebrucft fein; fo fledt bte Slrit|imettf 
biefe 3«^9to§e aW ein imaginäre^ Jltter oon A bar« Btit ber 
©eburi oon A, welche oor 10 3a^ren erfolgte, mu§ aviii ^^^ 
eine ^tii^xi^t oon 2 3a^ren entronnen fein, welche nic^t ben 
Sffeft ^atU, ba« Sitter oon A gu oermef^ren ober gu oerminbern, 
toe((|fe otelmel^r auf bie @ri{teng irgenb etne^ anberen üDinge^ 
l^ervoanbt ifr Die «ufliöfung a: = 10 + 2V~i flefit alfo einen 
Oefammtwertf^ oon 12 ober 8 abfoluten 3«tcinfieiten bar, oon 
benen 10 bcm ätter oon A unb + 2 bem älter irgenb einer 
anberen ^erfon B angefroren* 5Wef>men wir oon biefen 12 3«t* 
einf^eiten nac^ Sorfc^rift ber aufgäbe a=tlO Seben^jial^re ber 
9erfon A f^imoeg; fo bleiben nur no(^ bie +2 ?eben^j[a^re oon 
B gurAcf, ioel(^e unter ber Sebeutung clH Sllter oon A bnrcfr 
bie imaginäre 3citgrögc +21/^— i bargeflettt werben; unb man 
finbet, ba§ ba^ Duabrat biefer ®r6§e in ber %^at gleich ber 
Differeng 6— a = 6— 10 = — 4 3a^r ifl, wie bie »ebingung 
ber Kufgabe ed oerlangte* 



§. 61. »eift>iel »• 

©ei irgenb einer ÜWenge oon bi^freten Dingen ober oon 
fletigen Stoffen bilbet ber abfolute Umfang ober bie SWaffe ber 
ttt Siebe fommenben ®röf e in i|^rer Segief^ung gu ber äftaffen« 
ein^ett bad, wad wir frä^fer bie Duantit&t ber®rd§e genannt 
l^ben« äBenn man btefe 3Rengen nur i^rer Duantität nac^ be^ 
trottet; fo fann i^r arit|fmetif(^er Sudbrud Weber eine t>oftt{oe, 
no4f eine negatioe, itod^ eine imagin&re ^^l fein; fonbent wirb 



etnfad^ btttd^ ritte aiftfolutt 3a^I tetgefteOt ($. 28)» 3e«e ®(i» 
geitf&^f; ober ba^ SRerfmal bet Wtcf^tung uber^itpt n^irb Ott 
biefen @rd§eit tmmet erfl batd[^ eine befonbere Sebeutuitg auA« 
gei^ragt, meiere man benfelben beilegt^ in golge beren biefelben 
getotfe SBtrfungen au§ern ober gen^tffen 93errt($tungen unter» 
tt)orfett toerben^ foba§ flc^ unter btefem weiteren ®eft(btd))unfte 
uniioetbeuttg bad |)rtn)tp ber Sntfle^ung jlener (Srdßen ober bev 
Slu^äbung einer 9Btrfung berfelben nai) befHmmten Sticf^tungen 
gu erfennen gibt» Sebeutungen btefer Slrt mfiffen bte @r5§en 
immer ^abeU; fobatb bie an if^nen t)orgefienben Seränberungen 
burc^ bie arit^metif((^en ©rnnboperationen ber Slbbttion, @ttb^ 
traftion, a){uItt)>Iifatton k* bargeßeUt n>erben fonnen, toeil biefen 
Operationen bad ^rinjip ber %oxt^ unb 9iä(fbilbung nac^ ge^ 
koiffen 9{i(|!tungen felbfl }u ®runbe liegt« 

Stemmen toix einen fpesieUen %aü, nnb betrauten bie bun^ 
beliebige Sebingungen beflimmte ^ngaf^I oon ftugeln, toti^t 
3emanb au6 einer Urne/ in ber ftc^ eine beliebige 9Renge ber^ 
felben befuiben, jie^en foK« 

Die Snjaf^I ber gegogenen ftugeln ifl ^ier bie abfolutt 
Duantität ber in 9tebe f}e)^enben ®t6^u jDer Segriff biefer 
Slrt )oon (Bti^n ifi aber baburd^ beflimmter au^gefproc^en, ba^ 
bie Jtugeln aud ber Urne gegogen fein foffeu; it)oburd^ biefelben 
2U ben in ber Urne cnt^Itenen unb ju ben in ben J^dnben bet 
3ie|^er^ befinbltc^en fiugeln in eine nähere Sejie^ung treten, in 
golge beren fte bie SSirfung äu^ent; ba§ {te ben SBorratf» in 
ber Urne oerminbern unb ben in ben {>anben be< 3ie|^rd oer^ 
mehren* Sffienn bie Stecbnung a Jhtgeln ergibt; fo ^ti^t X>ie* 
nicbt, ed feien überhaupt a kugeln nur t>or^anben; fonbem 
ti feien a auö ber Urne gezogene ^ge(n oorf^anben ober bie 
frag(i(|ie 9)erfon |^abe a kugeln au6 ber Urne entnommen* 

Unter btefem ®eft(^tdpunfte tragen bie ffier in 9tebe flef^en^ 
ben ®rö§en ben aKgemeinen S^arafter ber r&umli(^en ®r(fen/ 
loie mir benfelben in bem gegenm&rtigen Sbfc^nitte betracf^tet 
^aben, im au^gebe^^nteflen Sinne bed SSorte^ an ^^, unb aOe 
unmöglichen unb imaginären Stefultate, meiere eine mat^ematifc^e 
9te($nung mit benfelben ergeben mag, f innen nur barin iffren 
®runb ^aben, bag toir burcf^ bie S^tm ber in ber Urne ent^i* 
tenen Staffe, bur^ bie enblic^e ®röfe biefen Sorrotl^eO; fotoie 



tttti^ Me eigen« soorgefi^tteiftene üxt ber Ser&itbenmg biefetfSor^ 
xat^ti tolUUxti^ ben aUgetnetnen S^atafter jietier ©reißen U^ 
f(^rdnft ober ani bem fiettgen Spfteme atter gleichartigen ®xi^ 
§en nur einjelne fragmentartfc^e Steigen jur Operation bi«poni^ 
iü gema<(^t ^abttu 

So leud^tet }ut)drberfl ein, baß 9}temanb im Stanbe fein 
wirb, me^r Kugeln au^ ber Urne ju s<^f^^n/ a^^ überhaupt barin 
enthalten jtnb« Norberte aber bie 9tec^nung, baß Die« gefcf^e^en 
foOte; fo l9Sr^ ba« 9tefuHat ofenbar feine abfolute Unmog^ 
Ii(^feit; fonbern nur eine xttati^u Da üebenfatt« iut)or eine 
ünsafil 9on ^geln in ber Urne niebergelegt fein mußte, bevor 
man berg(ei(^n baran« entnehmen fonnte; fo (matten auc^ beren 
me^r inbiefelbe gebracht fein tonnen: a(«bann lofire bem obigen 
Sertangen )u genfigen gen^efen. @elbfi n^enn eine gen^iffe Stn^ 
)a^( b t)on Angeln mit ber au^brficftid^en 93ebingung gegeben 
to&re, baß nur gerabe fo t>ie( Kugeln in ber Urne oorrät^ig 
to&ren, unb man begönne toon biefer Kn^a^I na^ befiimmten SBor# 
fc^riften koeiter auf bie Slnjafil a ber }u jie^enben Jhigetn {u 
f<(^(ießen; fo märbe ein 9tefuttat oon ber ^orm a^26 immer 
aU fein analpflifd^e« SIbfurbum }u betrachten fein, n^enn ba«fe(be 
au(^ nic^t unter ben gegebenen Umflinben au realiftren ift T>it 
Sle^nung ge^t oon ber obigen Slnjaf^l b immer nur n>ie )oon 
einer toiUfilrltc^ aU 93aft« gegebenen ©r^ße an^; baß gerabe 
fo oiel Jhigetn in ber Urne enthalten feien, ifk ein gufäffiger 
Umflanb, ben bie Slnalpft« nic^t aU notf^n^enbige« Jhriterium jiener 
®rjße bei i^ren Operationen n)urbigen fann; fte betrachtet bie« 
felbe vielmehr aU mm gekotffen 3:^ett einer in ber Urne ent« 
i^altenen unbefc^ränften Kugtfmenge, beffen 93erminberung ober 
Sermel^rung eine entfprec^enbe IBerminberung ober 93erme^rung 
ber gefammten SKenge a^r So(ge ^at Sefc^ränft man biefe 
SRenge über eine gemiffe ©ränjc; fo fann man bie au^fü^rbar« 
feit be« 9tefu(tate« ber Stec^^nung unmöglich machen: benft man 
fläf üene SRenge aber aU unbefcf^rSnfte ®raße, toon ber bie ün^ 
)a^( b ein autfgel^obener £^eil iß; fo n^irb e« auc^ moglid^ fein 
a = 26 Kugeln aM ber Urne )u en tne|f men* 

aSan erfennt ferner, baß bie Slnaa^l ber gejogenen KugeTn 
immer eine ganje ^^i ober irgenb ein Sielfacf^e« ber Sinl^eit, 
b« |f« eine bi«frete ®rüße fein mnß* Diefer Umßanb ffat aber 
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m'ebentm in einer tcxüt&xU^tti Sd^^x&ntmQ itt CutmiHt&t bct 
eitiselnen Xffeile ber gangen in ber Urne ent^Uenen SKaffe fei' 
nett ©ntnb* SRan forbert anibxädliify, bag feine anbere SSaffe, 
ald ein genaue^ Sielfac^e^toon einer ^gel gejogen koetben foöe: 
i^inbert man auf eine folc^e SBetfe ben freien SßiOen betf 3i^fi(r6 
ni<^t^ unb iuM bemfel^en bte Wla^t ber in ber Urne enthalte« 
nen ftugetn in i^rer ^ooQfommenen @tetigfeit, j* S^ ati einen 
\>on aUer ftof^ftfton befreteten 6tof^ a(^ eine gififftgfeit, bar; 

fo fann berfelbe auc^ -^ Äugeln jieijien, fo gut »ie er -^ ftu* 

biffu§ äBaffer an^ einem ©efftße tvurbe f^^dpfen KnneU; tvenn 
i|fm nic^t bie SBebingung auferlegt to&xt, immer nur mit einem 
@emä^e )oon 1 Jlubiffu§ ^n^ait fo ju f(l^j)>fen; ba§ ba^felbe ftet« 
gefuUt n>are. 

§. 62« 9Ba^ enblic^ ben Segrif betrifft; ml^tx bei ben 
l^ier in SRebe fte^enben ®rö§en an bie SteUe be« Segriffe« ber 
9li(^ tu ng bei ben rfiumli(|ien ®rf 0en txitt; fo ifl f((^on bemerft, 
ba^ man e« ntc|it blo^ mit einer geioijfen Slnjai^l von ftugefo/ 
i^rer einfachen Duantität nad^; fonbem mit einer Slnjal^I au« 
ber Urne gejogener Äugeln gu.tffun ^at, koeld^e/ n)enn fic 
bur($ ba« 9iefu(tat einer 9ie(^nung gegeben t»txttn, forbeni/ 
ba^ ftc|i ber SBorrat^ in ber Urne um ebenfo )>iel )>erminbert 
unb ber in ben {)änben be« Bieter« beftnblid^e um ebenfo t)iel 
t>erme^rt l^abe^ Äugeln t>on biefer Sefd^aff^ttfieit, atfo tvirt* 
ii^ gesogene Äugeln^ ftnb ))ofttit>e ©rögen, mäj^renb Äugeln 
im SIKgemeinen, unter bem ®eft(bt«))unfte i^rer einfachen Duan^ 
titat, aU abfo(ute @rofen erfc^einem ^ierau« erf^eUet nun 
leicht/ baf Äugeln oon ber entgegengefe^ten Sef^^afen^eit^ alfo 
folcf^e; voü^t ben ^cxxaty in ber Urne oermej^ren unb ben 
be« Si^^^^^ oerminbern, b. |)* Äugeln, totXöft berSiel^er nic^t 
ani ber Urne entnommen, fonbem in biefelbe hineingelegt 
f^at, al« negatit)e ©ro^en auftreten tt>erbem 

©eometrifc^ fann ber Segrif be« Sit^tn^ toon Äugeln' au« 
einer Urne folgenberma^en bilbli^^ bargeftellt koerben. £F fei 
bie j^orijontale £)berfla(|!e irgenb einer SKaffe M, unter n>el$er 
ber i^on Äugeln erfüllte Siaum einer Urne gebac^t loirb« AB 
ifl ein )>ertifaler Stob, )oon welkem eben ein gewiffer ^unft C 
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mit t« 5i>ti»»nt«IeilS«4t EF Cgi«. » 1" Setü^nins ilt, »JJ. 
trat (i4 ein S^eil CA ttsfelien oujttfott unk Ux oiHete 
iCJtil CB limetJoB btt ÜSofft M tefintiet. SBirt »iifet Slo» 



(?) 



um t)t( $6^c DC C^tg. 2) Dcrtifat attfivfiit« (erotgt; fo micb 
bobu«^ ber aufertiaH) ber aWafTe b(fiiiblt(^e S:|iei( um We Cfinge 
DC »eime^tt unb ber innerhalb btr iDfa^e befinblic^e 2:^eil um 
t^enfo viel verminbtrt. <Etne folcf»; Scwtgung beä 6tabed tut« 
fprii^t bnn 3t<M einer getviffen 3ntnge ))DfittveT jhigcin ou« 
brr Urne, btrtn Slnja^l but((i bte Sänge DC a""'fr*i f'rb. 
Setvegt man bcn ®iab um bic ^ö^t DC vertiFal abmärtd 
(S'fl- 3)! f"> »tr^ umgefe^tt bet oufer^nlb ber aRaffe liegenbe 
Xfitft um Hefe Sänge vermfnbert unb ber tunerfialb berfclben 
Iftgenbt X^eJI um ebenfo viel vermehrt. £)ie festere SSewegung 
rntfl)ri(^t bem {»ineiufegen einer gewiffen SWenge »on ftugeln 
in bie Urne ober bem 3ie^en einer g(ei$ grogen negativen 
Snenge von Jfugeln aai berfelben. 

aSan fie|it, wie bet geometrtf(^e iVgrff ber ©ewegung 
eine« ©tafee« ober einer ?inie an bie ©(eUe bet 3bee beö Sie^ 
(tn^ von ^geln auä einet Urne im adgemetnen tritt. Zicimit 
biefe Bewegung «Sst ben befonberen ff^aroftet be«/enigen 3ie< 
^tni annimmt, weli^e« von einer beftimmten ^erfon au^geftl^rt 
Wirb unb ben @rfoIg |)at, ba§ fii$ babci ber in ben |}änben bic 
fer ^erfon befinblit^e SBortat^ vetme^ite, wö^renb (tt^ ber SSor' 
tatp in bet Urne vermtnbere, ifl ti buri^auä not^wenbig, bag 
btt Stab, bcffen fiete« $nbc ben Sprtat^ brt ^erfon unb beffen 
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eingetau^Ud lEnfct t>en Sorrat^ in btt Itnte verftmftti^t, fn ein« 
itftimmtta dtti^tung, nämlf^ in einer "otiiitaltn {{nie (c 
tvtgt mecbe. 

IBetvegte man nun jenen @ta6 in einei anbertn, ald in einet 
vettifalen, unb nehmen wir juvilrberfl an, in einer ^oiijonto« 
len 9ti<^tung; f» würbe ^(^ fowentg bie CAnge feinet freien, 
tBi< bie feine« einge^aui^tcn £^cilc« änbem. 3)effenungea<^tet 
}fat a^r eine i&ctvegung Ui Stabe« flattgefunben, unb bif 
feAe ntug auf itgcnb eine Seife bem aOgemeinen SSegriffe M 
Biegen« von Äugeln an« einer Urne cntfpce(^cn. £)a jene 
Setvtgnng aber bur(^au« nii^t bur0 eine oertifale ^5f/t ge* 
meffen roerben fann, n)eE<^e ber ^unh C befi^rieben ^at; fo 
folgt, baß ba« gule^t ermähnte Biegen aui^ nicfit »on ber gege« 
(tnen ¥erfon, unb au^ rnöft aud ber gegebenen Urne au«ge^^rt 
fctn fann, inbem ber Oorrat^ SStiber bei einer |iortjon(alen Qc 
»egung be« fünfte« C ungednbert geblieben fein wirb. S>ur4 
eine fol^e ^ßrt}ontate Bewegung be« Stabe« AB wirb bemnat^ 
bie iDfieraticn be« Biegen« re))rdfenlirt, tveli^e gleiifiieitig trgenb 
eine anbrre, ni^t in {Rebe fte^enbe $erf»n au« einer beliebigen 
anberen Urne scU^^tt Jmt. 

:Die SSitfung einer t>«tiicntalen @eitenbett)egung be« €ta' 
be« AB wirb ofenbar in &^a\ii^tx Seife, wie vorhin, buri^ 
einen ^otijontalen @tab A,B|'^ gentefen, wefi^er in eine 
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^txtital aBgeff^ittm SRaffe M, etetaui^t »a tum iiad^ ben 
frt^eti ttttterfitt^ttttflen Me in bet «it^tung A, B^ Jef^riebeneti 
«Äume {tt »cjic^unfl ju bcn tn ber «tc^tung AB gewefFenett 
»)ofiti^ett «fingen aW tmaginfite ®rt§cn t)on ber gorm 
aV^ antreten; fo folgt, baß wenn eine JUed^ttung iai fRu 
futtat Keferte, baf bfe gegebene ?5erfon aV ^ ««örtn au« bet 
ttme jie^en fottte, Ifitvin etne gorbemng ju erfennen ijl, na<^ 
mit^tt ni^t bie Werfen A, fonbevn eine beliebige anbete B au« 
itgenb einet anbetn tttne a SuQtln )u lit^tn fifitte* 

din 3ng wna + by^t «ugeln, weld&et gepmettifd^ butc^ 
eine Setvegung be« ®9fleme6 bet beiben ®tfibe AB unb AiBj 
in einet fi^tfigen 8H<(>tung batgeflettt »itb, »ütbe gemein^ 
fc^afnicl^ wn bet gegebenen |)etfon A unb einet toiUt&xti^va 
anbeten B au^juffi^ten feim A f^atte au« bet Utne M a Stu^ 
geln unb B mtt an^ einet anbeten Utne M^ b Jhtgeln )u tnU 
nej^men« Det in Se)ie^ung }ut |)etfon B teeffe 3ng wn h 
Itugeln ifi in SSegiel^ung )ut |)etfpn A ein inmginfitet/ beffen 
atit^metifc^et S(u«btud 6 V" ^i ifL 

§* 63. Um ben @tnn be« SSot^ef^enben noc^mat« in bet 
Afitje $u ibetblicfen; fo etfennt man, ba§ au« ben taumlic^en 
©tjßenbesief^ungen in bem ^otliegenben ^etf))iele fotgenbe Vb* 
fhaftionen gebilbet {tnb: Z)ie Duantitfit obet abfolute 
S finge loitb butd^ eine gen)i{fe SJtenge toon Jlugeln t)ettteten; 
bet S3egttf bet 9ti($tung ifl auf ben be« 3ie^en« au« einet 
Utne fiberttagen; entgegengefe^te Slic^tungen ^ataftetiftten 
{14^ in einem {)etau«nef»men unb einem {)inein(egem Sin 
bie @tel(e einet beflimmt cn SRic^tung im 9taume tritt bie 3bee 
bet SBJitffamfcit einet bejiimmten ^etfon beim ^it^ta* 3m 
9laume gibt e« unenblid^ mel t)etf(^iebene ätid^tungeu/ in 
benen abfoTute Sangen gemeffen n^erben fonneu/ abet nut eine 
einjige Jllaffe betfelben tfl toon bet %xt, ba§ eine SJetfinbetung 
betfelben but(^ Sangen; n^elc^e in einet al« fefl angenommenen 
Slid^tung liegen; butc^au« nid^t gemeffen n^etben fonnen; e« {tnb 
2)te« biejienigen Süd^tungeU/ toefd^e auf bet Se^teten )>et)>enbii' 
fulat flef^en; Gangen in aUen anbeten 9{i($tungen metben gei^ 
meinf(|^aftli(b butc^ bie t>otfle|^enben beiben gemeffen* Z)ie auf 
einet be^mmten SRic^tung ^et))enbifulat flef^enben Siid^tungen im 
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Stamne werben otft^tnettf^ bur«^ ben gaftor '/'^ i^on ben teeOen 
imtetf<^tebett CS* 32, 33 ffo» pr biefe lefttew »ejie|^ttiiöen er* 
geben ft^ in unferem Setfpiele bte Snalogteen, baS ein t^irfftcf^ 900«^ 
fft^rter Bug enttt>ebet9on ber gegebenen Werfen A felbfl/ ober «)on 
irgenb einer anberen^ ober au(fy gemeinfd^aftlicb wn Aunb 
einer anberen au^geffi^rt fei. jDer 3ng einer mit A nic^t iben^ 
tifi^en $erfon, t»tl(fytt ebenfaU« in ba6 aOgemeine &0tm 
»ge)ogener Jtugeln« gef^irt, wtl^tx aber auf bie SDirfungen 
t>on A gang of^ne Sinflug ifl; re^rafentirt eine Sänge in einer 
auf ber urf^rünglic^ angenommenen perpenbifular jlebenben 
Stiftung, unb tx^&tt htmnaify, n^enn er ald ein 3ng ber $erfon 
A gebacbt t^irb, ben 9li^tung6(oefft)ienten V — ?* 

§. G4. fSeifpitl 9, 

9lel^men toir jum ©(f^Iuffe biefed 9bf(]^nitte6 no(^ ein Sei* 
f^iel, in loel^em bie Duantität ber ju unterfuc^enben ®r5fen 
mieberum eine gekviffe 93 iel^eit oon einzelnen ^nbitoibuen x% 
too aber ber Segriff ber 9ti(^tung an biefen ^nbiDibnen unb 
bemna^ auc^ an ben au^ i^nen ^ufammengefe^ten ®rd§en ba* 
burc^ au^gefprod^en tt>irb; baf bte fonfHtuirenben Elemente ber* 
felben in einer gen>iffen Orbnung aufeinanber folgen unb in 
einer befiimmten 9iei^enfoIge ber $(S$e fiberblicft koerben foUen« 

3u ber fiat^egorie biefer ®ro§en n^firbe ofenbar bie Sin* 
Saffl t>on ^ermutationen geboren, loelcf^e {t(^ aud ben CFIemen* 
ten 1/ 2, 3 bilben laffen» Die fraglid^en fJermutationen finb 
123, 132, 213, 231, 312, 321; bie au^ i^nen ju bilbenben »n* 
jabten fmb 1, 2, 3, 4, 5, 6* 3nt)5rberfl Ieu«btet ein, bag eine 
Üebe biefer Kn^al^ten immer eine gange 3<t^t ober eine bi^frete 
@ro§e fein mu^, beren einfacber ST^eil Sine ^ermutation ift, 
unb ba§ beren 9Sertb .in ^em loorliegenben i^aKe bie So!fyl 6 nic^t 
ttberfcbreiten fanm di fragt fi^, n)oran bei ben gegenwärtigen 
@ro^en bie aütn ®ro§enbiIbungen notfiwenbigen Segrife ber 
6tetigfeit unb ber SRicbtung ju erfennen feien, wad man 
alfo unter b<i(ben, Giertet* k* ^ermutationen ju oerfie^en ^obe, 
unb wad ))ofttit>e, negatitoeunb fot(be ^ermutationen fein, welche 
in ben gaftor V - 1 muttij)Iijirt finb* 
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. 9Bai Un begriff Ux Stetigfeit betrifft; fp leuchtet ein, bo^ 
bie Sorflellung toon einer Orbnungdgrf §e ber 9or{le^enben Srt 
ba^ Sßorf^anbenfein gemiffer ber Sage ober Speisenfolge na$ toon 
etnanber toerf^^iebener, fonfl aber fefl beflimmter £)rter im 9taume 
vorauöfe$t/ totttl^t toon gegebenen Elementen eingenommen toer^ 
ben foUem Diefe Elemente t)ertauf4^en na($ unb nac^ i^xt£)xttt 
mit einanber, inbem fi^ irgenb Sine« t>on feiner @teSe nadb 
einer beliebigen- anberen beu^egt, n>5Srenb ba^ in ber {enteren 
©teUe beftnbticl^e SIement feinen ^lai^ t)er(ä§t/ nm in gleicher 
Sßeife in einen anberen ju rilcfen* Z)tefer Sffie^fel mit ben @te^ 
(en fann ni^^t abrupt gebac^t werben; bte (Elemente mfiffen eine 
fletige S3en)egung im Staunte einfcf^tagen, unb bemna(^ fufjef^ 
ftoe bur($ unenblic^ toiele intermebtäre £)rter fd^reitem Hu^er^^ 
bem tfi biefe 93en)egung burc^ ba^ ©efe^ be« ^ermutiren^ einer 
gen>ifren Siegel unterworfen, bei beren Seobad^tung ftc^ aUmi,^^ 
(ig bie einjelnen ^ermutationen 123; 132; 213 k* au^einanber 
entwi(fe(n. 93ei ber Silbung einer jieben fp&teren ^ermutation 
aud ber t)or|^erge|^enben fann man \U^ benfen, tin itht€ (Element 
werbe in eine gleichförmige Bewegung toerfe^t; weld^e gwar 
für soerfc^iebene Sfemente toerfcbteben fein fann, aber bO(ib t)on 
ber Urt i^, ba§ aUt (Elemente in ben t^nen beflimmten örtem 
gu gleicher 3eit anfommen. Sterben nun bie (Elemente bei bie^ 
fen fflewegungen in irgenb einem Slugenblirfe angef^alten, bet>or 
f[e i^re Sßege ganj tooKenbet ^aben; fo werben biefelben offenbar 
feine fo^e ^ermutation bilbeu; beren Orbnung^nummer eine 
ganje 3«^^ iji; fonbcrn toietmefir tint ^oxm, beren Orbnung«^ 
nummer bur4^ eine gebro^ene ober gemtfc^te Sa^I bargeflettt 
wirb Cfte^e ein gan} anatoge^/ in feinen ©runbiifgen nur etwad 
einfa(|^ered Setfpiel in §. 55). Slad^bem man burc^ bie Siegel 
bed ^ermutiren^ }* 93. bie beiben erften formen 123 nnb 132 
l^ergeflettt |^at, )oon weld^en alfo bie le^tere ber obigen Slei^en^ 
folge nai) bie 2te ^crmutattcn ifl; würbe man bie 3te ^orm 
213 au^ ber t)orSerge|>cnbcn 132 erhalten; wenn man refp. ba^ 
(Element 1 in bte gwette; ba^ (Element 3 in britte unb bad (E(e^ 
ment 2 in bie erfte ©teffe treten liege. ?>ielte man nun biefe 
Elemente in ben SRitten tf^rer refpefti\>en Sßege an, fobaß ftdb 
ba^ (Element 1 in ber SSRittt jwifc^en ber erflen unb {weiten, 
ba^ (Element 3 in ber SWitte äwtf(ben ber jweiten unb britten 
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nni \>a^ Clement 2 iit ber jmetten Stelle iefänbe; fo tt^fitbe 
man eine ^ermutaHon etfKiUen, totl^t erfl f^alb )oo0enbet n>äte 
unb bemnac^ ben 9tamen einer f^atben ^^rmutatton Serbien te: 
ba biefelbe ben Übergang }n)if($en ber 2ten unb 3ten |)ermttta^ 
Hon beseicf^net; fo n>urbe j!e in ber obigen Stei^enfoTge bte 21^tt 
^ermutation barfieOen* 3n ä^nlic^er SSeife lotrb man ft^ ju 
erflarett l^aben, voa6 eine SSiertet^ 9(((tel^ }c« |)ermutatton fei. 

jDer Segrif ber 9lic^tung ifk an bem iffiefen ber l^ier in 
Siebe fle^enben &rbnung^gro§en un}tt>eibeutig att«get>ragt jDie 
ben einzelnen (Elementen einer jieben ^ermutatton angel^frigen 
6teKen uoerben nac^ einer befltmmten &titt ^in gejaf^It, unb eö 
ifl eine {KQfc^koeigenbe S3ebingung, ba§ bte SRetl^enfoIge ber (Sle^ 
mente fletd nac^ berfelben Siicbtung, )• ^. oon ber Ginfen na^ 
ber Steckten/ fiberblicft werbe* 3nfofern man nun niifyt bte blo^e 
Q^rifien) einer £)rbnung«gro§e ber obigen Slrt ind Sluge fagt^ 
fonbern biefelbe auc^ in ber befiimmten Stic^tung, toelc^e fte im 
Staume einnimmt^ anf(^auet, um {te oon ganj ä^nttd^en ®ri9en 
2u unterfc^eiben, tt>e(4)e nur in anberen Sltc^tungeu gebitbet finb, 
l^eigt bieferbe eine p of itioe ^ermutatiom 

di Uu^ttt ein, ba§ eine negatioe^ermutation eine folcbe 
fein toirb, tütlt^t ^injtd^tlit^ ber abfoluten Slnorbnung if^rer (iit^ 
mente gan} fo, tt>ie eine ))o{ttioe Sorm fonfiruirt ifl, totl^c aber 
mit ber auöbrädlic^en Sebingung gegeben ifl, ba§ fte in ber 
Stid^tung ^on ber Sterten nac^ ber Cinfen überblidt tt)erben 
foKe« 

3m Obigen tourbe erläutert, mie man fi<fy bte (Entfiepung 
ber britten ^ermutation 213 au6 ber )tt>eitcn 132 )u benfen 
unb n>el($e Sorfteffung man mit einer gorm ju ))erbinben ^abt, 
bie )« ®* in ber SRitte }tt>if(^ett ber {weiten unb britten läge 
unb ber 9iei^e na^ bie 2^te fein würbe« X)iefe (Erörterung mar 
leicht, ba man bie beiben Snbglieber (nämlic^ bie j weite unb 
britte ^ermutation) fannte, iwifc^eu weld^en nur bie einjelnen 
Übergänge barsufteffen waren* (S^ fragt [i^ j[c^t no(^, oon wel^ 
d^er Sef^afen^eit bie ^ermutationen fein würben, bie berSRei^e 
na<^ t>orbererftenl23 lägen, unb beren £)rbnung6nummern 
inx^ lauter ä(^te Srü^e, \s>it ^, i iu au^gebrüdt werben mfi§'' 
tem 3u biefer Srfenntni^ würbe man offenbar ganj in ber frü« 
^eren Seife gelangen, wenn man oon berjienigen $orm eine ge^ 
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itflgenbe aSorflettung mu, hk in ber oMgen Slei^e ter Iflen, 
2tett/ Stett/ 4ten :c* ^ennutatton bad ®Itet> (pbetr, ett^od im> 
eigentlich, bie Ott ^ermutatton) ve)>räfentirte* Sea<^tet man 
altt, ba# ba« ®Iieb bie arit^ntetifd^e Wlittt {tPtfc^en ben ®lx^ 
betn +1 unb — 1 ^äft; fo leuchtet ein, ba§ man bie jule^l 
ernannte ^emutation etj^alten toixi, wenn man bie )»ofttit)e 

/K gorm 1 23 — 5> in bie negatttJe 

' *^— 32 1 (f* bie feitpe^enbe gigur) 

^ übergeben li%t, unb bie Stemente 



^ ^ in ben «Witten i^xtt tef^^eftiioen 

3 ^ i t 3 —^ ®^8^ feWfitt* a»an flnbet, bag 

in biefem Hugenblide fSmmtlid^e 
^ (Element in (Sin unb bemfetben 

3 geometrif<|en Drte jufammenfat* 

I len, unb bag atfo bie ^etmutation 

bur(^ eine gorm bargeflcttt wirb, 
in ml^tt äffe Elemente eine einjige gemeinf(^aftli(^e Steffe ein^ 
nehmen» gine feiere gorm beflftt ben ff^araftet t)on Unorb^ 
nung in einet getpiffen 9leiffe unb ben t)on 9tid^tung burc^au« 
ni(^t, wie ed auc^ noti^wenbig ifl, ba bet erjlere JBegtiff o^ne 
ben testeten nic^t gebadet werben fann, biefer leitete aber in 
ber t)orIiegcnben gorm gänjlid[> öerttt($tet fein mug, ba fte bie 
©ränje {Wtfc^en ben in ^ofttiioer unb negatit>er Sttd^tnng gebit« 
beten ^ermutationen bejetc^net, unb fowol ber Cinen, wie ber 
anberen sugeiäf^It werben fann* Z)urd^ einen Übergang ber^er« 
mutation in bie ^ermutation 1 entflef^en nun fdmmtltc^e gor** 
men, beren Orbnung^nummern bie äc^trti ©rfic^e i, i k. jinb» 

(Enbli^ erfennt man o^ne iSc^wierigfeit; bag imaginfire 
ober mit bem S^itfytn + / ^ behaftete ^ermutationen folt^e 
ftnb, beren ©lieberfolge in einer toertifalen Üttc^tung toon unten 
nat^ oben ober t)on oben na^ unten (f* bie obige gigur) fiber^ 
bitrft werben foff, wä^renb j^artieU imaginfire ober mit bem 
Seichen C— )*=cos9-|-sin9.v^^ t^erfef^enen ^ermutationcn 
babur(^ ^arafterijtrt werben, bag ij^re SRid^tung unter einem 
aCBinfel (p = mit gegen bie ^orijontate 3ti(^tung, in welcher bie 
pofitiven IJermutationen gebitbet unb überblidt werben, geneigt ift^ 



dritter <^bf4)ttHi 



SSbttoettbuttg bet Xl^eotfe bet imadftt&tett 3<>(I^it 

anf bfe ebene ®eomctr{e* 



^-'-»- 



i. 65. 9Lil^tmtintt arft^ntetifd^et Vn^btncf fftr eine 

ht^tän^it getane Sfnfe, tiield^e fotDot ilfttet SCn^^ 

iDie ilfttet 9Iid^tuii0 nad^ httta^ttt toitb* 

O fei ein Bettcbfger im Slaume angenommener ^unft unb 
OX eine gerate Sinie, totl^t ft(^ ))on biefem fünfte ani m^ 

(Sinex StiU ini UnBegr&njte 
erjiretft SBd^Tt man biefe 
8inie ba}U/ um burc^i i^re \)er^ 
fd^iebenen K6f^nitt^ aOe fl(ri^ 
gen Sinten }u meffen^ uoel^e 
i^ren Anfang in O nef^men 
unb in Sin unb berfet^en burd^ 
OX gefegten S^ene {iegen/ 
Betrad^tet atfo OX aXi bie po^ 
fttit)e reelle «re; fo »irb 
eine üebe Unit, mie 0A> nac^ 
S 48. burd^ bie Formel 

(0A)=:(— )*a = oe«**'-i=a(cos^ + sing)V— i) ••••(0 

bargefleOt toerben« hierin bejeii^net a bie abfolute Singe 
OA ber fraglid^en Sinie, gemeffen burd^ irgenb eine Singeneim 
(eit Oai = Oa, unb mn = q> = aa ben Sogen Ui 3ltU 
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QUtiQ^toinUU AOX jiener Stnte in einem Atetfe, beffen ^al^ 
mcffer gtct^ ber eingenetn^cit {(}♦ (— )« = e»^-M=cos^ + 
siiKjp.-/^ ift ber Sltc^tungöfoefftjient ber Stnie (OA), 
unb fieKt gteic^ietttg bte (Sinf^ett (Oa), beten a(fo(ute Cänge =1 
tß, bar, au6 tt>et(|ier bte Stme (OA) burc^ gerobttnigen S^rt« 
f(^ritt in berStic^tung OA ebenfo entßanben tfl, toU bte ))ofttt\>e 
Stme a an^ ber ))o{tttt)en SSngenein^ett burd^ ^oxt\^xitt in bet 
Slre AX entflanben gebac^t tt>trb. 2>a§ bte Stnie' OA fokt)oI 
iffter aifotuten S2nge, tt>te t^rer 9lt(^tung nac^ betrachtet n)er^ 
ben foU; n)trb burc^ eine (Stnfc^ttepung berfel^en in j{(ammem 
angebeutet* Durc^ ben Unteren Slu^brucf acosqp+asin^.V --^ 
tvirb bte Stnte (OA), aU au^ 2^et Stpetlen (efle^enb/ angege^ 
ben, ^on benen ber erflete tn ber Stiftung ber reellen S(re OX 
unb ber te^tere tn ber Sit^tung ber barauf ))erpenbtfular 
fleffenben imaginären $(re OY liegt. Denft man ft(^ t>on bem 
Snbpunfte A ber ®eraben OA ein $erpenbife( AP auf bie reelle 
axe gcfäat; fo ifi COP)=acos9 unb (PA)=a8in(p-l/— ü 
jD&c^te man ft(^ ^on A auf bie imaginäre S(re OY bad f)er>' 
})enbifat AQ gefäat; fo würbe nac^ S.48 auc^ C0Q)=asiii9V ^ 
unb QA = acos9 fein* 

S)er Sinfet q> wirb immer t)on bem fünfte c» aud m^ diu 
unb berfetben @eite im Greife o« ^erum gerechnet, foba§ bie 
ioerf(^iebenen Sagen, in mi^t bie Sinte OA fommen fann, burc^ 
eine ftetige S)re^ung ber po{ttit)en Sinie a nad^ Sin unb berfel^ 
ben @ette um ben 9luirpunft ^erum entfianben gebadet tverbem 
6o(( bemnac^ burc^ bie obige formet eine p of itit)e Unit bar^^ 
gefieHt n)erben; fo yat man (n^enn man nur jDre^ungen betrad^^^ 
ttn tt>iU, n)el($e eine ganje Umbre^ung um ben iRuItpunft ni^t 
flberf^reiten) m = unb 9 = }u fe^en, tooburcf^ man 

(OA) = C—ya = ae^=a 
erl^iU« @oI( bie formet eine pofiti)) imaginäre 8inie bar^' 
ftetten; fo ^at man 1» = ^ unb ^=-^ iu fe^en, ttjobur^ man 

(O A) = C-)'a = ae^^"^ = aV^i 

erhält« %iit tim negati)>e iinit tpörbe man m = 1 unb 9 = « 
)tt fe^en f^aben, toai 
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CO A) = C— )* a = af'^-x = — o 
ergibt« pr eine negativ tmagtn2re Stnie ffAtte man etibUc^ 
3r = f unb 9> = -j" ^" fuif^ttuireti/ tooburc^ man 

COA) = (— 3^o = a6T^^ = — aV -l 

ermatten tt^ürbc* 

SBenn man benäßtnfel <^ negativ nimmt; fo entfpnc^t 2)te^ 
einer (fntßef^ung ber Stnte (OA) burd^ eine ber früheren entge^ 
gengefe^te 2)re|^ttng bet po{tti\)en S&nge a um ben 9luffpunft 
ffetum* 

2)ru(ft man bte beiben Sängen ber beiben red^tminHigen 
VitxXt COP) unb (PA) refp* in ben Slic^tungen ber reellen 
unb ber imaginären üxe burc^i p unb q au^, fe$t alfo 

p = aco89 unb 9 = 06109, ••*«(2) 

faba§ p unb 9 fott)oI pofiti\>e/ tt)ie negatit^e reelle Sinien bar^ 
ßetten; fo ge^t bie Sonnet CO in 

COA)=p + yV-i 

fiber, unb man l^i, n)enn man t)on biefer gorm auf bie %\t^ 
4>ung Cl) juradfc^Iiegen n>iC, für bie abfolute Sänge unb ben 
9leigung^n)infel ber Sinie (OA) bie Setie^ungen 



a=Vp'-i-g* nnb tang9 = -2. 

ober V = arc. tang -2-| 



♦•♦♦C3) 



§. 66. Sie Sfnttine bet brei ittnereit 9BittfeI eined 

S>reiecfd ifi gleidft jtoei redeten ober bie ®nmme ber 

)Q3bgett biefer aBinfel ift gleidft tt. 

ABC fei irgenb ein 2)reie(f. /Die Sängen feiner brei @ei« 
ten tt>erben in ber feitmärtd angegebenen SBeife bur$ a, &, c 
unb bie toon biefen Seiten eingefct^Ioffenen inneren Sßinfel bur$ 
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§. 66. iDte eomme htt trii tniicren iBinfcL 




Oj ßj Y tatgeflellt 8Cuf et^ 

bie fittgerctt SBinfel biei^ 
fed 2)rete(tt na^ aRaati^ 
ga(e ber S^Sttr, foba§ fic^ 
refp« bie ffiinfel y unb ^, 
a unb q>ii ß uttb 9>a i^ 
itvei rechten ober )u « et^ 
gftnsen* 



iRimmt man jie^t bie Sde B be« 2>reiecl« al« StuOpttnft 
unb bie Seite BC }ur poftti\)en teeUen Site an; fo iß 

(B A) = c (C08/3 + sin/J ./ — • ♦ • ♦ (*) 

98enn C ber ^luOpunft tt)ire; fo tvflrbe man (ei berfetten 
Gage ber reeUen ^re, loenn man (erücfftd^ tigt; ba§ ACD = 9 
ber 9leigungdtt>infe( ber Sinie CA gegen biefe %xt i% 

(CA)=^6Cco89+siHqpV ^)=Ä(— cosy+siny.V^^) •♦♦♦(5) 

^a(em 

9ta$ f. 49 ßellt irgenb eine Seite einer gef^toffenen ge« 
rablinigen gigur bie Summe aOer ilirigen bar; man ^at alfo 

(BA) = CBCr) + (CA) b. L 

MSf ®Ui(^ung (4) unb C53 unb ba CBC3 = a x% 

c(cos/J-f sin/J."!/^) = a+6C— cosy + siny.}/*— 1), 

ober; bad SleeOe bem SleeOen unb ba4 3maginire bem 3magi^ 
niren gtei$ gefegt (f. 48), • 



CC08/3 = a— ftcosy unb C8in/3 = 6siny 



♦•••(6) 



Senft man ft(^ jie^t ben 9htllpunft in C unb bte reelie 9re 
in CA \)erlegt, unb bräcft au^, ba§ für biefe Cage 

CCB) = (CA) + (AB) 

fein mfiffe; fo erhalt man auf gau) fi^nlid^e SBeife bie beiben 
(Slei^uttgen 
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aoo8)f = 6 — coosa uttb asiny = csina * * * * (7) 

jDenft man ft(^ entließ ben TluOpunft in A utib bie veeOe 
Sie in bie Stic^tung AB gelegt, unb brftdt aui, ba§ 

(AC)=CAB) + (BO 
fein ntflffe; fo etf^&U man 

6cosa = c— acosj3 unb &6i]ia = a8in/) ♦♦♦»(8) 

atud ben {enteren ®(ei(^ungeit (6), CT)/ C8) folgt, tvenn 
man üHxaU mit c b{t)ibtrt, 

^ a b \ 

— cosy= cos«, / unb- 

^ ^ ( o ^sing 

— cosa = l cosö / 

c c ^ i 

h ri 

Dur(^ einfü^ruttg ber SBertf^e »on — unb — in bie etflen 
brei biefer ©(eic^ungen tverben biefet^en 

a sina sin/3 

cosp = -7 ^ cosy, 

"^ siny siny ' 

sina sin/3 

siny ' siny ' 

sin/3 . sina ^ 

siny siny ^ 

ober uoenn man fi^erad mit siny multiplijirt unb gefi^rig xt^ 
bujirt, 

sin/J cosy + cos/3 siny = sin QS+y) = sin«, 

sin« cosy + cosasiny = sin C«4-y) = sin/3, } ♦ . •♦(9) 

sin a cos/3 4" cos a sin/3 = sin (a -f /3) = siny. 

S)iefen ©leic^ungen fann einzeln nad^ f. 47 bur<$ folgenbe 
SSert^e ein ®enAge geleifht n^etben 
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1, /j + y=:2fjr + o ober II, /3 + y = (2t+ 1)«— «, 

lü, a + y = 2ix + ß Ober IV, «+y = (2i4-l)3r-/3, 

V, a + /J=2i« + y Ober VI, a+/J = (2t + l)Ä-y, 

toorin i etne ))o{tt{\)e ober negatt\)e ganje 3^$!/ ^te mit etn» 
gefc^Ioffeii; (ebeuten fann. 

8&§t man bte brei äSert^e I, III, V geUen, unb obbirt bte^ 
fetten; fo er^äft man nad^ gehöriger Stebuftton 

toorin i für trgenb etne ganje 3^^! i^^^^/ ^Ifo 

o 4- /J = 2t« — y, 

im fRefuttat,. n)el(^e6 ben oMgen Sebtngungen (93 »>tberf))rtc(t 
tt>etl ^lernat^ sinC«+/^) = — siny, atfo an^ öiny=--siny 
fein mügte* 

9ltmmt man ^on ben Gleichungen I, III, V trgenb itüti 
nnb ^on ben ©tetc^ungen II, IV, VI bie entfprec^enbe britte, 
). S. bie ©leic^ungen I, III, VI; fo erhält man bur$ Slbbition 
berfetten 

2o + 2/3 + 2y = C2t + 1) «-f « + /J — y, 

alfo 

a + /3 = (2i + l)«-3y, 

Wii ben oMgen aSebtngungen (9) ebenfalls nic^t tnt^pxii^t, mit 
^itxna^ a\nCa+ß) = BinSyy alfo ani^ allgemein sinr=sin3V 
fein mügte. 

9limmt man von ben brei ©(ei^ungen I, III, V nur (Sine 
unb toon ben ©leid^ungen II, IV, VI bie entfprec^enben beiben 
anbem, ). SB* bie ®(ei(^ungen I, IV, VI; fo »rgiit eine9bbition 
berfelben 

2« + 2j8 + 2y=2i« + a-/S-y, 

alfo 

a=:2ix-3(ß+y\ 

ein dttinitat, t^el^ed ebenfowenig; ben ^ebingungen (9) ün @t^ 
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nfige Mfttt, ba ^ientad^ Bina=B\n^+y), a(fo an^ aVgeniein 
8in0? + y)=sin3(/y-hy) fettt mugte, 

9Ittnmt man nun enbli^ bte brei ©(dc^ungen II, IV, VI; 
fo eri^att man burc^ Slbbttton berfel^en 

3(aH-/J-t-y) = C2t + l)« ober 
« + /S + y= — 5 — « ober 

Damit nun siD(a-f /9)=:8iny fein Unne; koie e^ na(^ ben 
:S3ebtngungen (9) notffwenbig ifi; mu^ bie 3a^I 2t + 1 irgenb 
ein 93ielfa^ed be« 9lennerd 3 feim X)er fleinfle 98ert^ ))on t; 
weI4^er biefer gorberung ein ©enttge Idpet, iß 1 ; man fonn alfo 
feften a +/?=«— y ober 

2)er näc^fifolgenbe Sßertff ))on t, n^etc^er bie ))orfle^enbe 
gorberung erfftfft; toüxit t = 4 fein* 9(6bann ^Mt man a(er 
a+/9-|-y=39r, tt>ad unmdgtii^ i^, ba bie 6ttmme ber brei in^ 
nern SQinfet eined Dreied^ inti. ber brei Äußeren Sßinfel q>, 
Vi» ^a 8^^^^ 3« iji, mitj^in o+/J4-y<3Ä fein muf^ 

S)a no4^ gro§ere SBert^e für i au« bemfelben ®runbe }tt 
toertverfen ftnb, tvie ber äSert^ i^^9 unb ba für i aui^ Um 
negati^Den SOSert^e {utäfftg ftnb, tnbem k=~1 ben Sebinguni^ 
gen (9) fein ®enfige leiflen unb aOe ber Ouantitöt nac^ größeren 
negativen SBSertj^e wn i ju bem abfurben Slefuttate : a+/?+y= 
einer negativen ®ro§f, ^^ren tvfirben; fo folgt, ba^bie6umme 
aJ^ß^y nur gtei^ x; ^ber bag bie @umme ber brei in^ 
nern äsinfel eined 2)reiecld nur gUi^ 2 reiften fein 
fann^ 

Sud biefem Sa^e ge^t femer ^txwx, ba§ irgenb ein ftugerer 
äBinfel eine« S)reie(fd gtei^ ber Summe ber beiben i^m im 
Sreiecfe gegenüberiiegenben fflinfel i^* 
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§. 67. fXf Otmune ato iimeren fßinfrl 



f. 67. ^it 9nmmt alUt fititereii aSBfitf el eined « e<ff6 
ifl dleUl^ (n— 2);r uitb bie aller fiufteteti SBinfel 

0leid^ 271. 

2)a man eine jiebe ebene n fettige %iivix tur$ jDtagonaten in 
11-2 X)me(fe )er(egt merben fann; fo folgt, ba§ bie Summe 
2a alter inneren äBinfet einer feieren Sigur gleich 



2;a = (n — 2)7f 



eil) 



fei- 

9Senn man aUt Seiten biefer ^igur in benjienigen Ütic^tun^ 
gen t>ertängert, in totl^tn ein ^unft ben Umfang berfetten fletig 
bur^Iaufen kPürbe; fo fei an irgenb einer Sde ber innere 
SBinfel i^ifc^en ben ieiben angr&njenben Seiten =a unb ber 
&ttf ere SBSinfet ober ber SBinfel )tt>ifc^en ber @inen Seite ober 
Serlingerung ber anberen Seite =ß. Sejeic^net man nun mit 
Ha bie Summe atter inneren SBtnfel; fo ift 2a=:(n—2^n, 
9Benn aber ba^ n(Sd nur au^fpringenbe (Sden enteilt, meiere 
fi(^ baburcf^ c^arafteriftreU; ba§ ber innere SBinfet im Iflen ober 
2ten Ouabranten liegt, ober bag bie obigen 93erf&ngerungen ber 
einzelnen Seiten f&mmtlid^ au^er^alb ber ^i^nx liegen; fo ifl 
immer o+^=«, alfo :S(a-f /y)=2;a + 2;/^=«3r. ^ieraud unb 
au^ ber t>or|fergei^enben Sejief^ung folgt 



£ß = 2n. 



. . . . (12) 



b. L bie Summe ber &u§eren Sßinfel irgenb eined 
^itUdi mit lauter au^f))ringenben ddtn ifl gletd^ 
29r ober gfeic^ 4 redeten* 

SBcnn bie S^'gur einfprin^ 
genbe ddtn ent^^ält, tvelc^e ba^ 
ran fenntlid^ ftnb, ba§ ber in^ 
nere SOBinfel im 3ten ober 4ten 
Duabranten liegt; ober ba$ bie 
93ert&ngerung ber Sinen Seite 
an einer folc^en ddt ni^t 
^ an^tx^atb ber gigur Hegt, wie 

» in ber feitfte^ertben gigur bei 

C; fo leuchtet ein, bag für 
eine j[ebe berartige (Sdt ni^t 




efncl «M6 {|t = (f»— 2)51 
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a+/^9 fonbtm a— /9=« {{t Setd^net man ballet Me ftiM 
§eten SBtnfet an ben au^f^ringenbcn Sden mit /? unb He an 
bnt e{nff>rtngenben Seien mit ß^ ; fo ^at mwx offim^ar 

2ß-^Zß' = 2x, ♦ • • • C13) 



b. ^. bei irgenb einem Stelede mit arxi^ unb einfprin^^ 
genben (Silen iß bie jDifferen) jtvifc^en ber@ttmme ber 
inneren SBinfet an ben an^fpringenben (Seien, unb ber 
fingeren äSinfel an ben einff>ringenben (Eden gUic^ 2% 
ober gleid^ 4 regten. 



§.(}a «»fatiuttg bc^Oerfairen^ Ibei bet Slbbition unb 

^ttbttaftion melftreret Sfttiett* 

Um bte beiben Stnien (OA) = a(cosa + sino. |/-i) unb 

(OB)=6(cos/?+sin/y.V'^0 i» abbiren, fottte man nac^ ber 

iBorfd^rift be6 %. 49 ^on bem 
(Snbpunfte A ber (Einen in 
einer «ic^tnnfl D AE fortfc^rei^ 
ten, tt>e((^e mit ber reeCen %tt 
ben SBinfel EDX=BOX=/? 
bitbet* SBerlangert man nun 
OA Aber A ^inaud nad^ F 
unb be}ei<l^net ben aßinlel 
EAF mit <3p; fo ifl au^ Sinfel 
OAD=y, SBinfel ODA««-/? 
unb nac^ §* 66. 




a + (« — jS) + <p = «; mithin 

g) = /3-^a = <B0A. 



♦ • • • 



C14) 



Slu6 biefer SBegte^ung ergibt fid^ folgenbe^ einfalle SSerfa^«» 
ren, nac^ n>eI4^em bie Slbbition ober Subtraftion gn^eier Sinien 
au^iufufiren i% ^an \6)xt\tt t)om (Enbpunfte A ber (Einen 
um bie Sänge ber Slnberen in einer 9ii(btung AE (ober bei ber 
©ubtraftion in beren »ertängerung (AD) fort, »el^e mit ber 
Verlängerung »on (OA) ben ffiinfel EAF = ^ — a = BOA 
etnf^Iie§t. 



176 §. 68. IbMtton nu^m«; 8imcn oon «frf^iebencn asi^tttiiden. 

6oB jtt ber eumme COE)=(OA)+COB) not^i eine britte 
Stete (00)=c(oo8y+-8inyv^Hi) «^Mrt »erben; fo wirb man 
toom fünfte £ um bte abfotute Sdnge EH=OC=c in einet 
Stid^tung EH fottf($retten , »elc^e ft(^ gegen bte Verengerung 
toon AE unter bem SBfnfet HEG = CO B=y—/^ neigt, ober auc^ 
n>el(&e ft(^ gegen bie SBerlängerung toon OE unter einem Sßinfel 
= COE neigt : benn benf t man ftc^ bie HE bit )u i^rem jDurc^' 
f^nittdpunfte N mit ber Slre OX ))erlängert; fo wirb »egen 
be« 2)reiecf« EDN Z-HNX = EDN + DEN = EDN+HEG= 
=ß+CY—ß)=Y Wtt^ (OH) Pettt atebann bie Summe ber 
brei Sinien (OA), (OB) unb COC) ober (OA), (AE) unb (EH) 
bar, ober ed ifl 

(OH) = (OA) + (AE) + (EH) (15) 

9limmt man aUt @eiten be^ SBieled^ OAEHO in ben 9{i$^ 
tuttgen, in welcher ein ^oon O au^gefienber $unft ben ganjen 
Umfang ber Sigur befc^reiben wflrbe, alfo refp. in ben Stic^tun^ 
gen OAF, AEG, EHM, HOP, foba§ ber 9leigung^minrel ber 
legten &titt HO in ber obigen ^i^nx ber fiberflumpfe SSin«' 
fei POX iP; fo ^at man in ber Unteren Olei^ung — (HO) an 
bie ®te(te soon (OH) 2u fe^en, »oburcf^ biefelbe 

(OA) + (AE) + (EH) + (HO)=0 . • ♦ • (16) 

»irb« jDiefelbe (effrt, ba§ bie aritffmetifc^e Summe alter 
Seiten irgenb eine« S^ieledd, »enn biefelben in ben eben 
ertt>fi^nten 9li(^tungen genommen werben^ gleich null ift, »ie 
f^on im S. 49 gegeigt ifl. 



§. 69. 



Slud ben Betrachtungen bed t)orße^enben §4 folgt 

umgefeffrt, bag wenn OAEHO 
irgenb ein SBiefed ifl, burd^ 
beffen (Sät O man eine feße 
üre OX gelegt ^at, unb man 
loerlangert bie einjelnen Sei«» 
ten in ben Stiftungen, in 
welchen ein wn O au^ge^en« 
ber $unft ben ganjen Um# 
fang ber gigur fletig burt^* 
laufen würbe, alfo OA nad^ 
F, AE nac^ G, EH na^ M, 
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HO ita(| P9 tr&gt barauf oxt ben $unft O bte Stnten OA, OB^ 
OC, OP, ml^t tnitetnanber unb tntt ber Sre OX bte Sßinfel 
AOX = AOX, BOA = EAF, COB=HEG, POC=OHM 

ctnfc^Heßen; fo wetben ft^ btefe Cintett gesell bte 2lre OX refp* unter 
benfelben äBtnfeln netgen, unter n^el^en bte entf))re(]^enben Seiten 
ber gtgur ober beren aSerldngerungen btefelbe äre OX bur^*^ 
fd&neiben, b^ ^ ed tt)trb fetn < AOX=AOX, BOX=EDX, 
COX=HNX, unb OP wirb bie »erlangerung wn HO feto* 



§. 70. lBc)ie(itit(|ett gtDif^fit ^eit htti Ztittn nnb htu 

btti flBinfeltt eiltet i&reiecf^» 

ABC fei ba6 gegebene S)reie(f; man beget^ne bte benSden 
A, B, C gegenüber liegenben Seiten refp* mit a^ &, c unb bie 
unteren SBinfel an Jenen ©den refp. mit a, ß^ r- 

jDenft man ftc^ ben 9iuIIpunft in bie (Stfe B unb bie poft^ 
Vcot reeOe 9re in bieStic^tung BC gelegt; fo tofirbe, toenn man 

bie Seiten CA unb AB in benjieni^ 
gen Slic^tungen an ben 9luK))unft 
trftge; in n>el(ben ein oon B au6ge^ 
^enber $unft ben Umfang bed 2)rei^ 
^ ecf« BGA (letig bur^taufen toürbe, 
^ CA oberjfatb ber reetten »re unb 
AB unterhalb berfeften fallen, fobag bie 5Reigung«tt)infeI ber 
brei Seiten a^h^c refp^ 0, sr — y, « + /? unb bemnad^ bie 
arit^metif^en Sßert^e biefer Seiten 

(BC) = a, 

(C A) =6[cosCä— y)+8inCÄ— y).!/^] =— ftcosy + ftsiny.l/ Hl, 
(AB)=c[cos(7r4./J)+8ln(3r4-/J)V — 1]=— ccosjS - csin/SV ^ 

fein ioilrbem 

2)a biefe brei Linien eine gefc^Ioffene t^tgur bifben; fo mu^ 
i^re arit^metifd^e Summe gtei^ nuU fein. Slbbirt man alfo bie 
t>or{le^enben Sluöbrucfe gufammen unb fe^t CS* 48) fott)oI bie 
Summe ber reellen , toie bie ber imagin&ren ©lieber gleich XivSSi\ 

12 




178 §. 70. BQiebttiidcn simfcl^ ben ekitm 

fo tx^Xt man, nad^bem man bte le^teve Summe bnx^ im 9ti^^ 
tungdfoefft}tenten l/^ bt))ittrt ^at, bte (eiben ©letd^ungen 

a= Äcosy + c cosft ♦ ♦ ♦ ♦ (IT) 

&siiiy= csinjS * * «• (18) 

m 

aSerbtnbet man mit biefen (etben ©letc^ungen na(^ $• 66 no(| 
bte folgenbe 

»+ß + Y=^\ ♦♦♦♦(19) 

fo ^at man brei ©letd^ungen, ani totl^m man it. 2 ber barin 
entfialtenen 6 Elemente be^ Dreted^ eltmtntren unb al^bann 
&nti ber ubrtg i(et(enben ali Sunftton ber Utittn 3 au^brücfen 
fann« 

3u\)5rbcrfl folgt aui ber ©letc^ung (18) 

6:c= slnßisiny, 

unb tt^enn man ein anbere^ 9RaI bte @ette AB aU reeSe Site 
annimmt/ aib=:sina:sinß; mithin allgemein 

a:b:c=^ sina : sin/3 : siay ♦ ♦ ♦ ♦ (20) 

^kxaui unb au6 ®tei(^ung (19) folgt auc^ 

ft sin/3 sin/3 stn/g ^«j-v 

Ic "^siny" sin(Ä^a— /3)"'sm(a+/0 ♦♦♦♦UU 

9ßenn man ©leic^ung (17) quabrirt; fo fommt 

a? = b^ oos^y + 26c cos/J cosy -J- c^ cos' ft 

unb koeil nad^ ®(ei(|ung (18) ftslny — csiii/9=0 ifl; fo ^t 
man an^ 

o = 6«sin2y — 26c8in/Jsiny4-c«sin«/J. 

Slbbirt man bie Ie$t^ren (eiben ®Iei(|ttngen/ unb beachtet, 
bag 6'2(cos«y + ßin'y) = 6«, c«(cos'*/J + siVi^ = c^ unb 
cos/^cosy— siD/f siny = cos(/?+y) ip? f^ erhalt man 

a« = 6« + c« + 26c cosQJ +y), 

ober ba na$ ©lei^ung (19) cosOJ+y) = — co8(«— /^— y) = 
— coso i% 
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a« = 6« + c« — 26cco»a, 

ibtt^itt 

Sltt^ ber toorflel^enben ©leidjittng ergibt {td^ aud^ burc^ eine 
«uPfung plr We ®röge c 

2)ie ®(et(^ungen (20) (td (23) testen, bag ft^ je brei (S(e^ 
mente eiltet jDreted^ beregnen (äffen, n>enn bte anbeten brei 
gegeben ftnb, mit Slu^na^me bed ^a((e6/ n^o bte brei SSinfel ^t^ 
geben xohxtn, xotiX at^bann bie ©(ei^iung (19) feine Sejie^ung 
jtvifd^en ben befannten unb ben unbefannten Elementen barfieHen 
unb man jkDtfd^en ben brei unbefannten @etten nur bte beiben 
©letd^ungen (173 nnb (18) befialten würbe* 3nbeffcn muffen 
aUe S)rete(fe/ tpeld^e btefer Sebtngung et;i ®enüge leiften foKen, 
t)on ber %xt fein, bag i^xt brei @etten dy b, c in bemfelben 
Sßer^altntffe }u etnanber flef^eu/ n>ie bte @tnu6 ber gegebenen 
SD3infeI a, A y (f* ®Iei(^ung 20). 

3(u§erbem bemerft man, bag n)enn jt^et ®t\Un a unb & 
nnb ein SSinfel gegeben i^, tt)eld^er Stner btefer Seiten gegen^ 
über liegt; J* SB* a, bie übrigen brei ©tütfe c, /? unb y j[^ j»ef 
t>erf(^iebene Sßert^e annef^men fonnen, xotnn ber SBinfel a fpi^ 

ober < -g- ifc ober nur j[e Stnen SBSert^, wenn a etn flumpfet 
ober ein re^ter SBinfel ober ^-q" ^^ 2)enn au^ ber ®lei^ 



d^ung (23) erfleht man, bag »enn « = -2" ^^' *^®®" Ö^^^^ 
null/ unb wenn «> -h" ^'fr ficos« fogar negatit) wirb* 3n 

beiben Sitten fann bie SQurgelgroge in jietfer ©letc^ung nur po^ 
fitit) genommen werben, ba man für c not^wenbtg eine abfo^ 
(ute ®roge ermatten mug, unb ifl al^bann nid^t mt^x jweibeu^ 
tig* SBenn ber SBtnfel a fpi^, a(fo 6 cos« pojtttt) tfl, wirb bie 
SBurjelgroße /'«*- 6^sin«Ä = V 6*cos^a + a^— Ä* übrigen^ 
ntd^t unter allen Umßdnben }weibeuttg bleiben* SRan - erfennt, 
bag biefetbe au^ unter btefen Umfldnben nur pofttio genommen 
werben barf , fobalb bie gegebene @ette a>b i^, wet( alöbann 
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tet aifolttte Sßett^ wn yf a'-^nin«« > ioosa iß/ tmk moii 
fftr c einen negat{))en 9ßert$f erhalten kpfiTbe, u>enn man Me 
SBurselgrö^e negatit) Xih}jfVM. ^xttoxA foTgt; bag tpenn brei (Ete^ 
mente, tt)te o, 6 unb a gegeben ftnb/ bte brei anberen bann t^oOfonu 

men befHmmt fein »erben, foklb «^-f- iP/ ^ber au(^ fo^lb 
a<-^ unb gletc^ieittg bte bem SSinfel o gegenü^erliegenbe 



§. 71. ftoiidtttett) ^er Stelttfe« 

3tt>ei S)re{e(fe ffelgen fongruent/ toenn {te bergeßalt fi(er 
einonbec gelegt toerben fönnen, bag fte ftcf^ t)o((fommen becfen, 
ober tt>enn t^re fe4i^ (Elemente refp* etnanber gleicf^ ftnb. 

X)a j[e brei btefer (Elemente \)on ben brei übrigen bur^ bie 
Kx^ »orl^erge^enben ^aragrap^e entn)i(feften Se^ie^ungen ))on ein^ 
anber abff&ngen; fo falgt, ba§ }tt>ei 2)reie(fe unter folgenbtn 
Umfi&nben fongruent fein kDerben: 

1) Senn %xoA @eiten h unb c nnb ber t>on biefen 6eiteit 
eingefc^Ioffene äBinf el a in beiben refp. einanber gleid^ ftnb; 
benn na4^ (Sleic^ung (22) ^at man ffir bie britte ^i^t 

a-^yf' ft»-t-c»— 26CCMO ♦♦♦♦(24) 

nnb and einer ^ufldfung ber ©leic^nng (21) fftr /? er^ 
gibt ft* 

^^'^ c— ocos« i 

unb analog 

csina .rt/?\ 

tangy = T xi^" ♦♦♦♦(2o) 

2) 9Benn bie brei @e{ten o, &^ c in beiben SDreieden ref)>^ 
einanber gteic^i ftnb; benn <xvA ©leic^ung (22) folgt 

C08a = ^-g^ •♦♦♦C&7) 



imb analog 

cosy= — "2^0 ♦♦♦♦(Äf) 

3) äBenn gmei 9ßtnf et a unt) /3 unb tk bas^ifc^en liegepbe Seite 
c in ietben 2)re{ec(en vefp* einanber g(ei$ ftnb; benn au« 
©leic^ung (21) folgt 

6= . ^/*^^ ;-.*(30) 

8iiiCa + ^ 

unb analog 

sinCa + p) 

ütad^ ber ©leic^ung C19) j^at man aber auc^ fär ben brit^ 
ten Sinfet 

y = sr — (a + /J) ♦.♦♦(32) 

4) äBeim jtvei SQBinfel a unb /^ unb tint @ette, toetc^e bem 

(Stnen btefet Sinfel gegenfl(er Hegt; s* ^* h in beiben 

refV» einanber gUt^ ftnb; benn nac^ ®{et$ung (20) 2)reteilen 

er^&U man für bte bem anberen 38infe( a gegenOberlte^ 

genbe @eite 

6 sin« -QQ^ 

g= ^» ^ ♦♦♦♦C^oj 

8m p 

na(^ ber ©letc^nng (21) für bte ^ttifd^en jenen betben 
Sinfettt liegenbe @eite 

^^ 6sin(a+ß) ^^ 

sin/) 

unb na$ ber ©(etc^ung (19) für ben britten aStnfel 

y = «— (a+/J) ♦♦♦♦(35) 

5) SBemi a^ei Selten a unb & unb ein iGBinfet, toel^er ber 
(Einen biefer Seiten gegenfiberltegt, )♦ ®^ o^ in beiben 
Sreiecfen ref9» einonber tUMi flnb« unter ber Sorou^ 



182 ' §. 72. yngemefnelCf^ignir^aften b<c JDreiedk. 

feftung, baf entweber ber Sßinfel « ^ -9" f^*/ ^^^^ ^^^^^ 

er <-^ wäre, baß atebann bte Seite o> 6 fei; benn 

für biefe teibeit ^Jjade erpdtt man nacj ©leid^ung 023) 
für bie britte ®t\tt ben unin)eibeutigen ^u^brud! 

•c = 6cos a + V^ ä^^^Ä* «S'^lf ♦ ♦ ♦ ♦ C36) 

unb au^ ber ®Iei(!^ung (20) folgt fiir bie ft(rigen (eiben 
Sßinfel 

sin/3 = — sina, ♦ . . ♦ (37) 

8m}' = — sina. ♦♦♦♦C38) 



§. 72. SHIgemeitte (Sfgettfd^afteit 6et Seftett ttttb SSiu« 

itel eiltet Steied^* 

jDa ber abfotute Sßert^ be6 Aoftnuä eined SBinfel«; toet^ 
^er 3tt)if4ien unb n liegt, immer < 1 ifi; fo folgt, mit ^u 
jugnai^me auf bie {formet (22)/ bap 

a' = 6«4-c« — 26ccosa immer <6'+c«+26c<(6+c)«, 

alfo au$ 

a < 6 + c, 

ober ba§ in einem jieben 2)reie(fe bie Summen ber abfo^ 
(Uten Sangen a^eier Seiten grfper fei/ ali bie britte* 
(E^ folgt a(er au^i/ ba§ 

alfo 

a> 6 — c, 

ober bap in jiebem 2)reie(Ie bie 2)ifferen) ber abfoluten 
fiÄttgen a»eier Seiten Heiner fei, a(« bie britte* 

Senn in einem !2)reie(fe gtoei Seiten fr unb c einanber 

gteic^ finb; fo Ifai man nac^ ©teid^ung (20) — =5J2^=1, 

C SlU/ 



§. 73. t>n ^pt^iagodift^r er^rfa^. 
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atfo B\nß = sinT"^ mithin 



ß = Y. 



3ti einem gletd^fd^enfligen £)reie(Ie ftnb alfo bie SStn^^ 
fei an ber ©runbltnie einanber iUi(fy, unb umgefei^rt 
folgt/ ba^ n^enn in einem !Z)reieäe bie SSinfel ß unb / 
einanber gleich ftnb, au(| bie Seiten 6 unb c einanber glei<^ 
fetnmäffen, ober ba§bad£)reie(f glei(^f<^enflig fein tüixi* 
SBenn jieboc^ 6> c; fo i9 aui!^ Bmß>siny ober 

to« 1^« in einem X)reiecfe ^e|it ber grj^eren @eite aud^ 
ber grj^ere SSinfel gegenä(er/ unb umgefe^rt* 



§. 73. S)et 99t(a0or&{f<i^e Sel^tfat* 

aOBenn (Sin aSinfel brt gegebenen Sreieif^, g» ©♦ a =-|- 

ober gleid^ einem rec^ten^ alfo cosa = ifi; fo ergibt bie ®tei^ 
^ttttg C22) bad SRefuUat 



a« = 6« + c«. 



♦♦♦♦(39) 



^kxaui erftei^t man, ba§ in einem red^ttoinftigen 
jDreiede bad Duabrat ber aBfoIuten SSnge ber ^ppo* 
ti^eufe glei^ ber @umme ber Duabrate ber atfolu^ 
ten Sängen ber Reiben Äati^eten x% 3n biefer toii^tigen 
<Sigenfd^aft beä rec^ltoinnigen ^xtitäi (efie^t ber $t^t|^ago^ 
rfiifie Se^rfaft. 



f. 74. «l^tiUd^f eit bet Sceied e« 

Qi ip fc^on iDor^in CS. 70) bemerft, ba§ in jebem Sreierfe 
ABC, beffen 9BinfeI a, ß, y ftnb, bie ©eiten o, 6, c in tem 





184 §. 74. S$n(i4erit ter ^baitOi. 

f8tx^Unif(t sinatsin^tsin/ gu einanber ftel^em ^ittaui fotgt, 
ta^ n^enn gwei 2)retecfe ABCunb A^B^Ci ref))» btefet^en SEßtui* 
fei teftften, fobaß a, =a^ ß^=ß^y^ = y i^, We ©etten Wefer 
jDretecfe bte Proportion 

Ol :6| :C| = aibic « * * • (40) 

Mlben toerbett« 

Umgefel^rt folgt aui^, ba§ tt>enn in gmei IDreieifett b{e bret 
Seiten in ber $ro))ortton (40) {leiten, bie 993infel berfeKen refp« 
einanber gleich fein mülfen* 2)enn ba in bem (Einen Dreiede 
a, : ftj :ci =8ina^ : siu/^, tsin/i unb in bem anberen aibtc 
=siaax6lnß X siny ift\ fo ^at man toegen ber $ro))ortion (40[) 

sinaitsin/Sitsinj^f = sina:8ui/3:8in}^ « •«* (41) 

ober au(^, ba sin/issin («]+/?]) unb 8ui/=sui(a+y) ifi 

($♦ 66); 

8iiiait8in/3|:8in(a|+/3i)=sina:sin/3:8in(a+/3) «•«♦(42) 

au« ber »egie^ung ^!^ =?!'^ folgt 8in/J, = ^sln«o 
unb ba aOgemein cosy = v^ i— sin'^ xft, 

COSpi = ; * • 

®ub{lituirt man biefen Sert$ fftr cos/fj unb ben Wt^tt* 
gej^enben Sßert^ für ?^lx in Ht ©egiejung 

8in(g,+|8i) _ 8m(a+<3) ^^ 

sin «, cos/?. + SM. cos«. ^^,. . gjpgtco, 
s in(a + /?) ^ , sin/S 

unb rebttgirt gei^arig; fo ergibt fti$ 

V^tiii'«c-iin'/9«in'ak =sinaoos/J + sfal^oosa -- sin/Ioosai. 



§. 74. finUmt t(t 2)rri((te. 185 

Ouobrirt man btefe ©leic^ung; fo fomtnt na$ einigen 9te^ 
bnftionen; tvenn man bte gemeinfd^aftlii^^en ^aftoiren db^ovbttt, 

sin ^ . sin (a+ZO (cos a — cos a^) = 

ober tvenn man mit bem gaftor sinß.sinia+ß), wtl^tt nii^t 
g(ei(^ nuK wtxitn tann, bis^ibirt, 

cos Ol = COSa, alfO «1 = Up 

unb mithin m^m ber Sejiel^ungen (41) auc^ 

/Jj=/J unb y,=r' 

3^ei jDreiede/ in t^et^ien bie 903in(el ref))« einanber gleid^ 
ober bie leiten einanber ))ro))OTtionaI finb, l^eigen ft^nlic^e 
2>reiecfe« 

jDie t^niii^Uit jmeier SDreiede ftnbet an^ flatt, totm jwei 
Seiten 6^ c unb 6|. C| einanber ))roportionaI ftnb unb ber bo^ 
3tt)if(^en liegenbe SSinfel in ifreiben 2)reieden gleich; tovxn alfo 

a|=a ifU 

jDenn nac^ ®Ieid^ung (22) ^at man 
mithin 



i.v/i+aHi)«..".»g-v/'+(g)'-2(g>«.,. 

jDa nnn ber aSorandfe^nng gem&f X^ ~ X ^^ ^i = « 

iß; fo mu§ nac^ ben t^prflei^enben ®Iei(^nngen anc^ S^~f ^*^' 

unb man $at 

dl :&i:C| =a:6:c, 

tvorott« bie ^nlic^feit ber (eiben Dreiede unmitteKor |^ert)pr^ 
gejt* 



186 



§. 75. Sfitf^ungen iwifct^en ben Letten 



§. 75. Sesiel^nttdeti stpifd^ett ben S^eitett nttb 9SBiit{eIti 

eiltet S^ieted^* 

ABCD fei frgenb ein fßitxtä, beffen Seiten unb beffen in* 
nere unb Magere SBtnfel in ber feitße^enben SBeife (ejetc^net 
toetben* 3lmmt man bie (Sät D aU ^nilpmtt unb bie {Richtung 
ber ®eite DA aU )foßiu reelle 9[re an, ma^t barauf tta^ 
$♦ 69. Z.AiDBj=AjAB = a,, B^DCa = BiBC = /y, , 
CaDDi=C,CD=y,, mithin an^ D,DA=«Ji; fo ergeben bie 
Sinien DB,, DCg, DD^ bie 9leigungdt9infe(, unter ml^tn bie 




Seiten AB, BC, CD ober bereu SBertangerungen bie ?lre DAi 
burd^fc^neibem ^iemad) ^at man für bie arit^metifd^en 9ini^ 
brüde ber @Httn Ui ^itxtdi 

CDA)=a, 

CAB)=&Ccosa|4'S{na|^.V' ^), 
(BO=c[cos(aj +ß,) + 8iii(ai +ßt).y~\1, 

Se^t man nun bie Summe biefer Slu^brüde ^on Sinien, 
ml^t eine gefc^Ioffene ^igur (ilben, gtei(| nuti; fo ereilt man 

+d[co8C«,+/?t+yt)+siH(a^+/^i+yi).V-i]=0, 



unb Bitileln dne< Simttt. 187 

ober tt)ntn man fftr bte ftu§eiren Sßmfel a^, /^i, ^i tie iimeirett 
Sinfel a, /?, y^ 8 tinfü^xt, unb ba(ei Uai^Ut, ia^ a,=:«— a, 
ß^ = x^ß, yj=jr— y unb a-|-/?+y+<^ = 27r CS* 67) ifl, 

a+6C— cosa+sino.V — 0-i-c[cos(a-{-/9)— sm(a4-/?).V^] 

+ d(— cosÄ—sinJV ^0=0, 

ober tt)enn man fon^ol bk@umme bet xttUtn, tok bie ber ima^ 
gtn&ren ©lieber gleich null fe^t, unb bie le^tere burc^ 1/~i 
bit)ibirt; 

a— 6eo8a4-ccos(a-f /J)— dco8*=0 .♦♦• (43) 

unb 

b&iaa--csinCa + ß) — ds\nd = •.»«(44) 

SBeriinbet man mit biefen ieiben ©letc^ungen nod^ bie britte 

a+ß + y-\'d = 2n; •♦•.(45) 

fo ^at man {tpif^ien ben 8 Elementen o, 6, c, <2, a, /?, )^, 3 Ui 
iBiered^ 3 Weiterungen, unb man erfennt, baß ftd^ ^txtniüüft 
berfelBen 3 (Elemente (ere^inen lapn, ivenn bie ädrigen 5 gege^ 
ben ftnb, inbeffen bleibt ^iert>on ber %a1l au^gefc^Ioffen/ m bie 
t>ier SSinfel unb außerbem (Sine &titt gegeben i% weil al^bann 
bie ©Teilung C45) feine Sejiei^ung }n)if(^en ben gegebenen unb 
ben gefui^^ten (Elementen barbietet: e^ Ifnnen üUx^anpt immer 
nur brei SBinfel a(^ gegeben angefe^en tverben, ba aldbann ber 
t)ierte burc^ biefe (Sieic^ung fc|)on toon felbf} benimmt i% 

§. 76. Sigenfd^afteit bet ^Parallelogramme* 

Sftr ben %aVi, baß je )n)ei in einem 93iereäe {t(^ biagonal 
gegenäberliegenbe Sinfel einanber gleich, baß alfo 

a=y unb /? = J, 
mitlitt 

a+i^=y+J=« unb aud^ *=«— y=«— o 

(f. ®t 45) toäre, ioftrben {!(| bie (Sleid^iungen (43) unb (44) 
Ui oorße^enben ^axagco^^i auf 



188 §. 76. (Sidmf^aftra bec yataarlogranime. 

a — icosa — c+dco8a==0 «•♦«(46) 

«IIb 

(sina — <i8ma=0 ««««(47) 

rebttsitem {){erattd folgt 

b = d unb a = c. 

3n einem SBiered e alfo, in toelc^em bie gegenäier^ 
liegenben Sßtnfel paaxtoti^t einanber ^Ui^ finb, ^a^ 
ben att<^ bie einanber gegenäberliegenben Seiten gUi^ 
^e Sftngen« 

9Kninit man an, in einem 93ierecfe feien bie einanber gegen^ 
Überliegenben &tiUn, ref))* gleich, alfc c=a unb d=b; fo er« 
$&U man aui ben ©leic^ungen (43) unb (44) 

a— 6eosa + acosCa+Ä""6<5OsÄ=0 ««««(48) 

unb 

ftsino — a8inC«+Ä)— 6sin*=0 ««««(49) 

2>i^ibirt man biefe beiben ©leic^ungen bnrd^ b unb fe$t best 
caa ber (Sinen fttr -y fid^ ergebenben SBert^ in bie anbere; fo 
(pmmt nad^ ge^friger SRebuftion 

sin a — sin <^ — cos a sin (a+/J) 
+ sina cosC« + ß) — »inJ cosCa+Z^) — cos J sin («+/?) = 0, 

b« i/ ba cosasin(a+/?)— sinacos(a+ß = «in/^ 

unb sinÄcos(a+/J)+cosa6in(o+/y)=su[i(a-f/J+Ä)=— shr 

ifi/ 

sina — sin*— sin/? + 6inj>=0 

Ober 

sina -{- sin}' = sin/?+snai' ««««(50) 

3la^ ber allgemeinen formet 

sin(g)+V) + sin(9— ^) = 2sing)Sin^ Ober 
siny + sin V' = 2sin2i3f . cos 5^=2? 



f^ 76. ^nif4(Kficii te tHmaMo0ramm<. 160 

ev^SIt man nun 

sina + siny = 28in "'t'^ • cos ^T^ tttib 

sin/J + sin« = 26111 ^i-? . cos ^^, 
alfo »egett ©leid^uiig (50) 

sin --^ . cos — g-t = gin 21» , cos «^-^ 

ober ta a+/y+y+Ä = 23r, alfo ^il^ = «- fLiJ? „«b 

sin5+J:.eos^p:=-sm4J'.cos(/y+^ 
C0«S^=-C08(/?f^) .♦♦.(51) 

jDiefer ©Icit^ung fann enttvebet (ttt(^ bie 8c)ie$ons 

o-f/?=C2i4-l)« ....(52) 

ober bnt(^ bie Se^iepttitg 

(/?+^^-(^= (?< + !)«, t. i 
/?+y=C2f + l)«, ♦♦♦♦(53) 

tümn i jfebe ganje 3a^I/ Me mit eiitgefi^^Ioffen/ iejeid^net/ ein 
®^üge geMftet iverben« jDa aitx bie @umme aller t^iet 3Siim 
fet o-|-/y + y-i-cr = 2« ijl, alfo fowot a+/?<2«, loie au^ 
/J+y<2« fein mng; fo fotgt, ba§ i nur =0, nnb mithin 
enttoeber nur 

a+ß=x ♦♦•.(54) 



190 fb 76. (Si0fnf4aftfn Ut pataWo^tammt 

Ober 

/y + y=:« ♦.♦♦(55) 

feilt tarn* 

gfir Me er^ere annähme (54) folgt, ba a+ß+y+d=27c 

y+8 = 7C ♦.♦•(56) 

fei/ tttib f&r bie gtoeite annähme (55) folgt, bag aud^ 

a + d = 9l .♦♦♦C57) 

fei. 

!Rad^ ber obigen Sejte^ung (50) inu§ nun, toenn man bie 
erflere 93orau^fe$ung, alfo bie ®(ei(!^ungen (54) unb (56) gelten 
W^t, 

sina -f- siny = sina + siny, atfo ' 
6ina=:smy ♦♦.♦(58) 

fein. jDiefer Sebingung ioirb ein ©enfige geleiflet, foiool bur<^ 
«*= y, »ie burc^ a + y = sr. Die leitete ©leic^ung würbe j[e^ 
bo<^ in SSerMnbung mit ben Reiben (54) unb (56) }u bem 9te^ 
futtote « = d unb /? = y, unb toenn man biefen SHJert^ für * 
unb ben für a+ß ani ©(eic^ung (54) in bie frühere ©(ei^iung 
(48) fubfHtttirte/ ju bem StefuUate 6co6a = fui^rem jDa bie^ 

fed 9lefuUat unmfglii^ i{l> tt)ofern ni^t « = "o" "^^ bemnac^ 

a = /^ = y = *=-5- ifl; fo fann affgemein nur 

a = y unb bemnac^ /J = i 
feim 

Sie§e man bie }tt)eiie SSorau^fe^ung, alfo bie ©leii^ungen 
(55) unb (57) gelten; fo »ürbe man ebenfalls ju bem ©c^Iuffe 

gelangen, bag enttoeber nur a=:/? = y = 3=— ober affgemein 

a=: y unb ß = ö 

fein f jnne« 

3n einem SBierecfe, in toelc^em bie einanber gegen^ 
Überliegenben @citen gleii^^e Sänge ^aben, finb alfo 
au(^ bie einanber gegenuberliegenben SSinfel gleid^, 
unb umgefe^rt. 




§. 77. 9^xaUtVin\m. 191 

Sierede t>on ter t^orflel^ettben Sefc^afenl^eit feigen 9axaU 
lelogramme. jDtefeKen tverben }tt fRt(SfUätn, totan dn jfeber 

bcr t>ter aSBinfet ein redetet = -|- {jt 



^ataUeUinien. 

$« 77« AC unb BG feten itoti gerabe Stnutt; mX(fyc ftd^ 

r ttt C treffen .unb bte reelle 8re AX 

unter ben SStnfeln CAX = a unb 

CBX = /? burd&fc^neiben« gemet fei 

bte atfolute Sänge AC = a, BC=6, 

^ AB = c, alfo für ben ^unft A, aW 

^ l»uapunft. 

(AC) = aCcosa + sina.\^ ^) 
(BC) = bCdosß + sinp V ^) 
(AB) = c; 

alöbann ^at man, toeil btefe brei Stnien eine gefi^^Ioffene S^gur 
Wlben C$* 68) 

(AC) = (AB)H.CBC), b* l 

acosa + a sina»!/'— I = c -f bcosß + ftsin/f.*!/'-^; 
mithin 

. acosa==c-)- (cos/? ««««(59) 

unb 

a6ina=zba\nß ♦.«**C60) 

©ubfHtuirt man ben aSertff 6=^?^, »etiler ft<^ au« 

(60) ergitt, in bie ®tei(^ung C59), unb lof t biefefte für a auf; 
fo ergibt {t(^ nac^ gei^ortger Stebuftion 

cBinß ,^.. 

^--.__^ r ♦♦♦♦(Ol;* 

sinOy— a) 

9u^ biefer gormel erfennt man, ba^ totm ber SBinfel /9=a 
ifi/ bie S&nge be^ Seftor^ AC = a unenblic^ groß merben 
n)irb, b» $♦ a^^ tn berfelben (Shtnt liegenbe gerabe Cinien, toie 



192 §. 78. (Sidmr^Aften bet 9axaUtU\men. 

AC tttib BC, ml^t ft(^ unter benfeüen Sßinfeln gegen ehte 
ixittt Unk AX neigen, trefen ftc^ erfl in uncnblic^et (SnU 
fernung/ ober fte trefen ftd^ nie, mte noeit man biefetben au^ 
t)erlängern müge« Solche Stnien l^et^en paxalltt 

2)ie Formel (61) lei^rt aber aucb umgefei^rt, bag iDenn sn>ei 
Linien AC unb BC parallel fein ober ftd^ erfl in unenblti^^er 
(Entfernung treffen fotlen, i^re 9letgung6n)tnfel a unb ß gegen 
trgenb eine britte fte bur^fi^neibenbe Sinie AX gleich gro§ fein 
ntüffem jDenn tt)enn 

cBinß 
sin 0? — a) 

fein foO; fo muf not^wenbig B\n(ß—a) = ober /J=a fein* 

Da /»— a = <ACB ijl; fo fte^t man, baß ber 9ieigung«* 
toinfel jtoeier ^araOeninien gegen einanber glei^ nuQ ifl* 

S* 7a 9Senn bie beiben @erabe CE unb DF parallel ftnb, 

unb ^on ber britten AB 
burd^fd^nitten toerbenj fo folgt 
aM bem t>or$erge^enben $a^ 
ragrapi^e, baß bie ^omolo^ 
gen SBinfel a unb ß tinan* 
ber gleid^ feien. ®e}ei($net 
man ben ^titntüinUl ABF 
^cnßmit y\ fo ijl/^+y=«, 
alfo aud^ 

b. ]^* bei ^araßelen ifl bie Summe ber beiben inneren SBinfel 
glei$ A^ei redeten* Sbenfo ifl bie Summe ber beiben dugeren 
SBinfel GAB unb DBA gleich )koei redeten. Sud^ finbet xma 
leicht, baf it }koei äSec^fettoinfel, toie EAB unb ABD ober 
ABF unb GAB einanber gleid^ finb. 

aSenn {t(^ gtoei $aare toon parallelen, koie GA, DB unb 
AB, GD in ben fünften A, B^ D, G gegenfeitig burd^f(l^nei5 
ben; fo ge^t wA ben obigen Sä^en l^eroor, bag in bem SBieredEe 
ABDG j[e gtvei einanber gegenUberfie^enbe SSinfel ß^ ß^ unb 
r» ri dt^<( dn>§ feien: benn. toegen bed ^araKeliömud ber beii* 




§. ta 9<0«if4aftfn bcr ^ataminkn. 193 

bell Ctniett CA unb DB ^t man /-|-/?=r9r utib toegeti M 
f^araHelt^mud bet (etben iinitn AB unb CD an^ y-^-ß^z^n 
über /S+y, = «; mttf^in fotwl ß=ßu tt>te y=yi, unb bcntnac^ 
folgt au^ §* 76, ba^ üened Siered ABDC ein ^araaelogtamm 
fet, tn welchem AB = CD rnib CA = DB ifr 

Stimmt man bte Mben parallelen CE nnb DF fo, ba^ 

< a = ^ = -^ ober glei(6 einem regten i jl ; fo n)irb ba« ^a^ 

rallelogramm ABDC }u einem Sted^tecfe, unb l^ieran^ folgt, 
baf }n)ei^aranelen überall benfelben Sibfianb t>on^ 
etnanber befi^em 

93on bem letzteren ©a^e ifl auc^ bet nmgelef^rte rid^tig, b. ^. 
tvenn ft<^ jn^ei Staate ^on Sinten, CA» D B unb AB, CD fo 
burc^fd^neiben, ba^ in bem burc^ if^re £)urc|)f($nittdi|>unfte be^ 
fhmmten SBierecfe ABDC j[e ixoti einanber gegenüberliegenbe 
38infel ß, ßi unb y, 7, gleich ftnb; fo finb jiene Sinien f>aar^ 
iDeife ^araUel, ober in einem jieben Parallelogramme ftnb bie ein^ 
anber gegenuberliegenben @etten paraUel. S)enn tt>enn ß^ß^ 
unb r=yi; fo f^otman, ba ß+y+ßi-\'Y\ =2« ifl, /j4-y=jr, 
tooburc^ ber ^aradelidmu^ ber betben Linien CA unb DB It* 
grünbet iji» Da nun auc^ ß + Y = ßi + y — ^ i^\ fo folgt, 
bag (ji\xii bie beiben anber cn Sinien AB unb CD einanber ^aral^ 
(el ftnb. 



9in^l%tiSäit SatfteUnog ettied ^etfgen linearen 3n* 

ged bnrA ftoorbinaten« 

S* 79. Um und bon ber frtlic^en Sage unb ben fonfKgen 
(^gent^fimlicl^feiten irgenb eined gerab^ ober fmmmlinigen 3uged 
auf geometrtfcbem SEßege eine genfigenbe SorfieKung gu machen, 
benfen xoix und benfelben im %ltt feiner Sntffepung, n^ie er bur(^ 
bie fletige SSen^egung eined ?5unfted befd^rieben loirb, tjcrfolgen 
biefen erjeugenben ?5unft in feiner SBa^n, unb inbem roix beffen 
fttf}efftbe Sagen mit anberen ald feß angenommenen Ottern oer«" 
gleichen, beobachten mir bad Silbungdgefe(^, nad^ tt>eld^em ft^^ 
ber fragliche 3ug im Staume erjeugt« 

SRit ^filfe bed toorfieffenben SBerfa^rend erl^atten toir ein 
geometrtf<f^< 9t(b jfened 3ugedj ber Se^tere fieUt ftd^ unferem 

13 



194 §. 79. TCnat^tif^« iDatffceami0 eine« tmeatm Sug« 

ftiittlidften Slnfd^attungsVermcgen fo bar, toit er in ttx ^ixtli^ 
Uit ertfUrt Soffen toix nun bte SBejtei^ungen, in toelc^en bie 
)oerf(^iebenen Sagen be^ (efc^reitenben ^n!te^ }tt anberen feften 
9)unften unb Stnien ^i^tn, auf abfhrafte Segrife (ringen ober 
bad SStlbung^f^rinji)) be^ 3uged begrtffclm&gig barfleHen; fo ge^ 
fc^iei^t Dte^ bur^i anal^tifc^e Formeln, mli^t t>ennoge ber ifmen 
2U ®runbe liegenben r&umtid^en SSesieffungen bie fufiefftt)en Sa^ 
gen bed obigen fmtM besei^nen. 2)a ber 3ng felbfi unenblid^ 
i^iele fünfte enti^Stt; fo müßten aucb unenblic^ toiele anal^tifc^e 
Hu^bräde gegeben werben, um benfetben in feiner ganjen 9lu^ 
bel^nung bar}uf}ellen: ein jieber befonbere Su^brucf tt)firbe al^bann 
einen Befonberen |)unft M 3uged bejeid^nen« 3Xan txhmt, ba§ 
eine folc^e jDarfleSung^meife eine^ fietigen 3uge^ burc^au^ nid^t 
ben Cfiarafter etne^ ©efe^e^ ober einer allgemeinen fSox^^xift 
an fi(|^ trägt, na$ totl^tx ftd^ alle j[ene einzelnen Siu^brääe aU^ 
mäklig in äi^nlic^er Sßeife erjeugen laffen, n>ie ber 3ug felbfl 
hnxd^ bie geometrifc^e £>rt^i>erinberung be^ beft^reibenben $utt& 
M erzeugt iDurbe* Um nun ba^ jule^t ertoi^nte fietige SdiU 
bung^gefe^ anali^tifi^ au^Subrflden , fiedt man fftr irgenb tintn 
in Sin unb berfelben Sbene liegenben 3ug ben iBeftorrabiu^, 
fott)oI fetner abfoluten S&nge toon einem angenommenen yintU 
punfte, tote feiner Slic^tung gegen eine feße Sre na^, burt^ 
eine allgemeine formet bar, inbem man in berfelben biejenigen 
©rö^en ober itoorbtnaten unbefiimmt lägt, toon tt^eld^en ber 
befonbere SSert^ bed IBeftor^ abflängen toürbe, fobalb man ben^ 
felben auf einen einjetnen beflimmten $unft be^ 3uged bejiel^en 
tt)ottte« SSenn man hierauf jiene unbeflimmten Aoorbtnation ftttiQ 
toariiren ia^t ober fär biefe ®ro§en, meiere unter ber t>orße^ 
^enben Sebeutung ben Gf^arafter ber SBeränberltd^feit annehmen, 
na^ unb na(b ffiert^e fubflituirt, tozld^t um beliebig {(eine Un^ 
terfc^iebe toneinanber abßef^en; fo erhält man aM ber adge«' 
meinen Formel ebenfo ^itl SBertf^e filr 93eftorrabien wn f^unften 
bed fraglichen 3uge4, toeld^e fufjefftt^e in ber Stid^tung bed 3»^ 
ged aufeinanber folgen, unb beren Stneinanberrei^ung bie Sor« 
fteHung i>on ber ßetigen Setvegung be^ ben 3ng erjeugenben 
$un{teö ertt>edt* 

9timmt man nun be^uf analyttfc^er i)ar^eaung bed SbiU 
bungdgefe^eö ober ber ©leid^iung irgenb eine^ ebenen 3uge« 
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in ber ditut bedfeOen einen feßen ^unft oXi "SbxUpmft unb eine 
bnri^ benfelien gel^enbe getabe Sinie aU reette 9re an; fo fann 
bie Sage irgenb etne^ $unfted jener S(ene ober befen Serftor«» 
rabitt^ in 9e)te|iung }u bent gegebenen 9lullpunfte unb ber reel^ 
len Ute nad^ ben SSetrad^tungen be^ itoetten W)^^nitM rnttot^ 
ber bur($ einen Slu^brucf ^on ber Sorm 

ober bnrd^ einen Sudbrud wn ber Somt 

(^)=a:-f.yV ^=*(c5a8^ + 81119. V —O ♦♦♦• (63) 

bargefteHt mxitn. 3n biefen gormeln bejeid^net Co) ben Seftor, 
fobalb er fokool feiner abfoluten Sfinge, tote feiner 9li(^tung nac^ 
betrachtet n)irb; fnn = q) ifl ber iRetgun^wtnfel be^felben gegen 
bie pofEtioe reelle Slre, q ifi bie obfolute Sänge be^felben, unb in 
ber ®Iei(l^ung (63) fieOt x = qcobip ein &tM ber (t>o{ttioett 
ober negatioen) reeOen Sire bar, um toelc^e^ man 00m ^uUpunttt 
aui fortfc^reiten mu^, um aldbann burc^ ein rec^tn^infliged 9b<' 
f^ringen oon biefer %xt um bie Sänge y=pH\nq> in ber Sti^^ 
tung ber (pofttioen ober negatioen) imaginären 9xe in ben frag«: 
lid^en |)unft gu gelangem 

jDie gormel (62) fhOt bie ®Iei(^ung eined 3nge« )toif(^en 
ben ^olarfoorbinaten mir ober 9 unb q iax* 

jDie Formel (63) i{t bie ©(eic^ung be^fet^en }n)if<^en ben 
re(^tn>infligen Jtoorbinaten x unb y^ oon benen bie erfiere 
bie 9bf}iffe unb bie festere bie £)rbinate irgenb eined 
9unfted be« 3uge^ i^eigt* 

98enn man in ben oorfleffenben Gleichungen entn)eber bie 
beiben ®xi^tn 9 unb q^ ober bie beiben (Sxi^tn x unb y oarii^ 
ren Iä§t^ tt)irb man oermtttelf} berfelben bie Sagen eined jieben 
beliebigen ^unfte^ ber itoorbinatenebene barfleKen fonnen* @o(I 
burc^ biefelben aber eine befKmmte 9iet|fenfoIge oon fünften 
ober ein befUmmter 3ug gefe$mä§ig bargefledt werben; fo leuc^'' 
tet tin, ba$ man j[ene beiben ®r5^en nicbt gleid^jeitig koillfflr^ 
(i<^ oariiren laffen barf« jDie Seränberung ber (Einen mn^ ^itU 
meffr burc^ bie ber anberen auf eine befKmmte Seife bebingt 
fein, beibe (Brdgen mfiffen alfo burc^ irgenb ünt gegebene S9e^ 
jie^ung ooneinottber ab^ngig ober bie iEinemu§ eine Sunftion 
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Ux anbeten fein« jDamit alfo jene gormeln bie ®Ietc^nngen m 
genb eine« gegebenen ßetigen 3uged tt^erben, mu§ man fftr bie 
etfle affgemein 

Q = ©(msr) = 0(<f) • • ♦ ♦ (64) 

ober ffir bie itotit^ 

y=F(x) •♦•♦C65) 

^aben, tvoburc^ ft(( btefelben in 

(p) == (— )« <D(m«) = e^^-i 0(9) • ♦ ♦ ♦ C66) 

ober in 

(p)=:ar + F(ar).V^~l .•♦♦(67) 

i^ert9anbelm Z)ie gotmel (66) }n)if(^en ben ^oforfoorbtnoten <p 
nnb (» (ann auc^ in bie ^orm einet ©letc^ung jn>tfc^en rec^t^ 
ivinfligen itoorbinaten gebrad^t werben; totm man ben 9ti(^^ 
tung«!oeffijienten e^^^i=cosf + sm(p.\/^^y alfo 

(;p)=: (P(y).(cos9> + sin9.l/-l) ♦♦♦♦(68) 

feet 

S&gt man in btefen (Gleichungen ref^^ bie unabhängig 

i>er&nbeirli($e ®ro§e q> ober x fiettg t^artiren; fo ivirb man 

burcb biefelben eine Stetfie t)on {lettg aufeinanber folgenben $un& 

ten be^ fraglid^ien ßuged barjupetten im ©tanbe feim 

§. 80. ttbetgang an^ einem @>9fiteme «on ted^ttDfnlli« 
gen ftpptbinaten su einem S^fteme i^pn ^^platfppt« 

hinattn^ 

3tttt)ei(en tvtrb ed not^tvenbig, ftetige lineare 3üge ober 
Jhtnoen/ beren Siibung^gefe^ toermittelfl irgenb eine^ @9{}eme6 
)oon itoorbinaten gegeben i% burc^ ein anbered Spfttm barjuflet^ 
len, beffen Jh)orbinaten )u ben erfleren in einer befKmmten Se» 
Sie^ung flefiem 9Bir n^erben baffer in ben iunäcbfl folgenben 
$aragra))(fen einige affgemeine 6&(e t^oraudf^iden, mit ^ülft 
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beten man Me ®Iet((ung trgenb einer ebenen Jhtrtoe f&r ein t)er^ 
finberted ftoorbtnatenf^flem tx^U, unb bemgemäg {ubjrberfl ben 
%aU ittxa^Un, tco bte ®(ei($ung trgenb einer Jhirn^e burd^ 
tec^ttDtnflige ^oorbinaten x unb y, alfo tn ber Sorm 

Cp) = ^ + »1/-i ♦♦♦♦(69) 

tvorin 

» = Ffa:) ♦♦♦♦C70) 

jf^/ S^g^^^n if}; unb tt)o loerlangt kt>irb, bie ©leid^ung berfeften 
SuxH )tt)if(^en^oIarfoorbinaten (p unb (>, a(fo in bergomt 

(p) = e^^^Q = Q (cosq) + sin^ . V^-^), ♦ ♦ • ♦ (71) 

n)orin 

(, = a)Cy) ..♦♦(72) 

ift, bat}ufleSen; tnbem man hti btefem neuen S^^fteme fott>oI ben 
S(nfang^))ttnft ber Jtoorbinaten, tvie bie 9t{4^tung ber reeUen üxt 
beibehält 

@e$t man ju biefem (£nbe )9egen ber ®Iei(^ungen (69), 
(70) unb (71) 

Qsm(p^y=F(x\) 

eliminirt 2n){f$en biefen betben ®(ei($ungen bie ®r5^e ar, unb 
tppt bie Snbgleic^ung für q auf; fo ergibt ftd^ ber SSeftor ^ ald 
eine gunftion t>on (j) in ber gorm ber ®Iei(^ung (72). ^ tiefer 
3Btxt^ für (), in ®Iei(^ng (71) fubjiituirt, fu^rt ju ber gefud^* 
ten ®Ui^m^ s^^f^^^" ^^^ ^olarfoorbinaten. 

§. 81. ühtt^an^ an^ eiuem ®9ftente »Ott ^olatloov 
bittatett stt eittetit S^ftetne »ott ted^ttpittllioett ftoor« 

bittatett^ 

^ier ijt bie ®Iet(^ung 
Q)) = ^^^i Q = qCcob(p + ßin g? .]/ —0» • ♦ ♦ ♦ (74) 

«Dorin 
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Q = 0((p) ♦♦♦.(75) 

(:^)s=ar+yl/"^, ♦♦♦♦(76) 

, = FW ♦♦♦♦(77) 

ift, gefnd^t; baiei tvtrb wxmiQt\tf^, ba$ ffit ba« neue @9ftnn 
fokDOI ber $lttfangd))unft ber Jtoorbtnaten; tt>te bte Stufftung ber 
reeOen Kre unt)er5nbert bleiben« 

^e^t man baffer tt^egen bet ©leid^ungen (74), (75) isnb (76) 

} ♦♦♦♦(79) 

y = f 61119 = <D (9) . sinr, \ 

eltmintrt }n)ifd^en btefen (etben ©letc^utigett bte ®r(!§e 9, unb 
Uf t bte (Enbglet(^ung für y auf; fo ergibt ftd^ y ald guitltion 
toim a; ttt ber 9orm ©let^ung (77)^ 6ttbfHtutrt matt al^bann biefen 
Sßertff 9ott y ttt ®Iet(^ung (7Q; fo erfffilt matt bte toerlattgte 
®Iet($ttttg ber fturtoe s^tfc^ett rec^tn^tttHtgen Aoorbtnateit^ 

f. 82- ÖBetgaug att^ eittem ^^^tmt »01t ttä^tminh 

ligett ftootbitiateti stt eiuettt anbeten gleidlttattiigeii 

e^ilfiteme, in tpeI4em bet Slnfangö^ttnlt ^»ttäuhttt, 

hit 9Ii^titng ber reellen Vge aber beibehalten ifi* 

Ser SSeftorrabtuö irgenb etne^ ^unfted M ber Jhtrtoe AMB 
fei in 93e)te|^ttng }tt ber ))oftttt)ett reeOett 9re OX unb su ber 
yofttt^en tmagtn&ren 9re OY bur(^ bie gormel 

(rt = ar + y/-.l, ♦♦♦♦(79) 

tvorin 

y = F(x) ♦•♦♦(80) 

i% bargefteOt di iDtrb toerlangt; bte aOgemetne ®Iet(^ung fftr 
btefen SSeftor attjugebeu/ n^enn unter Beibehaltung ber 9lti( tun^ 
gen ber obigen Uren, ber Unfangdpunft O be^ Jtoorbinatenfyfle'' 
med um bie Sänge OR = a xüdt^axU, a(fo nad^ ber negatii» 
9en Seite ber reetten Slre, unb auäf in ber Stiftung ber imagi^ 
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n&ren ?lre um bte SAnge R0, = 6 rficTkv&rtJ, alfo nad^ bct 
tiegatttoen Seite Mefet %xt ))er(egt tvetbe« 

Sejetd^net man ben Seftor (0|M) bed ^mitti M für ba« 
neue B^fttm mit CqO, bte neue 9(fii{fe unb Orbinote 0|P| 




unb MPj refp. mit Zi unb y^; fo n)irb bie gefud^te ®(ei((ung 
bet ftnrtoe AB bie ^txm 

^aben, n)orin bie SK^&ngigfeit ber ®t5§e jfi t)on x, allgemein 
burd^ 

angebeutet toixi* & (ommt jie^t ((o§ bavauf an, tDermittelfl 
bet ©leic^ungen (79) unb (80) bie Watur ber gunftion (82) 
^erjufteOen* 

2)enft man {t(^ )u btefem QFnbe bie Cinie 0|0 gebogen; fo 
Whtt ber arit^metifc^e SBcrtf^ be« neuen SJeftor« (0,M)=(pj) 
bie ©umme ber Sinie (0,0) unb M alten »eftor« (0M) = 
((»); man |^at a(fo 

(0,M) = (OiO)+(OM), 

i.l, ba(OiO)=a+6v^-i unb (OM)=(^)=a:+»l/-i ifc 
(^,) = a+6V^+x+yl/— i ober 

(p,) = a:+a + (y + 6)1/1^1 ....(SS) 

©e^t man biefen ffiert^ loon ((>i) bem obigen a\xi ®UU 



I 

i 

I noortn 
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((ung (81) gtetd^; tnbem man foki^ol bie reeKen, t»it bie teiagi^ 
nären ©lieber gegenetnanber audgleid^t; fo ergeben iji^ unter 
fBerüdftd^Kgnng ber Sesie^ung (80) bie beiben @Ieid^ungen 

♦ .•*(84) 
F(a:)+6 = y,| 

^(iminirt man in)if(^en biefen beiben ©teic^ungen bie ®rdge 
2r, unb Idpt bte Snbgteic^ung ffir y^ auf; fo finbet man ^r bie 
'gefuc^te gunftion (82) 

ajiefer SSBertf^ ffir yi , in Oreic^ung (81) futflituirt, ergibt für 
bie ®(ei(^ung ber ^urt)e in Se^ief^ung }u ber neuen 9re 

(e^) = a:r + [6+F(ar,-a)]/— 1 .•♦.(86) 

9Benn ber Slnfang^punft O nac^ ber pcfttiioen &Htt ber 
reeUen ober ber imaginären Ure verlegt t^erben foffte; fo tvfirbe 
man in ben t)orficf>enben ©teic^ungen refp. — o flatt a ober —6 
fiatt 6 )tt fe^en ^aben. 



§. 83. ftbergattg an^ eittem S^ftente »Ott ted^ttt^infr 

ligftt ftoorbittatett stt einetn attberett eleidllttatitieett 

9^^fi€me, itt tpcldUctit ber Stttfatt^ö^ttttlt bcibe|attett, 

bie RidUttttte bet rtcllett 9lse aber »t r£ttbcrt ifit. 

> 

2)ie ®Iei(^ung ber Stnx^t AMB fei für bie Kre OX in 
ber gorm 

(^)=jr4-y]/-l, .,,.(87) 



y=F(a:) ....(88) 

i|^/ gegeben; ed toerbe bie ®(ei((ung biefer Jhtr))e für bie Sage 
OXi ber ^)ofitit>en reellen Slxe, alfo für bie Äoorbinaten OP,=ar, 
unb MPi =2f], unter ber iBorau^fe^ung toerlangt^ ba§ bie neue 
Hxe mit ber früheren ben na(^ ber negatit)en Seite ber 
Ceeteren liegenben Sßinfel XiOX=V' einf(^lie§e. 
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Um btefe neue ©(eid^uitg in ber %otm 

((>i)=^i+»il/-T, (893 



kDorin 



♦♦♦♦(90) 



Vi =F,(ar,) 

ifl^ ^ersuf^eOen; fo (emerft man; ba§ ber oMgen Seriitbetttttg ber 
reeOen 9(re eine jDre^ung ber ganjen $tgur AMB nm ben 
$un{t O in entgegengefe^ter SRic^tung, alfo in ber ^ofttitoen 
Slid^tung »on X nac^ Y ^erfiter, um ben aBinfel ^ entfprid^t, 
tpenn man babet bie anfänglid^e reelle SIre aU unt)erSnbert an^ 
fte^t ^ierau^ folgt/ ba§ bie ne^en SQSertffe i^^) ber SSeftoren 
für bie ))erf(^ubenen fünfte M ber gegebenen SnxH burc^ eine 
einfädle aJIuUiplifation ber ©(eic^ung (873 mit bem SRic^tung«^ 
foefjtjtenten e''''^i = cos ^ + 81111^.1/^ ermatten »erben, ober 
bag _ 

((>i)— (a: + yl/=i3(cos^ + sIni//.V —0 
b^ u 

((>i3 = a:cos^ — ysiD^ + (:rsin^+ycos^31/ ^ ♦ ♦ ♦ ♦ (91) 

%% @e^t man biefen SSert^ 9on (g^) g(ei(^ bem au6®tei($ung 
(^3; fo ergeben ftc^ bie betben ©leic^ungen 



♦ ♦♦♦(92) 



orsini^ + y cos ^ = y j,j 

Ober n)enn man fftr y feinen Sßertf» au6 ®(ei(^ung (88) einfftl^rt/ 
orcost// — F(j:3.sin^ = arj,j 

Äsinv/ + F(^3»cost^=:y,J 



♦♦♦♦(93) 
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(Riminitt man jtvifd^eti Mefen Reiben ©(eid^ungen bie (Srj^e 
ar, isnb Mft bie refultirenbe ©letd^ung ffir y, auf; fo tt^&lt 
man yi ali ^unftton ))on arj ober bte ©leid^ung (90)/ unb bem^ 
nail^ au(^ burc^ @ubßttttHon bte gefachte ©letc^ung (89)* 

@o0te bte ^oor^tnatettt)er&ttberung in bet SBetfe t)6r ft($ 
gelten; ba§ bet äBtnfel X|OXs=^ ^ottXnac^ Y herüber bef(^rte# 
ben tDftrbe; fo ^atte man bte ®(et(^ung C87) tntt bem Sttc^tungö« 
foefitjtetttett er'^'^-t =cos^ — sinf . ^/ ^i tnutttpltjfren' ober 
— t an bte @te0e 9oit 4-^^ f^9^^ mäffen, k9oburil^ nur bie in 
sin^ mu(ttp(t){rten ©lieber ber ))or{le^enben ®(ei(^ungen i^re 
3eid^en &nbem» jDer abfolute äBert^ wn ^ tvirb jiierbei ben 
äBert^ n nid^t überfleigen fonnen. ii^t man jiebod^ aud^ grd^ere 
Sßertl^e fflr t in, tt>e(((e in bem Sten unb 4ten Duabranten lie« 
gen; fo (ann man eine jebe Cage ber Kre OX,, ald burd^ tint 
jDre^ung nad^ ber unteren &titt entflanben anfe^en unb bie obi* 
gen Formeln ol^ne Sßeitered beibehalten* 

(. 81 tihttaaua an^ eitttm Cl^fleme »ou tt d^ttpittf Ib 
gftt ftootbittatett )tt tittem attbtteit ^Ulä^namiatn 
C«(lente, in ioeI4em e^^i^seitia ber 9infana^pnntt 
feittf 2att, loie in §. 82, nuh bie ret Ue ^I^e ilbre Ülidb* 
tttitg, loif itt §. 83; 0cAttbert Ibabeti« 

jDie ihtrtoe fei au^ ^ier tt>teber bur(^ bie ®(ei(^ung 

(jif) = x + yy—u ****C94) 

t9orin 

y = F(a?) ♦•♦•(95) 

ift/ gegeben« Sejeid^net man bte neuen Jtoorbinaten OiPi unb 
MP, bed ^unfted M ber ^rt)e refp. mit xi, yi ; fo toirb bie 
®tei(^ung ber ftur^e unter ber ^orm 

Cpi) = a?i+y,l/"-i, ♦•♦♦(96) 

toorin 

»i=F,(a:i) ♦♦•♦(97) 

if», gefud^t* 

®efit man jut)6rberß aui bem urfprungltc^en ^oorbinaten^ 
fyfleme na^ $♦ 82 in tin anbered Aber/ in ml^m nur ber Sln^ 
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fang<^tttift O na^ O. un&dt, bie St^tung bet reellen fSn 
Qbn itilt^lttn ift; fo bilbet ber neue Seftor CO.M) irgenb 




tinti fünfte« bet fturt)e Me aritfimettfd^e 6ttmme ber Unit 
CO,0) = a+ 6y ^ ttttb be« urf^rüngUiJett »ettor« (0M)= 
Q) =* + yl/ — !♦ Senet JBcftor tfl bemnac|^ 

9ltmmt man j[e$t bte X)re|^ung ber reellen Slre um ben SQBin^ 
(e( ip na^ ber negattt)en &tiU perunt 9or, tt>ad na($ S» 83 einer 
X)re^ung ber gegebenen Aur^e m^ ber entgegengefe^ten Seite 
um benfelben 2Btnfe( ^ unb bemnad^ einer ÜRuIHpIifation be« 
soorfle^enben Sßert|^e« f&r ben jule^t erwähnten SSeftor mit bem 
3lt(itun9«foeffiiienten e^^-i =cos* + siiit^.V' — i entfpri(^t; 
fo er^filt man für ben iBeftor bed fünfte« M in Se)ie^nng sn 
bem neuen Jtoorbinatenfyfleme 

b* i. 

®Iei(^t man biefen Sßertff filr Cci) ntit bem ber ®Ieii|fttng 
(96} au«; fo ergeben ft(^ bie (eiben ®Ieid^ungen 



(o: 4-a) cohif — (y + 6) sin V' = ar,, 
(a? + a)sinv + (jf+6)co8* = ji, 



♦♦♦♦C99) 



ober tt>enn man fftr y feinen äBertji au« ©(eid^ung (95) fub«« 
fiituirt, 
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Ca? + a)sin^ + (F(j:) + 6)cost^ = ji.) 

SItmtnirt man ani biefen (eiben (Sletc^ungen bte ®rö§e x, 
unb I^pt bte ftc^ ergebenbe ©(etc^ung für yi auf; fo er^&U man 
We 'gcfuc^tc gunftion (97), »cl^^c, wenn btefette in ©letc^ung 
(96) eingeführt toith, bie toerlangte ©leic^ung ber ^ur^e AB 
liefert 

98enn bie SSerrfidung bed Slnfang^punfted' O unb bie 2)re^ 
^ung ber reeUen $(re OX nac^ Seiten erfolgt/ tvelc^e ben |^ier 
angenommenen gerabe entgegengefe^t Itnb; fo nef^men refp* bie 
©rogen a^ b, yj entgegengefe^te 3^i($^n an. 

§.85. ftbeteane au^ einem 9^ftcme ^on Volatfoon 

binattn )n eiitem anbeten gletd^namigen S^iifteme, in 

toeldl^em bet Slnfan^^l^nnlt »er^nbett, bie 9Ii4tnn0 

bet reellen St^e aber beibelbalten ift» 

X)ie gegebene ©leic^ung ber Stixx^t AMB in Seiief^nng }tt 
ber «re OX tt>irb f^ier 

(p) = ^^^1 Q =r Q(cwq> + Binq> . V^O • ♦ • ♦ ClOI) 

fein, tvorin 

(f=0(q>) ,.♦♦(102) 




ift 93e)ei(^net man nun ben neuen 93ef tor Oi M mit qi unb ben 
»infel MOiXi mit 9»,; fo befielt bie t)orliegenbe Aufgabe bar^* 
in, bie ©teid^ung 
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(pjjsse'^iP^^p, =Pi(oosqf)| +8'nqp,.l/^), ***«(103) 

kt>onn 

Pi=<Z>i(9i) ♦.♦♦(104) 

x% für bte ^rt)c AMB ^criufleffen* 

Sejetd^net man ben 3Btnfe{ 00]X,; tDetc^en bie ))on bem 
früheren ^nfang^f)un{tc O tiacf^ bem neuen $(nfang^punfte Oi 
gejogene Unit mit ber neuen %xt OiXi iitttt, mit y unb ble 
abfofute ?änge btcfer 8tnie mit c; fo wirb ber neue Seftor 
(O, M) = Qx bie aritj^metifc^e Summe ber Ctnie (Oi O) = 
c(co8y + s'ny-V^^) unb be^ früheren SBeftorö COM) = (p) 
= (>(cos9) + sing?,I/^— barRetten, b* f>* man wirb 

C()i3 = cCcosy-| siny.|/'"0 + ()(cos(p + sing).>/~l) ober 
((>i) = ^cosqp + c cosy + Qsiny+CÄiny) V —1 ♦ ♦ ♦ ♦ (105) 

]^a(en« @e$t man btefen äBert^ ton ((>,) gleich bem aud ®Iei« 
^ung (103); fo ergeben ft(^ bie beiben ®Iet(f)ungen 

pCOSfl) + CCOSy = 0,0080),,, 

^ ' \ ♦♦♦♦(106) 

p sing) •^'^^ sin}' = (>, sin^),,! 

ober wenn mon ffir p feinen 38ert^ au« ©(eic^ung (102) fub^ 
Pituirt, 

ä>(qp).cosg?4-ccosy = p,oos(;Pi,) ^^^ 

(2>(9)).sin97-f' csinj'sr pisin^,.) 

Sliminirt man au6 biefen beiben ®lei(^ungen bie ®rj§e ^, 
unb (oft bie Snbgleic^ung für pt auf; fo erhalt man qx ^^ 
gunftionioon 9), ober bie gefu(^te ^unf tion (104), meiere/ inSIei^ 
(^ung (103) fubjlituirt; bie ®Iei(^ung ber fturt)e ffir bad neue 
ftoorbinatenfi^ßem ergibt 

Um bie ebenbemerfte Elimination audgufüpren; fann man %x^ 
weilen fo oerfafireu; baß man juoirberfl eine j[ebe ber ®let(^ungen 
(107) quabrirt, unb al^bann betbe abbirt; iCte^ ergibt 



pj:=V[^(9).cos9) + ct30sy]* + [<^(9)).siii9+csiny]^ 
ober 

p, =Vl®(ip)]«+c«+2c«>(9),co«(fl()-y) ♦♦♦♦(106) 
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(£iat S>{t){floit ber itüotn ©leit^ungen (107) butd^ einanbet et< 
gibt femer 

C^(y).siny + cslny ^ 
ö>((y)3.cos9)-t-ccosy ®^' 

(Entn)i(fett man nun au« ber Unteren ®(et(^ung ben 93ert$i 
toon 9 ali Sunftton t)on 9)1 unb fubfittutrt benfelben tn ®UU 
d^ung (106); fo ^at man bte t>er(angte e^unftton (104)« Bnm 
fi9e|^uf ber leiteten (EnttDtdelung t)on 9) ani ®(ei(^ung (109) 
lann man biefe ©leic^ung in t)tel(n pfiffen (nac^ gefc^e^enet ^nU 
tt))Iifatton mit bm 9lennet <Z>C9)}cos9>4-ccos}') fefft itvedmi^ 
§ig in bie Sorm 

ober 

0CqO*BiaCq) — ^j) = csinCipi ~y) ♦ ♦ ♦ ♦ (HO) 

bringen, tooburc^ man ^iufig eine bequeme Slebuftton bett)irft. 

(Ed noirb noc^ bemerft, baß j[ena(^bem ber SQinfel y im Ifien, 
2ten, 3ten ober 4ten Ouabranten liegt; bte 3ci<$cn \)on cosy 
unb siny {t(^ gerabe fo änberu; n)ie ftcb in S* 82 bie 3ei(^en 
t>on a unb 6 AnberteU; jenac^bem ber neue Snfang^punft in ben 
9ti(^tungen ber ))oftti9en reeSen ober po^ti^tn imagin&ren Jlre 
rfidtoart« ober wxtoixti ))erlegt tDar« 

(.86. ftbergattg an« einem Stijtemt »on Volatfoot* 

binaten jn einem anbtren glfid^namiaen S^iifiteme, in 

tPfldbem ber Slnfangö^nnft beibehalten, bie iXid^« 

tnng ber reellen Sl^e aber »erAnbert tpirb* 

SSenn fftr biefen gatt bte ®Iei(^ung 

(f) = e*'*'^p = ^(co89 + 81119. v^—i), ••♦♦(111) 

iDoritt 

p = a)((jp),,,,(ii2) 

iflf gegc^^n unb bie ®Iei(^ung 

(pi)=e***^-^^i =fi(co8qPi +81119,. l/~i), ♦♦♦♦(113) 

ivorin 

Pi = ®i(tPi) ♦♦♦♦(114) 



§. 86. itooltiiiatfiioectDanbdntig. 
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♦♦♦•(116) 



fein mn^, gefüllt ifl; fo finbei 
man burc^ eine ganj i^nlfc^e ßt* 
txa^tmQ, n){e in $♦ 83, ba§ 
kt>enn bte neue 9re OX^ mit ber 
frul^eren ben 9ßtnfe( XOX,=rv^ 
etnfc^lteßen foO, ber neue JBeftor 
(jQt) burc^ eine WinltipUtation be« 
f:üf>erenCp)= p(cos(iP+8ln(ip.l/-i) 
mit bem 9ii(^tung^{oefft){enten 
:-x c^^^»=cosV'+ßinV'.V'— 1 er* 
galten n^irb« X)ied ergibt 

((>i) = pCcosy + sln9.K~0 (cos^ + sidi(;.|/ ~i) Ober 

Cpi) = p[cos(9+v) + siDC9> + *3.V'-0 •♦•♦(1153 

@e$t man biefen 9Bertff t)on ((»,) bem oMgen aud ®Iei(^tti)g 
(113) gletc^; fo ergeben fi(( bte beiben ®Ie{(^ungen 

ober n)egen ®(ei(^ung (112) 

(DCg?) .sinCy +^) = ^, sin«/), 

Sliminirt man au« biefen beiben ©leic^ungen bie ©roge q>i 
fo ergibt eine auftöfung ber Cnbgleic^ung für q^ bie gefuc^te 
SunftionCll4)* S)it)ibirt man gu biefem Snbe bie beiben ©leid^un«» 
gen (117) bur(^ einanber; fo fommt 

teng(g? + *) = tangqp,, alfo 
<3P + ^ = qpj ober 

9 = qpi — V', ♦•♦♦(118) 

unb burc^ eine Subjlitution biefe« Bertffe« t)on 9 in ffine'jietter 
beiben ©(eic^ungen 

('i = ö)(9i-*), ♦♦♦♦(119) 

worin Me gefüllte gunftion (114) befielt, tin «efnttat, wtl^a 



♦ ♦♦♦(117). 
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man auf fär}evem 9Sege unmitMiax aud ber Sufc^auttttg ber 
gtgur ffatte ^erfleaett fannen« 2)te ©(etc^ung (113) ber Stutzt 
für ba6 neue Jh)orbtnatenf9flem tptrb l^ternac^ 

SBetin bte Drehung ber rceffeti äre um bcn SBinfel i// t)Ott 
X nac^ Y l^eruber gefd^e^en fod; fo ^at man ben 3Btnfe( ^, 
n)e{(^er at^bann ben aBfoIuten 38ert^ Jt ni^t uberfc^retten fann, 
in ben toorßefienben Formeln mit entgegengefe^tem d^tc^en gu 
nehmen. Sa§t man /eboc^ für ^ äBert^e JU/ n)el(^e >9r ftnb; 
fo fann man bte obigen e^ormeln für ade ^aüt itibcmttn, too* 
fern man nur ben äStnfel if na^ einer 2)re^ung in ber ^ter an«" 
genommenen diic^tung t)on Y über X ^erum fc^ä^t 



§. 87. Öbet0att0 anö eittem S^ftemc »oit 9^oIar(o9t> 

binattn jtt eittem attberett 0lei4ttami(|ctt 9^}9fttwt, in 

tt^eldftetit 0leld6)eitio ber Stttfatttfö^ttttft feitte fia^e, 

toie itt §.85., unb Me reelle 9l^t l^re 9Iid^ttttt0, tpie 

itt §. 86. ^eilttbfrt l^abett* 

Sfir bie gegebene ©leid^ung ber Stnx^t ^at man au(^ ^ier 

Qq) =z el^*'=iQ=: Q(^cos(p + s\nq> .y/ ITT), ♦♦♦♦(121) 

tvortn 

(f = 0Qfp^ ♦♦♦♦(122) 

iß, unb für bie gefuc^te ©leicf^ung 

(pi) = ef^^ ''^Qi = Qi (cos^i +81119, ♦■/ ^), ♦ ♦ ♦♦ (123) 

toorin 

9i = ^i(.(Pt^ ♦.♦♦(124) 

fein mu§^ 

Sie in $♦ 84 gegeigt i% entf))ri((t bie blo§e SSertegung Ui 9n^ 
fang^punfted O nac^ 0| unter Beibehaltung ber Ütic^tung ber reel^ 
ten Slre einer »bbition be« SBertfied (OiO)=c(cosy+siny./ ^"i) 
SU bem SJeftor (OM) = ((>) = ^(cosijp + sin9.]/— i), unb bie 
aUbann erfolgenbe 2>re^ttng ber reellen SIre einer a)fuIti))Ii(atioii 



§. 87. itc^lnatentxttoanbelung. 
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bcr »orflef^enb erwärmten ©umme mit bcm SRicf^tunaöfocffijicittctt 
ev"^- 1 = cos ^ + sin ^ . 1/ - 1 . 2»an crfidft alfo 

= C(>cosg) + ccosy)cos^ — ((>sin9 + csmy3sin^ 
+ t(()COS9) + ccosy)sin^ + C^srnq) + csinyjcos^]^ -1 

Ober na(|i ge^jorigcr Slcbuftton 

((>,) = () cos(<]P+^)+ccos(y+^)+[^sinfg)-|V/)+csin{y4-^)]\/-l 

♦ • ♦ • (125) 

©c^t man btcfen SBcrt^ »on (^i) iUi(^ bcm au^ ©(et^una 
C123); fo ergeben fic^ bic betbcn ©letd^ungen 

(>cos(9-[-t//)4-ccosCy+^) = (),cosg),, 

()sinC9+V) + csin Cy + v) = (>i »in g), 

cbcr wenn man für q feinen fBtxt^ am ©letd^ung (122) ein« 
ffi^rt, 

OCvD.cosCv+vD + ccosCy+tD^PiCos^),, 
<D(9).sinC(p + t(') + csii)Cy-}-vO=(», siny, 



. . . . C126) 



(127) 



(Siiminixt man ou« btefcn Betben ©rett^unßen We ®röfe g); 
fo ergibt eine »uflpfung ber enbgleit^ung für p, bie gefut^te 
gunition (124) unb bemnac^ au^ bte®rei(^ung (123) berSurw 
ffir ba« neue Äoorbinotenf^pew. 

3»an ftnbet auc^ ^ier, tute in S. 85, ba§ 

14 
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(>, = V[ä>(9)]Hc' + 2ca)(4p).cos(9)— y) ♦♦♦•(128) 

unb baß 

g>Cy).sin(y+»)+csin(y + V-) _ ,,„„^ ,^9q. 

a)(9).eos(9) + ^) + ccosCy + ^) "" ^*"S^^ * * * * ^^^^^ 

ober 

tfl, fobag eine «uflöfunfl ber ©Icic^ung (129) ober (130) für 
q> unb eine bemnä(^ßtge €ub{}ttutton be6 gefunbenen Sßert^e^ in 
©leic^ung (128) bte gefuc^te gunWon (124) ergibt 

^infi(^tli(|i ber 3ei4>enwe4^fel für bte ®roßen y unb * jle^e 
bie S§- 85 unb 86* 



§. 88. SCll0ctiteitte ®Iei4uit0 ber ^etabeit Sinie^ 

SBenn bie barjuflellente gerabe Sinte OA bur(|i ben 3l\xiU 
puttft be^ Äoorbtnatenfpjlcme^ ge|)t; fo tfi ein toon bcm le^teren 
f)unfte nad^ trgenb einem anteren fünfte ber geraben Sinie ge> 
jogener SBeftor ber jtoifc^en biefen beiben fünften liegenbe ab* 
fc^nitt ber gegebenen Sinie felbfl, unb e^ leuchtet ein, ba§ tDenn 
man ben Steigungöminfel biefer Sinie gegen bie pofttit)e reeUe 
S(re mit a bejeic^^net^ bie ®Iei(^ung berfelben {totfc^en ben ^o^ 
(arfoorbinaten 9) unb (> 

((>) = (— )"*P = e«''-! Q = (>(cosa + sina V^=l) ♦ ♦ ♦ ♦ (131) 

fein toirb, in tvelc^er a eine fonflante unt)er5nberlt(^e ®r6§e 

^ unb Q bie beliebig gu ^aviU 
renbe Sänge be6 Seftor^ für 
bie t)erf(^iebenen ?Junfte ber ge* 
ge^enen iinic, toelc^e ^ier ^on 
bem äBinfel q> unabffangig ifi, 
^ barflettt 

2Bi(( man bie ®(eid^ung ber geraben Sinte fär rec^tt^inHige 
jtoorbinaten unter ber ^orm 
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^erfleffeit/ wortn y eine gunftion Joon « ober = F(ar) ifl; fo ^at 
man wt^tn ®Iei(^ung (131) 

^COSa= X uitb 
(>sina=y = F(a:) 

gu fe^en (f* S* 81 )♦ (Sltmtmrt man }n)tf(^en tiefen ®lei((ungen 
bie S3erfinberlt(^e p, {nbem man beamtet, ba§ a eine fonfiante 
®roße barßeKt; fo ergibt ft(^ 

j^ = F(x) = ar tanga .... (133) 

©uBfKtuirt man tiefen Sffiertfi für y in bie gormel (132); 
fo er^ätt man für bie ©leic^ung ber geraben Stnte OM 

(p) = o: 4- ortanga . |/ — 1 • . ♦ ♦ (134) 

SAfft man \)on irgenb einem fünfte M ber gegebenen gera^ 
ben Sinie auf bie reeOe Slre OX beö ^Jerpenbifer MP; fo ifl 

0M = (), OP = ar, MP = y = artanga. 

Stu^ btefen gormeln folgt, ba§ gioifc^en ber Orbinate y unb 
ber Slbf^iffe x eined jieben ^unfted ber geraben Cinte ein fon^ 
flanted Ser^ältniß 

-|-=tanga 

ßattfinbet* 

9Benn man ben $unft Oi aU 92u0punft be^ ftoorbtnaten^ 
f9fleme6 anfielt, unb oorau^fe^t, ba§ bie obige gerabe Sinie bie 
reeOe Slre in bem Sbjlanbe OiO = a t)om 9Iu((punfte burcf^^ 
fc^neibe; fo ^at man für einen jieben $unft M ber geraben Sinte, 
filr »eichen OiP=x unb MP=y = F(ar) gefegt wirb. 



y — 

X 



-£— =:tango, alfo y = F(ar) = (ar — a)tanga, 

unb bemnac^ für bie ©leic^ung biefer geraben Sinie nac^ (132) 
(^) :=zx + (ar— ii) tanga. v^ ^ ♦ • ♦ ♦ (135) 



212 §. 89. 2)te gerate emie. 

aSoflte man ^it^t gerabe Zinit burc^ ^oforfootbinaten in 
ber gorm 

(p) = ()CcosqP + sin(p.l/~0 • ♦ ♦♦ (136) 

berfietfcn, worin (> = 0, M, q?=Z.MO,P unb p eine gunf^ 
tton ))on 9? tfi; fo ^ütte man 

x = pcos^ unb 
(a: — a)tangM = psiiKp 

gu fe$en (f. §♦ 80)» Um nun q aU gunition be^ aSBinfeW 9 ju 
befh'mmeU; i^at man in)ifc^en btefen betben ^letcfiungen .r gu eli" 
minircn unb bte refuUirenbe ©leic^ung für q aufgulöfcn; Died 
ergibt 

__ gs>n« .„„ 

^ sinC« — 9) 

unb bemnac^ für bic gefuc^te ©leic^ung ber geraben Sinie OA, 
wenn Oi aU 9luUpunft angenommen mirb, 

C()) = -:-7 :(cos<jP+sinT.V— l) = e^'^-«.-T-7 -.♦•♦(138) 



§.89. X^ntd)fflbnitt gtt^ctet detaber fiintett, 

3wei gerabc Simcn, wt\d)t bie reette Slre refp* in ben ?I6^ 
flanben a unb ai unb unter ben SOSinfeln qp unb g^, burc^fc^nei^ 
ben, jinb nac^ (Sleicf^ung (135) burc^ 

(p) = a: -f- (.r — a) tanga .]/"—! ♦ ♦ ♦ ♦ (139) 

unb 

(p) =:.r4-(a:— flr,)tang«j .V' ~'l ♦ .♦♦(140) 

bargefieUt* 

Um bie Äoorbinaten xi unb yi für ben gemeinf(^aftti(!^en 
Durc^fc^nitt^punft btefcr bcibcn Linien gu bejHmmen, ^at man 
bie aBertf^e beö SScftord Cq) aii^ ben beiben ®teicl;ungen (139) 
unb (140) etnanter gtet(^ gu fe^en; ber aud biefer 93ebingung 
für X fi(^ ergebenbe SBertI) entfpricfit aWbann ber Slbfgifr^ bc^ 
fraglichen 2)ur^f(^nitt^))unfte^/ unb wenn man benfelben in ben 
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Slu^brUif y = F (ar) = (a? — a) tanga obet = (ar — Ci) tang «i 
fubflitutrt; fo er|)äU man bte juge^frige Drbtnate. ©leicht man 
bemnac^ t)ie reellen unb bie imaginären ©lieber ber (eiben (Formeln. 
(139) unb (140) gegeneinanber au^; fo ergibt eine 3(u{{ofung 
ber burd^ bie le^teren befiimmten ©leicf^ung 

a tans a — »i tang ct| osina cosai — ai sin at cos ce g4A4\ 

j:* = — -^ — ^ — = r—, V ^♦•♦(l^l) 

■ tanga — tangai sin(a — «i) 

unb biefer SOSertff, in ber ®Iei(^ung y=F(a:)=C^—o) tanga 
ober (ar—aO tang «1 gefegt, gibt 

( g — ai)tang atangai (a— aQsinasinai riAO-i 

^ ' tang a — tang a^ sin (a — aj 

S)a ftd^ au^ biefen Gleichungen ffir xi unb y, nur ein ein^ 
jiger 5EBertf^ ergibt; fo folgt, bag jid^ jn)ei gerabe Sinien nur in 
dintm fünfte burd^fcf^neiben fonnen« 

Sgjcnn a = oi ifl; fo tt>irb ari =oo unb y = ao, b^ ^» bie 
beiben gegebenen Cinien ftnb einanber paxaütL 



§. 90. @Ieidftnno einet gerabett fiinie, tpeldbe butd^ 

einen Ibeftimmten 9^nnft gel^t, unb fidft unter einem 

degebenen SBinfel «egen bit poHtii^t reelle ^{e 

neigt» 

SSenn eine burc^ bie formet 

Cq) = x-{- (ar — a)tanga.l/^ ♦♦•♦C143) 

gegebene gerabe Sinie, n>el(]^e {tc^ unter bem ^infel a gegen bie 
|)oftti\)e reelle SSre neigt, ber Sebingung untertt)orfen ift, bag 
biefelbe bur4^ einen $unft ber ^oorbinatenebene gefie, beffen 
^oorbinaten xi unb yi^ beffen 93eftor atfo 

CqO = ar, + yi 1/-1 .... (144) 

fei; fo muß bie ©leic^ung (143), tt?enn man bariu a: = x, fe(}t, 
mit ber t)orfte|»enben ibentifc^ n)erbem 2)emna(|! i^at man ju 
fegen 

a?! + (ari — a) tango»}/ ^l =ari +yi K^, 

tt^orau« 
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tanga 

folgt Sü^tt man btefen Sßert^ für ben Slbfianb a, in wel^^em 
tu fragltd^e Sinie t)ie reelle Slre t^om 9htllpunfte aud burc^fc^^nei^ 
bet/ in bte gotmel (1433 ein; fo erp&U man fSt bie ©leic^ung 
jener Sinie 

((>) = a:+[(ar— ar,) tanga H-yilV —1 •♦•♦(146) 

SSiK man biefe Sinie burc^ ^olarfoorbinaten in ber ^orm 

Co) = ^(cos 9 + sin ^« V^ ^) 

barfleQen; fo folgt gu^Ddrberß ald aKgemeine ©leic^^ung einer gera^ 
ben Stnie, totl^t ftc^ unter bem äBtnfel « gegen bie reeKe Slre 
neigt, naclf 8* 88 ®Iei4iung (138) 

(g)= sijf^aüTy) <^^Q^y + siny .|/-0, ♦.♦♦(147) 

worin a ben noc^ naf^er ju (efltmmenben Sbflanb t)om 3(nfang6^ 
punfte (ejetc^net, in n^eid^em bie gerabe Cinie bie reeUe 9(re 
burc^fc^neibet« 

Sejetc^net man bte dänge bed liBcftor^ wm 8lnfangdpunfte 
m^ bem gegebenen fünfte, burc^ n>el(^en bie Sinie ge^en foK/ 
mit Qi j unb ben SVcigung^minfel be^felben gegen bie reeQe Slre 
mit (fi : fo mu§ man offenbar auö Oleicfiung (147) für 9 = 9)1 

^^'^~si n(a— yO ^^^^^^ "^ ^*"^» '^ "'*^' •♦ ♦♦ (148) 

alfo 

gsin« 

sln(a — (jpi)' 

mithin 

(>ism(g— yi) 

'^ — Zi:: ♦ ♦ • ♦ (148) 

erhalten« 

SubfHtuirt man biefen aßertff für a in bieOIeic^ung (147); 
fp ergibt fid^ für bie ®lei(^ung ber gefui^ten geraben Unit 
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i. 91. eitiäinn^ einet ^etaben Sitiie/ tueldfte fidft 0e» 
Heit eine anbete ttntet tintn "btftimmttn 28ittVeI 
ttei^t, Hitb bntäi tintn ^t^thtntn^nntt btt legtet eis 

Äe*t* 

9te^mcn i»xt ^wixbtxft an, ixt txfttxt Unit OX, n^elc^e 
ftd^ unter bm SBinlcI AOX = « gegen bie poiittt)e reeöe »xe 
tteigt, ge^e bntc( ben ^{nllpunft O; al^bann n>trb bie ®{etc(nng 
berfetten 

((>) = (>e"^^= (»(cosa + sina.V' ^) ♦♦♦♦C151) 

fein« 6oa nnn eine Sinie OB bärgest »werben, tottäft flc^ 

V. gegen bie erjtere unter bem SBinfet 
BOA = * neigt; fo tntfpxi^t bie (Sx^ 
Seugung ber Sinie OB au^berOA einer 
jDref^ung ber le^teren um ben SStnfel ^. 
^„.. yiai^ ben $rinii))ien bed j^eiten äb^ 

o""^ X fc^nitted wirb man bemnac^ ben arit^ 

metifc^en Sln^brnd f&r einen IBeftor ber Sinie OB t)on ber Sänge 
g ermatten, kpenn man ben vox^t^tnUn Slu^brud bed Seftor^ 
ber Cinie OA ^on berfelben Sänge mit bem Stic^tung^foefftjienten 

gVK^ = cos v/ + sin^ . V ^ 

multiplisirt. jDied ergibt unmittelbar für bie ©leic^ung ber 
Sinie (OB) 

(ß)=ße(«+^)»'-^=p[Q08(a+*)-f sinCa+*) V ~ n, — (152) 

worin man eine Sinie erfennt, mi^t ft^ unter bem Sßinfel 
a+* = BOX gegen bie ))ofitit)e reelle äre neigt» 

^ätte man bie ©leid^ung ber Sinie OA itoi^^tn rec^tnoinf^ 
ligen ftoorbinaten in ber Sorm 

Q,)=a:+a:tango.V^— 1 = (coso+sina.'/ — ♦♦♦♦(153) 

gegei^cn; fo würbe man burd^ nne ^ultip\itaü«n mit beut 9tii^ 
tuns^foeffiitentnt cosv+sin^V— i fAr bte ©Int^ung bec 
mU COB) 



216 §. 9i. )Dte qnaU tinit. 

Ober n>enn man 

cosa cosa cos(a-|-^) 

co«a ® 

feftt, unb barauf ben ättjcnt ber abftifTe ar »ritct wcgldgt^ 

ermatten; eine ©tetd^ung; tt)el(^e nat^ ®tei(^ung C134) ebenfalls 
eine gerabe Sinie bejeic|>net, bte ji(^ unter bem 3Q3tnfeI «+^ 
gegen bte reelte 3lre netgt/ tpte man an^ a priori ^atte fc^Ite^en 
fönnen* 

©Ott bie 8inte OB rec^twinfUg auf OA fielen; fo würbe 

man, ba aWbann * = -^ ifl, btc®retc^ungcnC151)unb(153)mit 

bem9li(^tung«foeffijienten v^~i ju muUipKjtren ^aben, unb bem^ 
gemS§ Patt ber ®(et(^ungen C152) unb (154) bie folgenben 

((>) = (>(— sina + cosa.V^ —0 ♦♦•♦(155; 

ober 

erfialten» 

SQBenn bie erfle gerabe ?mic CA nic^t bur4> ben 9luttpunft 
gef^t, alfo na4> ®lei(fiung (138) affgemetn burc^ 

C^) = ZT~? =r(cosqp + sing)» K — 

sin(a— qp) ^ ^ ' ^ ^ 

bargeflettt wirb, unb bte jn>eite ®erabe DB, welche jic^ unter bem 
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Sßtnlel BMA=^ gegen t){e erftere neigt; bnrd^ einen $un(t M 
ber ?inie CA gelten fott, beffen ^olarfoorbinaten OM=ß, unb 
MOX = qpi ftnb; fo muß man offenbar 

asina 
Qi — 



sin(a — 91 ) 

|fQ(en* 3ta(fy ®(ei(^ung (150) ifi nun bie ©leic^ung einer Sinie, 
tDie DB, n)el(^e ft^ unter bem Sßinfel BDX=a4-^ gegen bie 
reeOe S(xe neigt, 

@u(flituirt man f^ierin fflr Pi ben t)or^erge$enben SBertl^ in 9] ; 
fo erf^dU man fftt bie gefuc^te ®Ieic|iung ber Sinie DB 

Cp) = -r-p V > , ; ^ (cosy-f 6iny>V^^ ♦♦♦♦(158) 

!ffiia man bie ©leid^ung ber Sinie DB )tt)if(l^en red^tn^inf^ 
ligen ßoorbtnaten .^erfleUen; fo ifl nac^ ®Iei(^ung C1353 bie 
®{ei($ung ber Sinte CA 

(()) = jr+ (a: — a)tanga*j/— 1. 

Sejet^net man bie ^oorbinaten bed $unf ted M^ burc^ toetc^en 
bie itütite Sinte DB ge^en foK/ mit x^ unb jfi^ fo mug man 
toegen ber ^oorflei^enben ®Iei(|!ung 

^aitn. Vlai^ ®tei(^ung (146) ifi nun bie Sinie DB, ml^t fic^ 
gegen bie reelle 8re unter bem SGSinfel BDX=a+^ neigen 
wirb, burc^ 

Cq)=x + [(x—x, ) tang(a + / ) + yj V -1 - - (159) 

bargefteOt Se^t man hierin für y^ ben t^or]^ergef»enben IBSertf^; 
fo ge^t biefe ®tei(l^ung fär iit Sinie D B ü6er in 

(p)Äar+[(ar-ar,)tang(a+t^)+Cari— a)tanga]V^=T .♦♦♦(160) 

aSenn bie Sinie DB auf CA im ^mftt M ))erpenbifu(ar 
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fleffett foK; fo etff&U man ^r bic QUi^mivx betfel^en burd^ 



9r 



SttbfHttttiott »Ott ^ = "2 tn bie ©Wd^ungcn (158) unb (IGO) 



asma 



00 = 1 7 ^^ — r? ;r(cosy+-siiicp.V -1)»^*»C160 

ober 

((?)=«+ [-^^=^+C^i-o)taiig«y-i ....062) 



AA 



l* X 



Die Ärctditttic tfl bct lineare Sug/ ttjeld^e» ber Cnbpurtft A 
etttergerabettSinteOAbefcl^retbt/toenn biefelbe in (Sin unb berfel«' 

ben Sbene um ben anberen 
X (Snbpunf t O f>erumgebre|>et 

totrb* Sejeic^net man ba^er 
bte fonflante Sdnge ber 
Stnie OA ober be^ ^alb* 
meffer^ bed ihreifed mit 
r; fo folgt au^ bem Sor* 
^ef^enben unmittelbar; baß 
bie (Slti^nnQ be^ Äreife^ 
gtt)tf(^en ?JoIarfoorbinaten 
au^ bem 9ÄitteI))unfte O, 
aW "iJlnUpnntU, 

(q) = C—)'^=re^^^ = r(co8<p + siiKp-K- l) ♦ . ♦ ♦ (163) 

feitt toirb, ttjorin (p ben unabf^ängig Joercinberlicben Sßinfel MOX 
be)ei4^net/ ml^tn irgenb ein SSeftor OM mit ber jur pofttioen 
reeöen 8lre angenommenen Sinie OX einfc^Iiegt^ 

Sid man bic ®letc|iung bed ^reife^ gtoifc^en ben rec^ttoinf^ 
Kgen Äoorbinaten 0P= or unb MP=.y in ber gorm 

(9) = ^+»/*^! 

fferflellen, inbem man ben 9RitteIpunft iti ^reifeö aU 9(nfang6^ 
pwtiU Ui ftoorbinatenfyfiemed beibehält; fo M ^^^ ^ f« 81 
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rcosip=:x utib 
r8inq>=y 

)tt fe^en, unb ixt ®r5§e q> ju tliminintu ^itxiux^ tx^lt man 

mithin für bte ©letc^ung be^ Jhretfed 

((>)=a: + v' i^:::^yf^. , , , , C165) 

SQ3enn man ben Xnfang^punft be6 Jtoorbinatenfyflemef in ber 
Slic^tung XO um bie Sänge be^ {)albmeffer^ 00i=r surfld in 
bte ^eripfferte bed Jhetfed «»erlegt; fo er^&U man bte ©letc^ung 
?e^fe(6en )n)tf(^en ben ^olarfoorbinaten 0|M=p| unb MO]X=:<pi 
in ber S^rm 

C(>,) = Pi (co89),4-sin9|V' ^^» 

wenn man in ben Formeln (107) y=0, c=r fegt unb beachtet, 
baß tt^egen ber ®lei(^ung (163) ^=a> (9)=r ifL {)ierna(^ 
ffat man alfo 

rco8^+r = ^, cosg?i unb 

r 81119 = pi sinqPi • 

9la(^ einer (Sltmination t)on qp erpdtt man mi biefen beiben 
®(ei(^ungen 

^i=2rcosg»i, •♦♦♦(166) 

mithin für bie ©letc^ung bed Jhretfed aud einem fünfte Oi in 
ber ^eripfferie unb für ben jDurc^meffer OiOA oM reeQe 9(re 

(Pi)=2rcosg)i (cos9,+8inqPi .1/^) •♦♦♦(167) 

$är benfetben ^nfang^punft 0| ergibt jtc^ bie ©leic^ung 
bed Äreife6 j»if(^en ben rec^twinfligen Äoorbinaten 04P=ar| 
unb MP=y, nac^ $♦ 82, wenn man bafetbfi a=r unb 6=0, 
alfo wegen ber obigen ©leic^ung 

a:-|-r=ari unb 

F(x)=Vi^^^^ = »i 

fegt» (Eliminirt man gwifd^en biefen beiben ®Ie{(^ungen bie 
®rd$e :r{ fo finbet fu( 
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Vi —V ^i(2r~a?,), .... (168) 

ttttb bemnac^ für bie ©Ictc^ung be6 Äteife^ auö bcm ?JunWe Oj 

C(»iD=^l ± V ar, (2r — a?,) yf^^ .... (169) 

8lud ber lefttercn gormel erfennt man, baß irgcnb ein auf 
bem Durc^mcffer 0,A tm ?)unKe P bt^ jum 2)ur4>f^m«e tntt 
bcr Ärct^Imic crnc^tcted ^erj)enbilel PM=y bie mttttcre gco* 
tnctrift^c ^roporttonalc iwtfcf^en bcn bciben aSfcfinittcn 0,P=Xi 
unb PA=2r~jri be^ Durc^mcfferö bavfteHt 



S. 93« @o(ange in ber ©tetc^ung 
(p) = ar+ v" r^^^^v^^ 



•.•.(170) 



be« ffrctfc^ ber abfolutc SQ3ert^ »on ar<r ifl, ftetft btcfcgormet 
einen aSeftor bar, tt)el(fier gegen bie reelle älre eine gen?ijfc 9lei* 
gung befi^t gfir x=±r »irb (^) = + r unb )[ener SJeltor 
ffißt mit ber pofitiöen ober negati\)en reellen äre jufammen. gür 
aße SQBert^e Joon x, beren abfolute Ouantitäten > r finb, nimmt 
bie tJorfleffenbe ®(ei(j^ung bie gorm 



(^) = ar + v^a?»— r* 



.♦♦♦(171) 



an, unb fleßt bemnac^ nur Sangen bar, n^elc^e in ber 9Ii($^ 
tung ber pofitijoen ober negativen reellen äre liegen* 
®äre j. S. für a: = OB, V P":^^ = BC = BD; fo loür^ 

ben bie beiben SBertbe 
t>on (p), welche ber obi* 
gen ©leic^ung (163) ober 
(164) entf))rec^en OC unb 
OD fein. 3e griger x 
angenommen n>trb, beflo 
»eiter rödt ber ?5unft C 
auf ber Sinie OX f>i«< 
au^, unb beflo me^r nd^ 
Jert fi(^ gjunft D bem 
aÄittelpunfte O be^ Ärei^ 
fc^, of >ne b enfetben Jiebod^ jiemaW ganj ju erreichen, ba fiet« 
x'^yf a^^r^ Weibt. %ix ein negatitoe^ a?, bejfen abfoluter 




X 
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fflert)^ >r tfl, faOen Me tetben ^mttt C unb D auf bte Knfe 
©eitc be^ 9»ittel))unfted, liegen aber fiet^ in ber reetteit %xu 

^kxau^ erfte^t man, bag burc^ bte ©letc^ung (163); tDenn 
man bann für x einen jieben ))ofttit)en ober negativen äSert^ 
fubflituiren tt>iü, nxtl^t Mo^ bie ^ei^Iinie, fonbern an^ ber in 
ber reetten Slre Kegenbe nad^ beiben Seiten in^ Unenblic^e ^tx* 
Icingerte 3)ur((meffer bargefleHt tt>irb» 

SSenn man bie ©teic^ung be^ Sreifed in ber getvdffnli^en 
iBetfe burd^ bie beiben rec^tminfligen jfoorbinaten x unb y in 
ber gorm 

barpeKt; fo Kefert biefelbe für ar>r ba^ imaginäre atefuWat 

2)a nun bei biefer Seseid^nung^noeife audbrfidlic^ )Der(angt tpirb, 
ba§ bie Drbinate y t)om gnbpunitc ber äbfjiffc x in ptxptnii^ 
fularcr Slic^tung gu ber Slbfjiffcnlinie gemejfen ttoerbe: fo forbert 
ba^ oorjiefjenbe SRefuttat nac^ unferer Definition »on ber S5e^ 
beutung ber imaginären ®rögen, ba§ nunmehr bie Sänge V x'^—-^ 



)Dom @nbpunfte ber Slbfjiffe x rec^tminfftg gegen bie Orbinaten^^ 
ric^tung, atfo täng^ ber abfjijfentinie gemejfen werbe, t»a^ mit 
ber Joor^ergefienben Betrachtung übereinjiimmt» 

Siner ginfü^rung Joon SOSertf^en für x, welche >r finb, in 
bie ©teic^ung 



X 



ober »on SBertf^en für — , wetcfie >1 jinb, in bie ©leic^ung 



CC) 



='[f+v/'-(f)V=.] 



entfprid^t bie (Sinfüfirung \)on aBertffen für sing?, wetd^e >1 
{tnb, in bie ®Iei(^ung 

C(>)=r (cos 9 +8in q> . y/ — i) 

ober anif ^oon rein imaginären Sßert^en für ben Sogen q> in 
biefelbe ®tei(^ung, Joergt bie Unterfucfiung be6 §« 47« ♦ SWan 
f^at bafetbfl bereite gefeffen, ba§ bie Formel 
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für rein {ntagto&re 3&txt^t t)on 9) Seftorrabiett barfledt, welche 
in ber reeHen Site liegen, toa^ mit bem Obigen {ufammentrift 

9Ran fte^t^ bQ§ n)enn bie )oor{le|ienben ®tei(!^ungen nur tint 
Jhreidlinie barflellen foKen, bie 93er5nberlid^fett ber ftoorbinaten 
9) ober X bapin befcf^r&nft totxitn mu§; ba§ 9 nur itt){f(!^en atteti 
reellen ®rd§en unb x nur }n>tf(^en folc^en reellen ®ro§en t)a^ 
riire, beren abfotute SSBertf^e <r jinb. 



{.94. S« folleit bit ßutä^iä^nitt^pnnltt einet ®etas 
htn AC, toeld^e fidft in ber iftiettitttet »etseid^ttetett 
9Beife unter bemSOinfel CAO = a dc^en bie reelle Sl^e 
AO nei^t, nnb biefe Sl^r im S^bfltanbe OA=z=a bnrd^« 
fdbneibet# mit einem nm befdbriebenen ftreife ht» 

ftimmt toerbem 

jDa l^ier ber 9te{gungdn>tnfel ber Sinie AC gegen bie poft^ 
ti»e reeöe «re CAX = ä— a ifl; fo tx^att man für bie ®Uu 
(bung jener Stnie nat^ ®(eic|iun|j (135); n>enn man bort w — a 
an bie @te((e t)on a fe^t, 




Cq)=x — (x — a)tanga*v^ — ^ 



,♦♦♦(172) 



jDie Formel für ben um O mit bem ^atbmeffer r befi^riebenen 
Stxti^ ifi 



((>) = a: + 1/^=^::^? 1/~1 . 



♦♦♦♦(173) 



Soden beibe Cinien (bie @erabe unb ber £rei^) einen $unft 
gemein ^oben; fo mu§ ber 93eftor (9) ani ben toorfiepenben bei* 
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ben ®Id^mtgen für Ketten l^ttttft (Sin tntb bettfettett SBettp ^ 
bett. Se^t tttatt ba^er btefe Slu^brüde eiitattber glet^; fo ergibt 
ft^ ttac^ fle^drtger (Etttn^ideluitg für bie betn Surd^fd^tiitt^punlte 
JU9^f^ö^<fl« Slbfjtffe 

ar=asin*a + cosaV^r« — «««iD^a, ♦ ♦ ♦ ♦ (174) 

uttb ba fiterttad^ 

y=y/ r»-a?*=asinacOS a + sina •/ r»— «»sin'a ♦♦♦♦(175) 

tß; fo ^at man für ben Seftorrabiud be^ jE>urd^fd^nittd))un(te^ 

♦♦♦♦C176) 

3ena(|bem man tn btefem 8Iuöbrud(e bie oberen ober bie unte^ 
ren Betd^en nimmt, er^filt man }n>ei 2)ur(bf($nittöpunfte ber 
geraben Sinie mit bem j^reife, nämlic^ refp* B ober C« 

SBei ge^friger 9tebuft{on Iä§t ^x^ ber t)orfle^nbe 9(n0brttd 
(176) auc^ in fotgenbe gort« bringen 

(q) = «+ (acosa + V^r'-a^sin^«) C — COS« + sina . |/^— 1 

ober 

((>)«o4-(acosa+Vr»-a'*«ln*S)[co8(ar-a)+sin(7r-o)V-^t]. —(177) 

^ierburc^ loirb ber SSeftor (ß) = (OB) ober =(0C) aW 
bie arit^metifc^e Summe gtoeier anberen Sinien bargefieKt/ t)Ott 
benen bie (Sine a=OA ifi, unb bie anbere not^wenbig in ber 
SMcbtung ber ©eraben AC liegen mu§, tt>ttt biefelbe beren dti^p 
tung^f oef ft jien ten cos C^ — a) + sin (ä — «) V ^ bejtet» Diefe 
)tt)eite Stnie fieltt bemnacb ben 9(bflanb be^ 2)urd^fcbnitt^))unfted 
B ober C t)om fünfte A bar, unb man ^at, xotnn man bie af>* 
folute Sänge biefer Sinie AB ober AC mit 6 bejeic^net; 

6=ac08a + j/r« -fl^sin««. ♦•♦♦078) 

SBenn asina = r, b« ^^ n)enn bad t)on O auf AG gefällte 
?5er<)enbifet gTei(^ bem ^albmeffer be^ Äreife^ ifi; fo ux^^fcin* 
bet aud ben t)orfle]^enben äu^brüden bie jtoeibeutige SSurjel^ 
gri^e/ bie beiben jbur(|f(|nitt^punfte B unb C faden in QFinen 
jafanimett unb bieSinie AC toirb eine Tangente an ben Shäi* 
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r« 



af=08in'a= — , ♦.♦♦(179) 

a 

v = \/ f^^x* = o sin a cos a = — '-^ — ^ — , ♦ ♦ ♦ • (180) 

(())aasin^a 4-asinacos«. V^ ^^asiii«Csino+cos a. V^- 1 

«rCsina+cosa.-^^O 






b * a^ 
b=acosa= y ä^^^, • ♦ ♦ ♦ (182) 

Da bet na0 Hm Serö^ruttg^punfte gejoflene J&öttmcffer 
bur0 

r(sin a+cosa . l/^— T) =r I cosf k — a ) + siof ^— a\ . 1/-^J 

bargcjiellt »ivb, unb feine abfolute Sänge r, rnttfiin fein 3li(t^ 
tungdloeffijient cos T-^ — a J + sin (-^ — « ) . >/ — t ifl; fo 
folgt, baß bie Steigung belferten gegen bie ^3ofttit)e reette %e 
= "5 — a fein wirb» Da nun bie Summe ber brei ffiinfet in 

bem Dreied e OAB gleich «, aber BAO=a unb BOA = y — « 

ifl; fo folgt, bag ber SBinfel OBA, »eichen bie Äiingente AB 
mit bem ^albmeffer OB bed Serufirung^))unfte^ B einf4)Heßt, 

= -^ ober ein red^tcr ifl* 

SBenn asma>r ifi; fo Wirb ber Sluöbruif fftr ar unb y = 
|/r*— i* imaginär, unb bie ®erabe fc^neibet ben jfreid aWbann 
ni^t me|yr. imaginäre iSrögen i^aben aber einen wirHic^ett 
äSert^, unb gei^oren nicfit in ba^ Sereic^ ber abfoluten Unmog^ 
{i^feit; e^ fragt ftd^, weld^en @inn man ^ier mit bem gemein:^ 
^a^tlii^tn 2)urc|if(^nitte einer gegebenen ©craben unb eine^ 
^eife^ gtt )Derfle^en ^abe, wenn bie Stecfinung fär bie ^oorbina^ 
ten ber Durd^fc^nittdpunfte imaginäre, atfo 3Bert^ ergibt, rottet 
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in getidgtett Stiftungen gegen bte angenommenen Jh>orbinaten^ 
ric^tangen gemeffen n>etben muffen« 

gfir ade teeKen SBert^e wn x, tottä^t <r ffob, ftiUt bfe 
oMge Sonnel 

bte ftretöltnie bar; für ade reeUen Sertffe t)on o;, welcher >r 
ftnb; flettt btefeKe bte tn^ Unenbtic^e verlängerte Stnie OA bar« 
9tun fann man aber, tvenn biefe ^onnel gan) adgemetn fein fod^ 
für X an^ imaginäre SBert^e fubfKtutren; al^bann tt>erben burd^ 
biefelbe noc^ eine unenbtti^e SRenge anberer ni^t in ber Jtrei^« 
linie unb aucfi nid^t in ber 9(re OA liegenber fünfte bargefleOt, 
welche ben petigen 3h ^^^^^ ifurt>e bitten^ fobalb man für x 
Immer nur fold^e imaginäre SBertpe fe^t, n^elc^e Sin unb berfe^ 
ben Sini^eit angeffören, ober tt>e(d^e in (Sin unb berfelben fSti^f 
tung liegen, atfo aKgemeine äBertffe )oon ber ^orm 

loorin aUbann x" )n>ifd^en aUtn abfoluten ®rdf en vaxiahtX, ^ 
aber für bie ganje Steige fonflant tfl* 
<2Fben(b fteOt bie Sormel 

(q) =ar — (.r — a)tanga.j/^ 

nur für reeQe Sertffe t>on x bie gegebene gerabe Sinie AC bar; 
für imaginäre SBert^e t)on x aber beliebige anbere fünfte ber 
ftoorbinatenebene/ n^etd^e ftc^ immer in ben ftetigen 3ug einer 
geraben Sinle sufammenfe^en, fobalb man für x Immer nur fot^e 
Imaginäre Sert^e fe$t/ n^etc^e in berfetben 9{i(btung liegen ober 
ber obigen gorm 

x' (cos ^ + sin ^^ . y^O 
entf)>re(^em 

i>ltxavi^ folgt, bag totnn ftc^ bie gegebene Jhrei^tinie unb 
bie gegebene ®erabe, totl^t nur aU befonbere e^aSe in ben soor«* 
(If ^enben beiben Formeln entf^alten ftnb, bur(bf(|neiben foSen, tin 
folcbe^ ©d^ttciben nur für reelle SBertpe t)Ott x unb jwar nur 
für reeOe SBert^e, weld^e <r finb, erfolgen fann, weit für grj^ 
f ere reeSe aQ3ert]^e unb au^ für imaginSre Sßert^e )^on x burc^ 
bie erflere ©leic^ung nicbt meffr ber Jtrei^ unb für imaginäre 
SBcrtffe t>on x nid^t mefir bie gegebene ©erabe bargefieKt n)irb. 

15 
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SDttt^ t)te ©Md^fe^ung bet Betben ffiertf^e be^ Stftotd ((») an« 
jienen Betben gormeln tfi nun noc^ ni^t im fBoxüM gefagt, oi 
bet babtttc^ ^ergefiettten ©letc^ung butrd^ bte gebacf^ten reellen 
SBert^^ )Don .r etn ©enuge getetflet n>erben fann« (SrgtBt bie 
auflöfung ber leiteten ©Ictc^ung einen folc^en SBertp für a?; fo 
finbet ein wirKi^ier Schnitt jtt)ifcl^en bem ^eife unb bet getaben 
fitnie jlatt, obet e^ fatten jn^et fünfte jufammen/ tt)el$e fowol 
but(^ bie ©leic^ung C173)/ tt)te burc^ bie ©leid^nng (172) bot^ 
gefleOt werben; unb t)on benen ber @ine au§erbem im 3ug^ bed 
fragli^en Äreifc6 unb ber anbere im 3«8e ber fraglicfien geraben 
?inie liegt Die erfle biefet betben Sebingungen, ba§ ft jttjei 
but(^ bie obigen beiben ©teic^ungen bargcfiettten fünfte jufom* 
menfaflen, tt)irb immer erfüttt, foba(b man bie SSSert^e berSSefto^ 
ren Cg) aud beiben ©leic^ungen einanber gteic^ fe^t; bie leftterc 
JBebingung, ba§ bie jufammenfattenben ^unth refp* bem fireifc 
unb ber in SRcbc fiel^enben Oeraben angefroren, fann a priori 
nid^t geflettt »erben ; ba biefelbe \)on ber äuflöfung ber ®Uu 
d^ung 2n)if^en ben beiben SSeftoren abfängt, unb nur bann er^ 
füUt wirb, n)enn biefe Sluflöfung für x einen teeHen aSettl^ 
etgibt/ ber ^ r i% 

@obaIb bie gule^t ern^apnte Kuflofung für z einen reel^ 
len ffiert|y >r ober einen imaginären SSerti^ t)on ber gorm 
a:'(cos6'4-sin6'.l/"-0 liefert; fo er^dlt man burd^ ©ubfKtu:* 
tion biefet SOßertfie^ öon x in bie ©leic^ung (172) ober (173) 
immer ben SSeftor eine« fünfte«, welcher fowol bur(^ bie Cine, 
wie bie anbere biefer ©leic^ungen bargefleUt tt)irb; biefer ^unft 
ge]^ört aWbann aber nic^t mt^x bem Ärei^umfange, fonbern 
einer anberen fturt^e an, tvel^e man ebenfalls aue ©leic^ung 
(173) erl^ÄIt; wenn man barin für x nur SBertfre ioon ber gorm 
xf(cosd^ + s\nd^^y/^i) einffiffrt, in ml^tn x' reett unb lotx* 
finberli(^ unb & fonflant ifl. 

9ld^me man )* 99. ^^-^ ^"' ^^^^^ ^^^ ®erabe AC auf 

OA in bem abjianbe OA=a \)erj)enbifular fianbe; fo toürbe 
man wegen ber ©teic^ungcn (174), (175) unb (176) fflr ben 
jDurc^fd^nittöpunft ber ©eraben mit bem Greife 

x=a, y= + /^:*35r^ Cg) = a + V7^:^^y^ ~i ♦♦♦♦(183) 
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n^attem 0Are tntn tt>r\ fo i^Atte num 

Sud bm le^term ©teid^ungen folgt, baß bie SAitge Kä^=Y^ 
berDrbtnate y bed jDutd^f^ntttöpunfted/ ttJel^e unter ben augenom^ 
sneuen Umfifinben imaginär ivirb, I&ngd ber 9(f;iiffenare 
O A »om Cnbpunfte ber »fjiffe ar = a ober loom fünfte A att< 
au meffen i^, tote ft(^ 2){ed aud^ au« bem SBertl^e t)Ott C(>) er^ 
gi(t, toelc^er eine in ber Sre OX liegenbe Sinte barßettt* 2)ie 
<Enb)>unfte ber Reiben burd^ Cq) bargefteSten ^uvXtt liegen ju 
Reiben ©etten oon A in ber reetten fixt um yf^'^^ entfernt* 

3ux ri^tigen IBerfianbniß biefe« 9tefultate« (emerft man 
gtt^Jrbetjl, bag für reelle Sffiertfie t)on ar, wel^e >r ftnb unb 
gleid^Seitig für rein imagin&re SSertl^^e oon y, fon)ie fte bie Suf^ 
{ffungen (184) erforbern^ nad^ $. 93 bie ®(ei^ung C173> nid^t 
me^r eine ftreiditnie, fonbem eine mit ber ree&en fixt {ufammen«» 
faSenbe gerabe Cinie barf^eQt ^itxau^ folgt, ba§ bie jDurc^^ 
fd^nittdpunfte biefer Sinie mit irgenb einer anberen burc^ bie 
®Ieic$ung (172) bargefteSten, in ber9lid^tung ber reetten fixt 
liegen mflffen, toie fi^ ^iti benn au^ bereit« gezeigt l^at* 

SEBenn man in ber ®Iei4^ung (172) ber geraben Sinie bie 

Sebingung «=•?-> «Ifo taiiga = c» ober = — — = -^ iin* 
fftjrt; fo tt>irb biefefte 

C^-) = x^^V^i ..-.(185) 

unb ergibt fftr ben Sßert^ x=abca gan} uniefUmmte Stefuttot 

(?)=«--§■ K-i, ♦.♦.(186) 

toorunter man ^^ jiebe i&eliei&ige, unb bemnad^ au$ bie ®x6^t 
Cq) au« ben Steigungen (184) »orftetten fann, inbem man -^ = 
ber imaginären ®rJ§e ±^/ä^~f^^^i feftt» SWan ift itii>ax 
geueigt, i^ier für -g- nur reette Sert^e iuiutaffen, bamit burd^ 
bie ®Iei(^ung (185) Hnt im ^wätt A auf ber ntUw fixt OX 
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))et))enbt(ttlar fle^enbe Unk bargeßeHt totxit^ ia ed jfeboc^ tot^tn 
ber ©letd^ungen 084} notpmenbtg iDtrb/ ba§ bte Otbtnate y 
be^ gemeinfcliafili^ett ^nx^^i^nittipvintM ober aud^ ber SSert^ 

»Ott ^^ att« ®Iei(J«ng (185) tmaßtadr werbe/ toad bem 

3tt0e eined yer)>enbtfe(d auf OX fetne^toeg« tnt^pviifyti fo 
fanii man fc^on a priori fd^ttegen, bag ftd^ bte ®Iet(^ung (185) 
ttod^ in eine anbere Sorm toerbe bringen la^en^ in iioeld^er fte 6et 
ber 6ubflitution einer gemiffen klaffe wn Sßert^en ffir x, bte 
)ttglei(^ ben @Iei(|iungen (184) tin ®eniige (eifien, nic^t an in 
A errid^tete« ^erpenbifel, fonbern irgenb eine anbere Unit barßettt 
3u biefem (SnU refurriren n>{r ju ben $o(argIei(|iungen ffir 
ben Krei^ unb fflr bie gerabe Unit, tnbem toir für bie obigen 
®Ieid^ungen (173) unb C172) na^ ®Iei(^ung (163) unb na^ 
®{ei(iung (138) refp* bie folgenben 

Cp) = r (cosy + »»"9 . V^ - 1) • • ♦ ♦ Cl87j 

nnb 

ober aud^ für bie le^tere, n)enn man mit a ni^t ben 38infel 
CAX, fonbern ben SBinfet CAO, loie t^or^in, bejeid^nen tottt, 

^^^^SiKM^^^^*^"^®'"^'^""'^ •••♦(188) 

fubfKtuiren* 

@e^t man jfe^t in ber te^teren ®(eid^ttttg a= -^, um ba^ 

burc^ ein in A auf OX erri^teted $ert)enbife{ baraufleSen; fo 
erl^ält man 

^^^ j ••.♦(189) 

(Sine ®Iei$feftung ber beiben Sßert^e )>on (()) au^ ben ®(ei<» 
d^ungen (187) unb (189) bel^^uf Seftimmung bed jDur^fc^nittd^ 
punfted ber baburd^ bargefleltten Sinien ergibt nun 
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r= ober 

cos 9 

COS<p = — ;- .♦♦♦ (190) 

.3{t nun a>r, a(fo berftoftnu^ iti Um ^ux^^^nitUpunUt 
ange^öngen SBtnfeld qp reell unb groger, a(^ bie Stn^ett; fo 
entfprid&t biefe^ SRefuttat m^ S« 47« ©teid^ung (47) einem rein 
imagtniren SSertf^ )>on <p, 2* S3* bem SBert^e 

f&r toel^en ber ftoftnud immer reell unb >] , ber @inu^ (f* 
$♦ 47« @Ietd&ung 48) aber rein imaginär, alfo an^ bie a:angente 
rein imaginär if}. f^fir bergleid^en 9Q3ertpe )>on 9 {leUt bie 
©(eic^ung (187) aber nic^t me^r tint Jhei^Iinie, fonbern eine 
mit ber reeOen $lre sufammenfaKenbe ©erabe bar* Sbenfo ftn«» 
bet man, ba§ für btefe Älaffe x^on SBert^en für ben SBin*' 
fe( 9 aud^ bie ©letc^ung (189) nic^t mepr eine in A auf ber 
8(re OX per)>enbifu(ar ße^enbe, fonbern eine in ber dti^^ 
tung biefer Sire felbfl liegenbe Sinie barfledt 

^ierau^ iDirb e6 nun tlax, t»it bieäted^nung für bieS^ur^^ 
fd^nttttpunfte ber beiben buri^ bie ©tetcf^ungen (187) unb (189) 
ober burc^ bie ®Ieic|>ungen (173) unb (185) bargeflettten Sinien 
jtt)ei ^mttt ergeben fann, »el^e in ber reeffen Sre OX liegen* 
(Eine jiebe biefer beiben ©(eicl^ungen fleUt nämlid^ fflr 9Bert^e 
wn ber gorm y = ^j/ -i ober für SBert^e t)on ar, weld^e reeff 
unb >r pnb, eine in ber Mid&tung ber reetten are liegenbe ge^ 
rabe Sinie bar* jDiefe beiben Sinien beden ftd^ nun iwax in 
ipxtx ganjen Siu^be^nung/ ben ^oerfc^iebenen SBert^en ^on <p ober 
X entf))red[ien aber fftr beibe Sinien )i>erf(|^tebene fünfte ber reel^^ 
len äire, unb bie obigen ?luflöfungen laffen biejienigen jioei ^Juntte 
erfennen, tocld^e fflr ffin unb benfelben S33ert^ »on <p ober x ju^ 
fammenfatten, unb »et^e um Ya^^r^ »on bem |5unKe A na<it 
ber tinfen unb regten ®ette abßeffen* 

ST 

gür bie jule^t gcmacjf^te SSorauöfc^ung, bag «= -g- unb 

a>r fei, ergibt fic^ enbKc^ aud ber ©leid^ung (178) für bie 
SAnge hj toel^e )>on A au^ läng^ ber burc^.^Iei^ung (172) 
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gegeietten ®eraben^ atfo Un^i ted in A mtf OX ttti^Mm 
Jitx)ftvbiUU getneffen totxitn timf , um in Un iiux^^ifynittipuntt 
B pter C )tt fommen, . 



6=+V5rrp|/z:i. ....(191) 

jDiefer üu^rud le^rt^ ba§ man, tmt t)om fünfte A na^ 
bem gefttd^ten }u gelangen/ hit aifolute SAnge V^ä^=^ nicf^t 
Ung^ AB, fonbern ted^tiDinfltg gu AB, b. i. lAng« ber fixt 
AX ober AO ju nteffen ^aU, toa€ mit ber Sage ber fragttd^en 
Jinnitt, bie ^ier in bte S(re OX faHen, genau äbereinfHmmt 



§. 95. Ktiit^nn^tn )toifd&eit htn i^tti^itbtvtn 9ittam* 

ttn unh 9^t^ntn eine« ftreifeö^ 

1) Sßenn man ben $(6{lanb AB be^ erßen Surc^f^nitt^punfted 
ber @efante AC )>on A mit bi unb ben 9l6{lanb AC bed 
)tt)eiten jDur(^f^nitt«punfted 6, beteid^net; [d ifl na^ 
®rei((ung C178) ba« ^robuft biefer beiben SlbfiAnbe 




alfo gleid^ bem Ouabrate einer wn A an ben ftreid ge^ 
jogenen 2:angente (® Iei(^ung 1823 unb wm SBinf el CAOssa 
gan) unabf^&ngig. 

2) gür irgenb eine anbere Süantt, ivet^e gleic^fatt« bur(^ 
ben $unlt A ge^t, unb bereu jDurc^fd^nitt^punfte refp^ um 
C| unbcg ^on A abflej^en, i^at man ebenfalU CiC^ssaS— r>, 
mithin allgemein 
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6|69 = C|C3 ober — ^=s^ ♦♦♦♦(193) 

jDiefev @a$ (efi&It natflrttd^ auc^ bann w^ ©flIHafeit, 
mnn ber $unft A inmx^alb bed Jttetfe« Itegt unb bot 
^uxi^\^nUUpmtt }tt)ctet @e][^nen bilitt, beten Sl6fc^nitt€ 
ju bttben &t\tcn btefc^ ?)untted ref^* 6,, 6« ^^^^ <^n c« 
ftnb» 
3) 2)te Sänge ber @epne B C ifl 

C=6a — 6, =2^^ r'^^a^slü^a ♦ » ♦ . (194) 

3la^ ®(et(^ung (176) |^at man ferner für bte SJeftoren 
ber 2)ur(^fc^mtt^punKe (OC) wnb (OB) refr. 

Da r fowot bte abfolute ?ange Don (OC), tt)ie bon (OB) 
iP; fo Pellen bte ^aftoren "oon r bte 9l{(^ung«foefftjtenten für 
btefe betben labten bar* ®eget(^net man alfo ben SBinfel COA 
mit /Ja nub ben saStnfet BOA mit /?, ; fo ffnb bte beiben reetten 
©lieber bicfer ^attoxcn refp. gleich cos/?, unb cos/^j unb bie 
in ^ ^i miiltii)lijirten ®rogen berfelben gaftoren vt\p* gleich 
sta/^a ww^ sta/^i» 3ttr ©epimmuttg be^ SBinfeW C0B=/?2— /^,, 
erfi&lt man ba^er nacf^ gefiöriger Subßitution unb 9lebuftion 

cosO?,— j3i) = €08/^2 cos /?4 +sin/92sin/tf, 

2 *« sin' a—r' 



T5 



Mttb ta mi^ einet (elannten $otmteI 
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shiiC/y,— /?i)=-J^^ • 



2>a nun m^ Qletd^uitg (194) bie SAitge ber 6e(ne 
BC=e=2 v^ r'-a'siD'a x^; fo ^at man aud^, t^enn man bcn 

c = 2rsiiiiy, •♦.•095) 

ein Slefuttat, iDelc^e^ ftd^ auc^ untntttelBar ani ber Setrad^tung 
ergeben ^aben würbe, ba§ COB ein glrid^fc^enni^e^ Dreiecf tfl^ 
in t9e((^em fomol bte ®runbltme CB, n)ie ber 9Q3tnfeI COB an 
ber Bpiiit burc^ ein aud ber Sedieren auf bie (Srfiere gefaUte^ 
yerpenbtfet OD i^albirt ti^irb. 

§. 96 Stird^fd^nftt §meiet fiteife« 

aßenn um ben in ber reellen Slre OA liegenben ^nnft A 
mit bem {)albmeffer r, tin Sixtii bef(^rieben ifl; fo n>trb bie 
©leic^ung be^felben für ben ^unft A, aU Slnfang«))unft ber 
re(^tn)in{Ii(l^en ftoorbinaten Xj unb y^ 

fein. 9ßia man biefe ©leid^ung auf ben $unft O, «oelc^er um 
bie Sdnge OA=a in ber reeSen Sire rfidio&rtö iE)on A lieftt, 
at« S(nfang«))ttnft be^iefien, inbem man bie neuen ftoorbinaten 




mit X unb y=FCr) bejeid^net; fo ^t man m^ f« 82, ha ^itt 
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6=0 III* y,=F,(ar,)=+|/ri^^:V^ i% (unter Seod^tung M 
^itx in ttmgdfe^rter SBeife geiraud^ten 3nbet tetAootbinatcii) 

ar, +a=ar unb 

alfo ffit bie gefugte ©tetc^ung bed um A U^^xMtntn Jhreife« 
f&r ben Snfang«|)unft O 



folgt. 

aßenn femer um O mit bem i>albtntf(tx r rin jn^eiter Kref« 
bef4^rie(ett ift; fo tt^irb beffen &Ui^\x% für benfetben anfang«' 
1)unft O 

C(>)=a:±Vi^^^V~l ....(197) 

fein« 

@e9t man nun, um bte gemetnfcl^aftlt^en jDttr(^fcl^nitt$))nnfte 
biefer betben Jheife ju beßimmeu/ bte SBertl^e Don ((») aui ben 
®{ei#ungen (196) unb (197) etnanber gletd^; fo mu^ 

fein, unb man eri^&It für bie übfaiffe OD eine« fold^en Durd^ 
f(l^nitt«t)unfted B ben Sßert^ 

*= 2^ 9 ♦.♦♦(19Q) 

2>a bie entft)re(l^enbe Orbinate DB eine« fold^en Ibvxiff^ 
f(l^nitt«))unfte« 

— ±V 4^5 






u V [Co + ry -r, »] [r, « - (o-r)«l 
- 2a 
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1 



y= ± f^y/ (a-hr-hri)(a+r-rj(a+r,-r)(r+r,-a).-.(199) 

i% tott^t 2tt)ei einanber gleiche unb auf etttgegengefe^ten Letten 
ber Sljce Hegcnbe SQScrtJ^c barficttt; fo fbtgt baß bie Beiben Ärcife 
ftd^ nur in itoti fünften B unb C bur(^f(^netben f (innen ; beten 
SBetMnbung^Itnte B C auf ber 93erbtnbung6{inte O A i^rer 9Xit^ 
ttipnxittt ))er))enbtfu(ar fie^t unb )>on ber Se^teren ^albitt n)irb« 
SBenn man bie Cinien a, r unb ri aU bie brei Seiten eine^ 
2>re{ed0 OAB anjte^t; fo fleOt ber t>orfleljfenbe Kuebrud S)on y 
bie ^a^e eine^ au^ ber @pi(e B auf bie ©eite OA=a gefdlU 
ten ^erpenbifelei bar^ unb ber Stuebrud \>on x an^ ®lti^utig 
C198) (ejeiclinet ben Slbfianb OD bed Su^l^^nfte^ biefe^ ^r^jen^^ 
WfeW t)on ber ©pifte O* 

SQSenn a=r+r, iji; fo tt)erben bie Reiben SBert|ie t)on y 
aud ©leid^ung (199) gteic^ 0; tva|irenb ber )>on x aud ©teic^ung 
C198) gleid^ r tvirb* jDie l&eiben Jheife umOunbAberfi^ren 
^ in btefem S^Se. 

{ffienn a>r+r| ijl; fo wirb y imaginär unb ar>r. ®et 
Sebingung, ba§ jmei 93eftoren für bie beibenJfreife einanber gleicf^ 
feien, fann al^bann burd^ feine reeden Sßertpe x>on y unb bur^ 
feine teeRen Sßertfie wn x^ tveld^e <r r finb, ein (äenfige geletfiet 
»werben; bie beiben gegebenen ^eife f(|ineiben {t(|^ alfo ni^t mt^t, e« 
fa&en ^itlmt^x jrnei fünfte }ufammen, beren SBeftoren glei(|ifa((^ 
bur(^ bie beiben ®Ieid|^ungen (196) unb (197) bargeflefft »erben, 
wenn man barin bie ®roge x"bnx(fy äffe reeQen unb imagin&ren 
Cett^e t>ar{iren I&gt (f. $. 940 



§. 97, Vlle attf bentfelbett Soweit eftte^ l^tti^nm^ 

fanget ftt^tnhtn 9>erif>fierieti>ittfel fittb eittattber 

^Uiäf, nnb itvat fi«b fie gleid^ ber ^älftt bed auf 

bemfelbeit IBogett ftclbenben SenttumötoittCelö« 

^a^ ©let^ung (167) ifl bie ^olargleic^ung bed um O mit bem 
^albmeffer r bef^riebenen J^eife^ au^ bem fünfte A in fei«' 
ner ^erip^erie, ali $Infang6f)unfte , unb für bie Stiftung bed 
^albmeffer« AD, aU t)ofttit>e reeOe Sre, 



§. 97. IDir JM<. 



235 




((>) = 2rcoS9(cosg) + siiig).-/ -l) 



♦ ♦ 



..cm) 



^itxin l&e)ei(^net für irgenb tinm ^untt B iti Stxti^ti Q^2rcoBqf 
bte SAnge iti Seftord AB unt) 9 beffen ytti^m^iwinUl BAD 
gegen bte reeUe Site* 

Sßenn man ben {)a((meffer OB jtefit, unb ben SBinfet BOD 
mit ^ (ejetd^net ; fo tt)firbe btefer f)albmeffer/ wtnn O aU 9lull^ 
punft unb OD al« reeUe Slre angenommen n^&re, butc^ 



(OB)=rCco8V + siii^V — 



♦ ♦ ♦ • C201) 



(©letd^ung 163) bargeftettt iDerbem 

Stellt man nun m^ etnem beliebigen anbeten fünfte C bcd 
ftreitfumfange^ t)on A ani ben Seftor AC unb wn O and ben 
^albmeffer OC, unb bejeic^net ben SBinfel CAD mit 9, unb ben 
9Qinfe( COD mit ^i; fo ^at man liegen ®Iei(^ung (200) 

(AO = 2rcos9,(cos9)| +siii9,.V --i) ♦♦♦♦C202) 

unb toegen ©leic^ung (201) 

(OC) = r(cos*, +B\n^i.y/'^i ♦♦♦♦(203) 

SBeil foiool bie btei 2init AG, OB, BA, toie bie brei Sinfen 
AO, OC, CA ein jDreied bitben; fo mtt§ man ^aben 

(AB) = (AO) + (OB) unb 

(AC) = (AO) + (OCD, 

b« U gegen ben ^or^effenben ®Iei(i^uttgen C20Q) iü (203) unb ba 
CAO)=r ift, 
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2roos9)Coo89)+6iii9) V ^)=r+r(cosv+»inV'. V ^ «i* 
2rcos9)|Cco89,+sin9), V — 0=r+r(cosVi4slöV'i V ^)^ 

ober tvenn man in tiefen Steid^ungen ta^ SReeHe gMc^ bem 
9{eeIIen unb bad 3magtn&re gleich bem dmagtn&ren fe^t, unb 
gefiilttg rebu3irt, 

2cos'9== 1 +COSV, 

2co.«9. = l+cosVa,| ^^^ (204} 

28in9 cosg) = sin^, 

2sin9| cos9| =6uiV'|. 

^ni bell erflen (eiben btefer ®Iet((ungen folgt 

co82a) = cos^, i 

^ M •♦♦.(205) 

unb Ott« ben legten (etben 

.••.(206) 
sin 2^)1 s= sin ^, } 

©a tttttt feiner ber SDßinfet ^ ober Vi gtJßer, atfo 2« fein 
lann; fo fotgt aM ben ©leid^ungen (205) unb (206) 

2q> = if unb 29)1 =^i; 
beninac^ 

2(91—9) = *i — * 
ober 

9i-9 = 4C*i — *) ...♦(207) 

S>ttr$ 9i— 9> toirb ber SBtnfel CAB unb bur(^ i^i—fp ber 
ffiinlel COB bargefieHt; man fte^talfO; ba§ in einem ftretfe irgenb 
ein 9erip^erien)infet CAB gleich ber^AIfte bed auf bewfelben Sogen 
HC flel^enben 3entrumött)inreI6 COB tfl, unb ba$ bemnac^ alle auf 
bemfelben Sogen fleffenben $erip|ierien)infel einanber gleid^ ftnb. 

t>a bad oorfiefienbe 9lefultat oon ber 8age unb ber a(fo(tt^ 
ttn S&nge ber 6cl^enfel eined folc^en 9ßinfel6 unab^ Angig ifl; fo 
folgt, ba§ ba^felbe an(i bann noc^ Sit^tigfett |iat, toenn ber ^ine 
e^tnUl AC im !ßerf(^n)inben begriffen ift, ober mit bem ftrei^i* 
elemente ober ber Xangente AE im fünfte A ^ufammenfSllt. 



^ieraud ge^t ^ett)or, ba§ t^er ®infel EAB, totX^tn dne @e^tte 
AB mit einer im (Snipunttt ber @e^ne an ten Stxtii gelegten 
itangente AE einfd^Iie^t, gleich bemim gegenfi(erfte|^enben Jhreitf^ 
a(f(^nitte liegenben, auf bem ))on ber @e^ne a(gef(^nittenen 9o^ 
gen ße^enben $en>]^erien){n(el AFB ober gleid^ ber ^Uftt M 
3entrumdtt){nreld AOB ift. 

Sßenn gleic^aettig^ n)o ber (Sine 6c^enfe( AC be« ffiinfel« 
CAB in bte STangente AE f&Qt; ber Slnbere Sd^enfel AB bie 
8ti(^tung be^ S)ur(l^mefrer« AD annimmt ; fo n)irb ber SB3infeI 
EAD= einem recf^ten Cf« S« 94)^ unb ba aud^ na^ bem wx^ 
flefienben ©a^e biefer 98infel glei^ bem auf bem Sogen ober 
^albfreife ACD flei^enben ^eri^j^criewtnfel iji; fo folgt, bag ein 
leber Sßinfel im ^albfreife, toie AFD, gleich einem regten 
ifl, ein Stefultat, toelc^ed au(( baraud ^ert^orgel^t, ba§ ber einem 
folc^en 9eri))perietoinfeI iuge$5rige 3^ntrum^n)infel AOD=3r 
ober gleich }toei recliten ifl* 

Snblic^ folgt au^ ber obigen Unterfu^ung, ba§ bie @umme 
jtoeier einanber entgegenftel^^enber äBinfel eined im ^eife befc^rie^ 
benen Siered^ gleict^ itoti xt^ttn \% ba bie @umme ber SBdgen, 
auf tt^eld^en biefelben aU $eri))$erien)tnfel fielen, gteic^ bem 
ganjen Atei^umfange; unb bemnac^ bte @umme ber )ugefijrigen 
3entrum^tt)infel gtei(^ )oter rechten i% 



®ln{^tf aU^tmeinc @&^e and btv Xbeorfo bet 

§. 08. IQSeftimmttitg ber SAnge nnb ber Kid^tnitg irgeitb 
eiltet nnettblid^ {(einen SUmenteö einer gegebenen 

finrt^e« 

drgenb eine ^roe RS fei fflr ben $unft O aU 9nfang<# 
punft unb bie Sinie OX aH reelle %xt burc^ bie ®Iei$ung itoU 
f((en reclitn^tnnigen Jtoorbinaten 

(Q) = x + yy/'^U ♦♦♦♦(208) 

tüixin 

y = FCx) ♦♦♦•(209) 

if^i bargefteHt, foba§ für trgenb einen ^nnft M ber ftur^e 

OH=Q, OP=ar, MP=» i% 
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&vA^xtnixt man in ker ©te^uttg (209) OQ ot)et jr+A^ 
füt ar ttttb entwidctt bie gunftton na^ ber TOactauttnfc^ett got* 
tnel in eine fRti^t, wcl^c nad^ ben fufjcfjitjcn ^otenjett »ott A«^ 
fortfc^reitet; fo tx^U man für bic Orbtnate QN ober y+Ay 

,+A,=,+gA.+g^+g^+«.....(«0, 
ober 



^*-d:t^*+cip^ L2 ^d:r*T23^+ *^^- 



♦♦♦♦C2113 



gtt^rt man ben äSertfi ^+A^ für or unb ben Sßert^ 
y+Ay» ^orin Ay bie 93ebetttung au^ ®Ui^nnQ (211) ffat, 
in bie ©lei^ung (208) ein; fo erl^alt man für ben fßatox ON 
ober 

Cp+A(>}=ar-+ Aar+(y+Ay)I/^ .♦♦♦(212) 

3ie|Ft man nun bie ®e^ne MN, (ejetc^nei beren abfolute 
Sfinge mit As unb beren IRetgung^n^infet gegen bie reeUe 9re 
mit «c; fo ^at man 

(MN) = A*(C08a + sina.^— 1), ^ , , , (213) 

unb ba OMN ein 2)reied bilbet, 

(OM) + (MN) = ON, 
b^ U toegen ber (Steigungen (208), (213) unb (212) 

«+yl/^=^+A*(coso+sma l/:::ri)=x+Aa:+(y+Ay)V -I5 

unb toenn man ba« SteeKe bem SteeOen, unb bad ^maginire bm 
3magin&ren glei(^ fe^t, 
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A*-cosa = Aa?) 

♦•♦♦(214) 

A*-sina = Ay! 

alfp ^^ 

A« = >/ÄSM=A? ^^^^ fl=\/l+(^)' —(215) 
unb 

taiiga=^-r^ ♦♦♦♦(216) 

Wmmt man nun an, PQ ober Aar, werte unenblfd^ Kein 
=d.r; fo lütrb na^ ©tctcf^ung (211) au$ Ay, unb bemnadj 
wegen @Iet(f»ung (215) auc^ As ober MN unenbKc^ Kein wer«' 
ben. SSJenn bte Stnie MN afcer unenbtid^ ftetn wirb; fo 
btibet fte offenbar baö bem fünfte M anltegenbe (Element 
ber Sax^t RS« 93e2et$net man ba^felbe mit ds, unb ita^ttt, 

ba$ wenn A^ unbenfli^ Hein wirb, ^^ wegen ©leic^ung (211) 

flleid^ bem DtfferettjiaHoefltiientett ^ wirb; fo fleDen ftil^ We 

©(eic^ungen (215) unb (216) in ber 9orm ber S)ifferen)ial^ 
glei^ungen 



iL 
dx 

unb 



'sÄ^m ■■■■<^"> 



taiiga=^ .♦♦♦(218) 



bar, worin natörtic^ unter y bie ^unftion F(x) ani ®Iei($ung 
(209) t)erjianben wirb* 

SEßare bie ®(ei((ung ber Stvix^t RS burd^ 9}olarfoorbinaten 
091= Q unb aM0X=9 in ber gorm 

(?) = Q (cosqt + »iö^) . V^ "^), ♦ ♦ ♦ ♦ (219) 

worin 

g^OCqO ♦♦♦♦(220) 

ift/ gegeiben; fo wfirbe man, um ben Sßertfi iti Seftor^ ON )tt 
erfiatten; wenn aM0N=A9> i% 9)— A9 f^att 9 in (S((i(^mtg 
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(219) SU fe^en ^aiett. Wlan er^dtt ^terbutc^ attt>ai:t)ei:{l aud 
®ld(^tttt8 (220) fftr ON=p+A(» 

^<^ = -4'^^+5^"t2 5iiT2j + ^'^ ^222) 

ga^rt man nun t>en t)orfte|ienbtn SBert^ t)Ott 9) auc^ in 
cos 9) unb »in 9 %\x(.f fo erl^&U man ti^egen ©Idc^ung (219) für 
ben »ettor (ON) 

(H-A(>)=((»+Ap)[cos(7)-A9)+sin(9-A9)V ^1 --(223) 

Segetc^net man nun mteber bte aBfoIute Sänge bet Seltne 
MN mit A« unb bereu 9leigung^n)tnfel gegen bte Site OX m\X 
o, \t^i alfo 

(MN) = A«(co»a+sina.V -t); ..♦♦(224) 

fo tx^iXi xcMi aud ber äSebingung 

(OM)+(MN) = (ON) 
p(cosy+sin9).\r— ~l) + AÄCcosa + sina.!/"^!*) 
= (p4-Ap)[cos(9 — A9) + sinCg)— A9) . ^/ ^], 

ober tt^enn man ba^ 9lee((e bem 9leeIIen unb bad^maginfire bem 
^[magin&ren gleich fe^t, 

A*.ooso=((>4-Ap)cQs(9)— Ay)— (»cosyl 

/ ♦ ♦ ♦ ♦ \.i&^Dj 

A*. «ina = ((» +■ A(»)sin(<p— A9) — (>siny) 

aSBenn man eine j[ebe biefer betben ©letc^ungen quabrirt 
unb barauf beibe abbitt; fo erl^^alt man na^ gel^^origer Slebuftton 
unb »enn man bead^tet, bag co8g>co6(9-A9>)4"8in<psin(9-A9) 
= coß[9— (9— Aqp)]=cosA9> ip/ 

A*^=((>+A(>)' -2p(()+A?)cosA9+p« 
b^i^ 

A*«=2(»(e+Ap)(l— cosA9)+A(»^ .♦♦♦(226) 

obet tpenn.man ben SSettfi t)on co6A9>9 n&mli(^ 
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eosA9=l--f^4.7;2i4-^^' 

cosA9 = l--^^+AA9* .♦•♦(227) 

fe^t, nnb tDteber gel^frtg rebujtrt, 

A«« = p(p+A(^)A9^-2A(»Q,+ A())A9* + A(^' 

= (>*A9^+Ap^+(>A(>A9'— 2A()C(>+A())A9>S 

ober tvenn man mit Aq>^ bibtbtrt unb bte Duabratn^ur}e( ani^ 



f^ = v/p" + (^y+(»A(»-2A(»Q+A(»)A9^.--(228) 

SBenn man ferner bte ibeiben ©letd^ungen (225) bur$ tin^ 
anber bit)tbtrt; fo fommt 

^^ _ ((>+A(>)sin(y — Ay)— (>sin9 
((> + A())cos(9) — A9) — (»cosy' 

ober toenn man mit bem 9{enner auf ber regten @ette muIH))Ii^ 
iixt, —'*— an bte Stette t)on tanga feftt unb gehörig rebujtrt 

C(> + A p) [sin (9 — A 9) cos a — cos (9 — A9)sina] 
= (» (sin €p cos a — cos q> sin.a), 

(p4-A(>)sin(9 — A9— a) = (>sin(g)— «) 

ober 

sin(9— «) p+A(> 

@e^t man jie^t 

6111(9) — a — A9) = sin(9 — «) cos A9 — cos(9 — a)sin A9; 

fo ergibt ftd^ 

COSA9 — sinA9.cot(9 — a)=5 . ■ — ♦ 

9lad^bem man nun 'n^ieber abgefürjt 

16 
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4 

ttttD ;^ ^^^^ ^^^(230) 

8inA(3P=A9- ^g + j^^^ -etc.=A9 --CAy^ 

iinb 

p -^j Ap 

gefegt l^at, rebujtrt fi^ bte 5?orfic^cnbc ©rcfc^ung auf 

BA<p'+CAqp-CAg>»)cotC(p~a) = -^^^^, 
ober wenn man mit Aq> bi\)tbirt, auf 

9ltmmt man nun an, bcr SSStnfel MON = A(p f« um 
enblt(^ Hein =d<p; fo »trb »cgen ©letc^ung (222) au(^ Ap, 
unb itmna^ wegen ®Iet(^ung (228) au^^ As ober bie 
Seltne MN unenbltc^ fetn^ gür biefe SBorauöfe^ung Wirb atfo 
As=ds baö glement ber ilur^c beim ?)unfte M unb a ber 
9letgung^n)in(el bedfelben gegen bie $lre OX. Seac^tet man 
nun, bag im Sugenblicfe beö SSerf^winbenö »on A9 bie Duo^ 

tienten ^ unb ^ gleich ben Diffcrcnjialfoeffijienten -j^ unb 

-r£ Werbe, unb baf atte in A(> unb A(p unb in l^ö^ere ^oten^en 

biefer Orögen multipliiirtcn ©Heber ber ©tetc^ungen C228) unb 
(231) gleich nuU werben; fo ergibt ftc^ aM jienen ©leic^ungen 

i^v/^'+lify ■•••C232) 

unb 

cot(9)— «) = — ^ C233) 

Q Cup 

worin p für bie gunftion ö> (g?) aU ® Jei^^ung (220) flefrt* 

3n btefen ©leit^ungen begei^net Aq> unb dijp txn 3nfre^ 
ment MON beö SBinfcIö MOP=g^, welc^ed in ber 9ii(^tung 
öon M nac^ X herüber gcmcffen x% SBitt man nun mit ben 
poftti\>en SBert^en ^on A^> unb dtp fotd^e 3nfremente be^ 9ßin^ 



§. 99. BUh^aÜon fineS StatUlbo^mi, 
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Uti q> tat^tUtn, tvel^c bur^ eine Drehung wn X no^ Y 
l^erfiietr U\^mitn tt^erben; fo ^at man in jfenen ®Iet(|ungett 
offenbar —A(p unb — d^) an bte ©tette loon Ag? unb dip }tt 
feiern {)tetbur(| t^erben bte beiben ©leic^ungen (232} unb (233) 



unb 



ds 
dg> 



=-\/»'+sy ••••'^> 



Vd^y 



*r ^ 1 dp 

^ Q d<p 



♦•♦♦(235) 



3tt ber leiteten ©leic^ung flefft q>—a offenbar ben SBfnfel 
TMO bar, welchen bte entgegengefeftte Sltd^tung be« Äurt>en«f 
elemente6 bei M mit bem SSeftor OM etnfc^Ite^t 



§.99. ffttltififation {rgeitb eitteö Anmettbogettö 
Stoif^ett beftimmtett Aoorbinatem 

3la^ ben Oleic^ungen (217) unb (234) fletten bte gormetn 



ober 



ds = dx\J\ + (g)' , , , , (236) 



d*=-dg>y/p'+/'^V 



♦♦♦♦(237) 



Vd<p/ • 

in toel(|ett y=F(a:) unb Q—^i<p) iji/ bte Sdnge irgenb eine« 
unenbltc^ Reinen Q^Ientente« MN ber ^urt)e RS refp. für rec^t« 
loinfltge ober ^olarfoorbinaten bar, tvelc^e« einem unenbltc^ 
Reinen ^nfremente ber unabfiängig oeränberlic^en ^oorbinate x 
ober tp entf)>ri($t 




244 



§. 100. ®Iei4ung bet Sangente an einer ituroe. 



Ku^ itx Z^totxt t>tx (efitmmten integrale ifi nun (efaiinf^ 
baf bie enblic^e @umme S einer unetibltc^en SRenge fufjefftioer 
993ert]^e t>on d«, tt>eld^e ben ©ranjen a:=ari unb x=x2 ober 
ben ©ränjen <]p=<]Pi unb q>=<P2 entfpre^^en, tpoM tefp* ar, 
ober 9>i ald bte obere ®r&n}e angefel^en n)trb, unter ber 93or^ 

auÄfeftung, bog bte Dtfferenatatfoefftjienten ^ unb j^ jtt)t<^ 

f^en jienen ©rängen feine unenbUc^en ober unbefitmniten SBert^e 
annel^meu; burc^ 



»2 



ober bUrd^ 



n 



<ri 



« 



S =/- „, \/»' + (s|)'=/V»'+(g) .... (239) 

bargefieOt toirb« 

jDurc^ btefe SBert^e oon S ergibt ft(^ alfo bie abfoTute 
Sänge eined Aurt)en(ogen6 RS jtoifc^en ben (eiben fünften R 
unb S, beren unabhängig t)eränberli(^e jfoorbinaten refp. x^ 
ober q>i unb x^ ober ^a ftnb« 



§. 100. eieid^nttg ber Xatigettte itt eittem htftimntttn 

^nultt eitter Ant^t* 

jDie S^angente im fünfte M einer beliebigen Jhtrve RS ift 
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ttejienige gtrabe 6tnie TM, tvelc^e in betr SKi^tun^ beö unenblid^ 
neine« bti M (efinbltc^en ftttrt)etteleniettfed d« liegt ^ai^ 
®Iei(^ung (218) ifl tie goniometrifi^c Tangente tiefer Stid^timg 
gegen ixt 3lif}i{fenaxe OX allgemein 

93esei(^net man biefen SQBertfi fflr irgenb einen gegebenen 
S^unft M, beffen ftoorbinaten x^ unb jf| feien, mit 

fo folgt au^ ®Iei(f^ung (146), ba§ bie ®(ei(^ung bet Sangente 
TM für rec^ttvinftige ßoorbinaten 

(q)=x+[(x--xO gl+y, JI/-Z.T .•..C240) 

fei. 

SBenn bie ®Iei(^ung ber ^x^t burc^ ^olarfoorbinaten ge^* 
geben iji, unb aut^ bie ber SCangente burt^ folc^e Äoorbinaten 
beflimmt »erben fott; fo ^at man m^ ©Ceic^ung (235) jur 
©efHmmung bed SlctgungdwinfeW « ber a:angente irgenb tinti 
^unfted ber ftur^e gegen bie Slbfjtffenlinie bie ©leid^ung 



ober audj^ 



ä, r \ 1 rfp 

cot(v-«) = - — ^ 

cot (a — o)) = — j^ « 



unb für einen gegebenen fJunft M, bejfen ^olarfoorbinaten q»i 
unb Qi feien, 

giad^ ®Iei($ung (150) ip bie ©leic^ung einer Sinie, mi^t 
bur(^ benfelben $unft M ge^t unb ftc^ unter bem SBinfel a^ 
gegen bie Slbfjiffenaxe neigt, 
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§. .101. (SM^nQ htt 9tovmattn auf dner Stwnt. 



ober wenn man im Wenner sm(aj— qp)=sm[(ai--9,)-f-(<^,— ^)] 

ttnb 3fi^ter unb Weniter bur^ sinCai — ^J bit>{birt, 

Co = ? TT — TT^ V . .^ ; (cos 9 -hsing).!/^)* 

©uiflituirt man l^tcrfn für cotCa|— 9,) ben obigen SBert^ ; 
fo erl^alt man f&x bte gefachte ©(eic^ung ber Sangente TM 



iQ) 






(cos 9? + sin g) . V" — i) 

♦♦♦♦(241) 



f. 101. ®Ie{cll^ttno hxt 0locmaIett in eittem (cftimmten 

fünfte einer Anriie» 

(Sd leuchtet ein, ba§ eine SRormale ÜV auf ber JRtd^tung 
ber Ruxu in einem gegebenen fünfte M auf ber SCangente TM 
fttr btefen ^unlt perpenbifular pe|>en müjfe, bag alfo t^r Slet^ 

gung^toinfel MÜX gegen bie pojitiJoe reelle Sre -5 — h«! fem 

Wirb, wenn ber ber a;angente gegen biefefte Jlre = a^ tfr 




tr — 3 



X>a nun 



_1 

tang«! 



tang(-^ +«,)==— -_— 

cos^-j+ajj 

unb tango, =^ ijl; fo folgt 



cos «I 



— sin a, 
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tang(-|. + «.) = --^, 

unb bcmna(^ unter Serücfftc^ttgung itx ©letd^ung (146) ffir bie 
®Iet($ung ber 92otmaIen im fünfte M, beffen xt^ttcinllxQt Ao# 
orbinateit x^ unb yi ftnb, 

C^)=x+U, ^^' V-i .-.♦(242) 

ober au(^, tDenn man au^ ber oMgen ©leid^ung y=F(ar) Me 
®r$§e or al^ ^unftion ^on y entwtdelt unb ben jDtf erett}iaI{oef^ 

fiiienten j- nimmt, 

Cp)=x+[y,-~Car-^i)5^]l/— 1 •.*-C243) 

SBenn bie ©Teilung ber Stnrot burd^ ^olarfoorbinaten ge^ 
gelben i% unb ani^ bie ber 9{orma(en burcfi bergleic^en jfoorbi^ 
naten bargefieUt totxitn foU; fo pat man 



cot 



("^+«1 — 9?i) = — twigCaf— g>j), 



unb ba na^ bem t)or^erge]^enben $aragra))^e 

COtCa- )=—— 1— _=JL^ 
coi.«! 9),j tangCa,— qp,) pi rfy, 

cot(-|- + «,-(^,)=- jj^ • 

©uifiituirt man biefen SBSertl^ in bie attgemeine ©leic^ung 
einer Sinie, ml^t bur(^ ben ^unft M ge^t unb ftc^ unter bem 

mnUi -y + «1 8^8^« *><^ pofttit>e reeOe Sire neigt, unb tt>el$c 

na^ ©leic^ung C150) 
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C(>)= j-^ (cosg)+»iii<jp V -0 

8in(^-^ + ai — g> 1 

ober naif ber (^ttvtcfelung teö ^oori^erge^otben ^axagtopf^i 
((>)« — ^^ r (CO89) +sin 9 . V^D 

tft; fo er^AIt man m^ tini^tx 9lebuftton fflr He ®Iei(^uttg ber 
SVomalen tn bem fünfte M^ beffen ftoorbinaten g^^ unb ^1 ftnb. 



mtvtev ^bfdinUt 



9ltithmttii^e iSatfleautig btt t>tt^^itbentn fiinieti 

im Stattme unb Sltitoetibutig btt SKefuItate auf ^te 

©eomettie 5er btei iSttitetiffotieti* 

§. 102. SfUdemeitte IQSetrad^tnttoem 

Z)te SDIatf^ematif mat^t ed ftc^ }ur Slufgabe^ bie Sejte^ungen 
gu etttn)t(feln, in meieren t)frf4^tet)ene gletcfiarttge ®rc(§en iuetnan^ 
ber fielen muffen, totm biefelben gen^tffen Sebtngungen ein ®e^ 
nuge leiflen foKen« S3et bet miffenfcf^aftlicf^en jDarfteKung btefer 
Sejiel^ungen gibt fte entn>eber burc^ ba^ ftnnltc^e S3tlb ber geo^ 
metrtfc^en Ä'onflruftion ober burc^ ben logtfc^en ©egrtff ber axit^* 
tnettf^en gormel bte Strt unb 2Betfe an, tote etn etnfad^e^ SßiU 
bung^^ ober 93eränberungdgefe^ auf bte Stne ®r5ge angetoenbet 
tt>erben mu§, um bte anbere }u erjeugen* Dtefe £))>erattotten 
bejte^en ft(^ natfirlti^ tmmer nur auf bte Seränberung berjientgen 
Stgenf^iaft, nac^ tvelc^er bie ©röge befltmmt unb gemeffen i9, 
unb xotl^t bte ©leic^arttgfett berfe(6en mit ber gefammten j(laffe 
ber in SRed^nung gebrachten ®rd§en bebtngt; e^ bkiht g(eid^gä(ttg, 
totl^t SBer&nberungen ^itxiti gen^iffe anbere Stgenfc^aften ber 
fragTt4^en ®xi^t erleiben* SBoKte man 3* Sä. nur bie SBariationen 
betracfiten, tveld^e ba^ SBoIum trgenb eine6 ®toged unter ge^ 
gebenen Sebtngungen annimmt; fo fommt e^ nic^t in Setrac^t; 
ob unb koie ftc^ gleichzeitig beffen ©en^ic^t, jDi4^tigfeit, jfo^äfion^^ 
fraft; ^axit, %oxm, Drt unb Sage im Staume u« f« to. &nbert 
X)ie frag(i(|ie ®r5§e erifiirt für bie mat^ematifc^e Betrachtung 
nur ber in 9lebe geflettten Sigenfc^aft nac^, unb biefe ift e6 attein, 
burc^ rottet i^x äßert^ gemeffen toirb« jDa ftc^ nun loon ber 
mirfli^en ®x6^t aUt bie übrigen ju i^rem Befielen not^ftDen^ 
bigen (Sigenfc^aften nic^t trennen lafTeU/ unb auc^ eine SBerAnbe^ 
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rung itx (Stnen QFigenfc^aft t)ie gletcf^jetttge Anbetung trgenb einet 
anberen unt)ermett)Ii(^ mit ftcfi fuhren tvärbe; fo erfennt matt, 
baf man e^ (et ber mat^emattfc^en Stec^nung eigentlich gar ni^t 
mit ben in ber 3Bixtliä)U\t eriflirenben ober eriflirenb gebat^ten 
®r(§en felbfl, fonbern pielmel^r mit rein o^ftraften ©rögen ju 
t^nn ^at, benen ein allgemeine^ Silbung^prinjip jum @runbe 
liegt^ iDeld^ed iti feinen adma^Iigen burc^ bie Ste^inung ange< 
beuteten D))erationen Sßert^e erzeugt/ bie }ueinanber in benfe(bett 
©etl^ältniffen flehen, wie bie firagltciien realen ®rüf"en felbfr 

Um nun bie ©efe^e, n^eld^en bie 93er&nberungen biefer ®rof en 
untertt>orfen ftnb, gu entwirfein, greift ber Serflanb jutJörberfl 
ben ®runb(|iarafter berjienigen (Sigenfc^aft auf, nac^ welker bie 
®r5§en in Setrad^t gebogen werben foUen, unb fonßruirt ben 
Segrif )oon mat^ematifc^en ©regen, totl^t einjig unb allein jene 
<Eigenf(f)aft aU befiimmenbe^ Tttxfmal an fi^ tragen* jDiefe 
Stgenf(^aft muß not^wenbig t)on ber Slrt fein, bag fie ©r^ßen 
erzeugt, weld^e einer 93erme^rung unb 93erminberung fä^ig ftnt 
ober an^ Si^^eilen gufammengefe^t werben fdnnen, unb welche bti 
ber fletigen Slnwenbung bed einfa^^en ©efe^ed ber 93erme|irung 
ein @9flem )oon 9Bert^en liefern, beffen 9(u^gang^punft ber Sit* 
grif be^ 9li(^t$ ifl unb beffen einzelne ©lieber, bur($ ^oütoxnmm 
ftetige Übergänge au^einanber f^ert)orge^enb, Md tnd Unenbltc^e 
anwad^fen {fnne. X>xt fionflruftion biefed ©pflemed entfprtc^t 
immer ber fletigen Bewegung ber du§eren ©ränje bed iu(e$t 
gebilbeten ©liebet, einer ©ränge, welche begriffsmäßig eine jiebed 
abgefc^Ioffene, für {td^ befle^enbe ©anje ^abtn mu^, 

9Benn j[e$t eine wirflic^e ©rege be^uf Untergiei^^ung irgenb 
eines mat^ematif4^en ®efe$eS ber 93eränberung gegeben i|l; fo 
t)erglei(^en wir biefelbe nur ^in^^tii^ ber an i^r gu betrachtend 
ben (Etgenfc^aft mit ben eingelnen ©liebern beS obigen SyfiemeS, 
unb inbem wir aUe äbrigen Sigenfc^aften ^on berfelben abfhreifen, 
reiben wir f[e an bie @te((e beS entfprec^enben ©liebeS in jened 
@9ßem felbß ein« 93on biefem ©liebe nun nimmt bie Siec^nung 
i^ren SCuSgang, unb fc^reibt Soor, toit in jiener fletigen 9tti^tn^ 
folge ))on unenblid^ benad^barten ®r5§enwert|fen jieneS ©lieb gu 
s>erme^ren unb gu t)erminbern fei, ober wie ^^ bie äußere ®rän)e 
beffelben gu bewegen |fabe, um ein anbereS ®Iieb gu ergengen, 
welche« gewiffen S^ingungen entfyric^t« 2)iefc SBorfd^rift wirb. 
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aU abfolute^ @efe$^ t>\xx^ bie artt^metifd^e S^rmel auögebrädt, 
geontetrtfc^ n>trt) btefelbe \>ux6) tint UMi^t ^onfhrufttott toiü^ 
Ix^ gut äu^fü^rutig gebracht 

3n S« 28 tfl fc^on htmnft, ia^ btejetitge QEtgenfd^aft, na^i 
n^elc^er ®ro§en einer ntat^etnattfc^en IBetrad^tung utttemorfen 
toerben foKen, entn^ebet fe(bfl ben (S^axatUv ber Sjrtenftt&t an 
fi(| tragen ober, fafld bte ©röfen iu ber «at^egorte ber inten* 
itioen ®rd§en gef^5rten^ bod^ \>tm ber 3(rt fein muf , ba$ fte bnr$ 
eine anbere klaffe t)on ertenftDen ober räumlichen ®xi^m 
genteffen toerben fann, foba§ immer nur ®rogen Don ber (enteren 
93ef(^af enf^eit bem mat^emattfc^en Slgorit^mud bargef^oten tütxitn, 
CotXQt anif §. 55 M 64)« 9Ran fielet a(fo, ba§, fo ^oerfc^ieben* 
artig bie ®rd§en in anberen Sejie^ungen an^ fein mdgen, bie 
Don i^nen gebilbete mat^ematif^e Sbfhaftion immer nur eine 
einjige »or ber Sinbilbung^fraft erifltrenbe älrt »on ®ro§en er* 
geugen fann, n^el^ie )uetnanber genau in berfelien IBegie^ung 
pe^eu; »ie jiene »irflic^en ®ro§en ber fraglichen (Jigenfc^ap nac^ 
fetbfi» D^ne befonbere Bwgrunbelegung einer befiimmten Ätaffe 
loon tcixtli^tn ®r6§en tt)irb man alfo im @tanbe fein, mit ben 
gule^t ern^fil^nten mat^ematifc^en ®ro§en für ftc^ gu operiren unb 
aUgemeine 9tegeln gu ent^Dideln, tt>elc^e unbebingt auf eine j[ebe 
$lrt Don n^irflic^en ©röfen $lntt)enbung ftnben mflffen, fobalb ed 
ft(^ um eine SSer&nberung berfelben |finf[(^tli(|i ber fraglichen 
(Eigenfd^aft l^anbeU. X)ie inUi^t ern)Afinten Unterfuc^ungen bilben 
ben ©egenflanb ber reinen ÜRatffematif, i^r dnbegrif ift ge* 
»)iffermaa§en bad ©efe^buc^, naöf tvelc^em bie angen^anbte 
SRatl^ematif )>erf&^rt, um in befonberen gfiKen @rofen au6 ber 
S93irf(it^feit gu ^axixxtn* 

i>itxtia^ operirt bie reine ober t^eoretifd^e (Geometrie nur 
mit ®xi^tn ober X^tUtn beö abfoluten 9taumed, ol^ne aOe 
SBerfidftcl^tigung ber 9lrt unb SSeife, n^ie btefe abfoluten Staum* 
tf^eile burc|> ÜWatcrie erfüttt ftnb: eö ifl2:enbeng pir biefen3tt>eig 
ber reinen SRat^ematif, bie Segief^ungen/ in t^etd^en bie rAum 
liefen @ro§en gueinanber flehen ^ im Sflaume tt^irftic^ gu fon* 
fhruiren unb bem 3Iuge t)orgu^|^rem 2)ie reine ober t^eoretifc^e 
^xit^mttit bagegen fuc^t Don ben ®efe$en, toelc^e bie ®eo* 
metrie ben @innen barfiettt, bie abfiraften 93egrife gu bilben 
ober bie @ro§enbegie^uttgen benfen gu lehren. 
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Sei ber mat^emattfc^en Setrac^tung ber x&nwXi^tn unb 
aOer übrigen ®rd^en treten nun ixti befonbere (^araftertfitfc^e 
(Stgenfc^aften f^er^or, tt)el(|ie für ftd^ gen>ürtigt unb (ur t»i^m* 
f4^aftlt(^en 9epanb(ung fä^ig gemacht werben muffen« 

1) S)te erße btefer Stgenfc^aften tfl bad SRerfmal ber Duan«" 
ti tat, ein Segrif; ber {t(^ nic^t »weiter befiniren (ä^t, unb au« 
ber einfachen Betrachtung ber ®ro§en, aU au^ 2:^et(en beflei^^enbe 
®an}e, ]^er)E)orge]^t C^ergl* §« 28)« jDie 8ange einer Sinie, bie 
Siu^bef^nung einer ^la^t, iai SBo(um eine« Körper« (Üben bereit 
Duantitat« S)emna(]^ fonnte man bie (Eigenfi^aft ber Ouantttat 
geometrifi^ fon^ol burc^ bie Sauge t)on Sinien, tt)ie bur($ bie Slu«« 
be^nung t)on ^lac^eu; n>ie burcf^ bie iBoIumen ^on j(örpern bar^ 
{leKen: ba aber bie legten (eiben Slrten t>on räumlid^en ©rogen 
ben Segrif unb bemnac^ auc^ bie Quantität ber erfleren toorau«^ 
fe^en; fo leuchtet ein, bag ba^Sßefen ber Quantität aifolut ein«* 
fa<^ unb ali ^runb(f)ara{ter aütx übrigen mit Duantit&t begabter 
®rc§en nur burc^ bie Sänge ^on Sinien geometrifcfi bargefteQt 
»werben fann* Um nun bad ^ox^in ermähnte @$flem loon mat^e^ 
matifc^en ©rogen, totl^tn fämmtlic^ bie @igenf(^aft ber Ouan^ 
tität gemein x% )u fonftruireU/ benfen tt>ir un« bie abfolute Sinie 
in i^rer Sntfle^ung, inbem tt>ir i^re ©ränje, ben ^unft, )>oit 
irgenb einem im Staume angenommenen fefien fünfte, bem ^uU* 
punttt, au« in Sin unb berfelben äticl^tung in« Unenblic^e fort^» 
((^reiten laffen« X>k einzelnen Slbfcfinitte biefer unbegränjten 
geraben Cinie, welche tpir bie primäre äre nennen tt)otten, 
bilben bie ©lieber be« obigen ®9fieme« unb entfprec^en in ibren 
gegenfeitigen Serl^ättniffen atten SSejie^ungen, in n^elc^en ©roßen 
ifirer Quantität nacb nur ßefien fdnnen« S>ie'arttbmetif(|ie 9teprä^ 
fentantin biefe« @9fleme« t)on geometrifc^en ®ro§en i^ bie t>on 
an^ebenbe bi« in« Unenblic^e fortfd^reitenbe Steige ber abfo<> 
Juten 3«l^ten. 

äBotten toix nun loerfd^iebene Einien nur i^rer Sänge na^ 
betrachten; fo benfen toir un« biefelben, t>on atten fonfKgen (Sigen^ 
fc^aften befreiet, alfo unbefummert um bie Stic^tung unb Sage, 
xotl^t fte im Staume einnehmen, in bie t>orern)ä^nte angenom^ 
mene gerabe Sinie gefirecft, foba§ i^r Siner Snbpunft mit bem 
9lutt))unfte {ufammenfättt, unb taffen barauf ben anbern (Snb* 
punft in ber 9lic^tung biefer Sinie unter ber Seitung irgenb einer 
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Steget )>artireti« Sitte Stefultate mfifTen, menn fie mit ben gege» 
benen ®r5§en gleic^rttg fein follett, inncx^atb itx fraglt^^en^ 
auf ber Sinen @ette burc^ ben 9luffpunft begr&niteit, auf ber 
anbeten &titt unbegranjten Stnte bleiben« 

Sie an^ ber Betrachtung berarttger nur mit Duantitat be^ 
gabt er ®r(fen fliegenben ®efe$e bilben iti i^rer abfiraften Sluf^ 
faffung ben dnbegrif ber artt^metifc^en Unterfu(^ungen über ba« 
SSefen ber abfo tuten S<^^U^- 

Sturer ber abfoluten Sänge ber Stnien im Staume erfennen 
iDit an benfetben bie (figenfc^aft ber 9t{($tung. jDiefelbe jer« 
f&Ot jiebodS^, tt)enn fte aU einfac^e^ 9Rerfma( an ben ®xi^tn 
ausgeprägt totxUn foff; noc^ in iwti anbere, tiotl^t t>oneinanber 
unabbängig ftnb, unb bemnac^ einer befonberen Setracf^tung unb 
einer befonberen mat^ematifc^en jDarflettung beburfem SKan un« 
terfc^eibet nämlic^ bie ätidj^tung ber Cinien 

23 na^ ber einfad^en ®r6ße i^rer SIbn>ei(^ung toon ber 
9li(^tung ber obigen primären $lre; ol^ne Berädftc^tigung ber 
anbern)eitigen fpmmetrifcben Sagen um j[ene Site {lerum* jDaS 
ffiefen ber Stic^tung trägt, loenn ti aU ®ro§e betrautet tt>erben 
fott/ ben G^arafter ber (Srtenfttät no($ ni^t an ftc^, unb mug 
bemnac^/ um einer matf^ematifc^en Sefianblung fä^ig )u merben, 
guJoörber^ auf ertenfiDe ©rögen belogen loerben. S)ieS it^^it^t 
burt^ ben ©egriff t)on ber ®röge beS ©infel« ober beS Stxti^^ 
bogenS, ml^tn irgenb eine gegebene 9tic^tung mit einer anbe^ 
ren einf(|itie§t; ^ierburc^ n^irb bie Hbmeid^ung ber erfleren dti^f 
tung »on ber lejiteren gemeffem 

Um j[e$t n)ieber baS obige attgemeine ©ri^enfpflem ju (on^ 
ftxnixtn, beren einjelne ©(ieber atten möglichen ®ertffen ber Slb^ 
iDeid^ung entfprec^en, benfen n>ir un6 bie primäre Slre um ben 
9tul(punft in irgenb einer im Staume angenommenen (Ebene, 
toeld^e bie ©runbebene ^eige, im Jtreife ^erumgebrei^^et, unb 
biefe 2)re^ung ind Unenblic^e fortgefe^t« «jpierburcb entfielen atte 
mat^ematifcf^en ©röfeU; toelc^en bad Sßerfmal ber 9Q3in{eI)oer^ 
fcf^ieben^eit, bad xoix jie^t i^xi jDeflination nennen woUtn, ju^ 
fommt« • SBerbinben wir mit biefer jDre^ung no(^ ben ©egriff 
bed gortfc^ritteö etneö^unfted in ber primären Jlre; fo erf^alten 
wix ein @p{iem t>on ®x6^tn, toelc^e iugleic^ bie beiben WlttU 
male ber abfoluten Quantität unb ber X)enination in atten beut 
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baxmWtobifitaHmvd an ftc^ tragen. Urtt^metif^ n>irb bteCEtgcii« 
fc^ft ber S)entnatton burc^ einen ftoeffi}tenten ausgeprägt, mtt 
tt)el(^em bte quantitat{t)en 3<t^(}etcf^(n behaftet tt>erbem 2)erfel^ 
' ergibt ftcfi/ tt>ie mir im {«Deiten älbfc^nitte gefe^en l^aben, bur^ 
logifc^e @(|iIu§fo(gerungen barauS, ba§ man btejenigen Sinien, 
tDfl^e burd^ eine fialbe Umbrel^ung ber )>rimdren 9lre entfielen, 
unb beren Quantität * ftcff in einer ber 9ti(|itung ber primären 
Sinien bireft entgegengefc^ten 9li($tung erjeugt, mit bem ^aftor 
— 1 belegte^ unb negatit)e ®r5§en nannte, mä^renb bie erfleren 
p of iti)De ®rogen f»ie§en. Sejeicbnen wir jenen ftoefftiienten, 
tt>el($er ftdj^ nur auf bie ®rd§e ber 9BinfeTabmei(^ung ober ber 
^eHination jn^eier Linien bejie^t, unb kveld^er fcd^ in ber $orm 

(— )"• = c'^-^ = cos qp + Sil) </> . V^~i 

barflettt, tt^orin mjrsrqp bie ®ro§e ber 3)cHination angibt, 
jie^t mit bem fpejieaeren 9tamen bed jDeflinationSfoefft« 
gienten« 

hierbei muß nc^ bemerft werben, ba§ bie in ber primären 
SIre felbfi liegenben Sängen bie X)efCination nuK beft(ien: aSe 
übrigen X)efIinationen iverben nur baburc^ erzeugt, bag ftc^ bie 
primären Sängen fletd nacfy Sin unb berfelben ®iitt um ben 
9hiapunft ^erum bemegen. X>it SBert^e biefer t)erfdj^iebenen 3>e? 
flinationen q> tt)erben a(fo fiets abfolute ®xi^tn fein, wie bie 
Sängen cberOuantitäten biefer Sinien felbfl, )n)if4^en benen eS w^ 
feinen ®egenfa$ gibt, mie stt)if(|ien ben po{tti)oen unb negativen 
primären Siniem (Sine 2)enination t)on 320<> }. S« tDärbe alfo 
ni(^t, toit eine negative jDeftination t)on — 40<> anjufel^en fein. 
<Sbenfcn>en{g , tt>ie mx negative Stnien fannten, aU nur ber ein« 
fa(^e Segriff ber Ouantität ober beS ^ortfd^ritted in einer ge^ 
raben Sinie nacf^ (Sin unb berfelben 9{i(^tung gegeben toat, eben« 
fo n^enig ift und ][e(t bie SJorfleaung ^on Sinien mit einer nego« 
tit)en DeHination tlax* 3la^ttm tt>ix jiebocp gefe^en f^aben, baf 
ftdj^ bie negativen, b* p, bie bur(^ eine f^albe Umbre^ung ber po« 
jttit)cn Sinien erjeugten ober mit einer 2)ef(ination toon 180« 
begabten Sinien aucf^ baburcff f)ert)orbnn8en (äffen, ba§ ttoix iai 
aSilbungSgefe^ ber einfad^en Duantität ober SängenerfiredFung 
an ben primären Sinien umfe^rcn, n^erben n>ir au(^ )u bem 
@(^Iuffe berechtigt fein, baß eS Sinien mit negativer £)ef(ination 
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Qxit, mi^t iaivLx^ ermatten mxitn, ba§ toix batf ©efe^ ber 
S>re^ttng an ben ))nm&ren iinitn umleiten ober bte ^nm&re 
Hxt na^ einer ber fräf^eren entgegengefe^ten &tiU in berfetten 
(Siene um ben yinUpunft ^erumbetvegem (S€ leud^tet j[ebo(^ ein, 
ba§ eine foI(^e Setrac^tung^tvetfe; totm toix bte t>orfie^enben 
^xiniipitn fonfequent bur(f)fü^ren n>o((en, unf^fiematifc^ ifi; benn 
fhreng genommen^ bürfte man )oon negattt>en Stnten nic^t ef^er 
Spxt^tn, aW ber S3egrtff ber Drehung ober S^eHtnarton feflge^ 
fieUt tf}/ )DetI bie e^orberung einer loodflanbigen Umfe^frung 
be6 ®efe$e^ bed ' ^ortfi^ritte^ in geraber Stnie bie SRoglic^feit 
einer tf^eilweifen SBeränberung biefeö ©efe^e^ ober beö %oxU 
fc^ritte* in einer gegen bie primäre 8lre geneigten Sinie not^«^ 
»enbig »orau^fe^t QEbenfo »urbe bie gorberung ber tDoUfidn* 
bigen ober bireften Umfe^rung be^ ®efe^e6 ber jDre^ung in 
einer Cbene be^uf (Jrjeugung ber ?tntcn mit negatit)er jDeflina^^ 
ticn bie üWJglic^feit einer t^eilweifen aSeronberung biefe« ®e* 
fe^ed, moburc^ bie totale Umfe^rung allmä^Itg erreicht loer^ 
ben fonnte^ ))oraudfe$en« Sine t^eilmeife 93erdnberung bed )u^ 
Ie|t ern>ä^nten ®efe$e6 ber jDrefiung in ber ©runbebene tt>firbe 
aber auf ben Segriff ber Drehung in einer (Sbene fähren, mU 
c^e gegen bie ® runbeben e geneigt ifl unb burc^ bie ^rim&re 
Site ge^t* jDa wix feboc^ IHnien^ tt)el($e in folc^en (Sbenen lie^ 
gen, in i^ren gegenfeitigen Sejief^ungen nocb gar nid^t fennen, 
unb nur ba^ SRerfmal ber SEßtnfelabmeic^ung ober ber !&ef(ina^ 
tion gegen bie primäre Kre an i^ntn au6ge))rägt ^aben; fo mei^ 
fen mir bie lefitere Setrac^tung^meife t)or ber danb iuräd/ unb 
ijSfabe e^ nur mit Sinien }u t^un, beren 33ef(inat{on eine abfo^ 
lute ®xi^t i% bie loon bi6 ind Unenblic^e loariiren fantC 

@obalb kotr nun bie Linien im 9taume nur i^rer Quantität 
unb il^rer jDeftination n<n^ betrachten kooQen, benfen toir uni 
biefefbeu/ ol^ne SerädFftd^tigung i^rer fonfligen Sagen gegenein« 
anber, al6 ©lieber in ba^ obige a(f gemeine ®9flem geffigt, alfo 
fdmmtli($ in ®in unb berfelben Sbene fo niebergelegt, baß ibre 
Slnfang^punfte mit bem 9{uII))unfte sufammenfaKen unb i^re 9tii^ 
tungen mit ber <)rimaren Are bte x^ntn gufommenben Deflina* 
tion^toinfet einfcf^Tiegen , unb )oartiren biefelben barin na^ ben 
Siegeln, »eld^e ber ©ilbung biefed S^peme« entfprec^em 3)te 
geometrifc^en Unterfu($ungen, n>el(^e ft(^ an bie Kombinationen 
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ittaxti^tx ®r5§en fnfipfen/ iitbtn im ©egenflattb bet ^Unv 
tnettte; bte Operattonm ber ^xit^mttit, tt)el(^e bie ^tetbei ^ 
ergebenden Sejtei^^ungen begrtpmägtg iaxfltUtn, beiDegen fu) 
aMbann auf bem %t{bt ber )>oftttt)en unb negativen teetten unb 
tmaginfiren 3a|^ten* Stein imaginär f^eißen babei foI(^e Sinien, 
beren Slic^tung auf ber primären $(re per)>enbifular ^tfyt S)a 
bte legieren Sinien nicbt minber in ber fSiixtliö^iHt ertfKren, toit 
bie erjieren, a(fo ebenfon)oI auf ben 9}amen ber reellen ®rö^en 
Sinfpruc^ ^abeu/ mie biefe; fo n)cSen tt>ir biefelben tm ^olgenben 
mit ber Segeic^nung ber fefunbären Sinien, 'refp. 3(^^i^^f ^^^ 
legen, unb bie auf ber )>rimären Sre im 3lnUpunfU ptxptniu 
fttlar flepenbe/ in ber ®runbebene liegenbe 8inie bte fefunbäre 
Slre nennen« 

3) ®epen tt)ir enb({(^ baju über, bie Sinien tm Stamt, 
wtnn mir un^ biefelben in ben i^nen entfpre(benben Stiftungen 
an ben 9ht((punft getragen benfen, gan) im aiHgemeinen in ipm 
gegenfettigen Duantität^^ unb Stic^tung^Der^äCtniffen ju betraf' 
ten; fo erfennen toix, ba§ aOe ünitn ^on gleicher Quantität mb 
IDeflination gegen bie primäre SIre no(^ britten^ ^inftc^tlid^ i^xtx 
i%^ g^g^n ^i^ ®runbebene unenblic^ t>erf($ieben fein fonnen. 
£)iefe äSerfc^ieben^eit ber Sage fann offenbar burd;^ ben Sinfel 
gemeffen n>erben, unter meld^em {t(^ eine bux^ bie gegebene Unit 
unb bie primäre S(re gef^enbe Sbene gegen bie ®runbebene neigt* 
Diefen Sleigungdtoinfet tt)otten n)ir bie 3nfIination ber frag* 
Ii(^en Sinie nennem 2)en{t man iitfy bie ®runbebene mit aUtn 
in i^r liegenben Cinien um bie primäre 9re f^erumgebre^et; fo 
erf^ält man ofenbar bad attgemeinfie @pftem \>on matf^ematif(fien 
©rogeu; in n^el^en eine ][ebe Sinie im Staume ^inj^i^tii^ i^xtx 
Duantität, 2)efIination unb ^nfCination ober ^infic^tlti^ i^xtx 
Sänge unb 9Ii(|^tung eine @tette ftnbet* 

Die geometrif(|ien Unterfuc^ungen über bie t)erf4>iebenen ©e^ 
{ie^ungen, meiere gn^ifcben ben ®ro§en t>on ber jule^t ern>ä^n' 
ten generetten ärt fiattfinben, gehören ber Stereometrie ö»^ 
a^ fommt ie^tbarauf an, bie ^rinsipien gu entn^ideln, na^ ml^tti 
bie Slrit^metif berartige ®ro§en in i^xSb^xtidf gu gie|ien unb Uc 
tbren gefe^mägigen 93eränberungen entfprecbenben Operationen 
au^gufu^ren )oermag. jDie hierauf abgtoedenben Setrad^tungen 
»werben ben ®egenjtanb be^ ^orliegenben ^bfc^nitte^ au^ma(^en. 
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§. 103. ^tv Sttflinatiottöf oeffl)teitt fftt eine S)tel^ittti| 
«Ott nz=z 180° um bit ptimätt %iit* 

SSSetttt tt)ir öcn bcr abfoluten ?ängenctnf>ett x an^t^tn, nm 
barouf aöc verfc^tcbenen im Slaitmc ittög(tc^cn Stntctt, fowol i^nx 
Smantit&tf toit i^xtx 9ltc^tutig m^, ju bejte^en; fo erfennen 
t0ix iWoixUx^f bag wenn a ba6 arit^mcttfd^e 3cic|ien für irgenb 
etne abfotutc 3öf>I tf?; baöfc(6e aW gaftor ju bcr ffitn^eit X tritt, 
um ttt bcr gormct aX eine ?intc barjujtcttcn; ttjclc^c bur^gcrab* 
fimgcn gortfc^rttt um a Cängcneinpctten in bcr Jtic^tung bcr 
primären Are Dom 5Wut(i)unfte au^ cntRanbcn tfl* SQSenn tt>ix 
bic ®rößc a al6 eine t)on ti^ ao SSerÄnber(i(^c anfej^en; fo 
flcOt aX eine jebe primäre Cinic ober atte äfcf^nitte ber m^ 
ber (Sinctt Seite unbegrdnjten primären ?(re bar» 

Sejei^nen \t>xx mit D irgenb einen JDefUnationefoeffisientett 
filr bic 2)efIination g?; fo Traben tt)ir ferner gefe^en, ba§ berfetbe 
ate gafor ju bem äudbrude aX tritt, um in ber formet Dal 
aOc Sinien barjuPeffen, beren Siic^tungen in ber ©runbebene tie^ 
gen unb ftd^ unter bem SGBinfet qp gegen bic primäre Slre neigen, 
tDcIc^c alfo erf^atten werben, wenn wir bic ganjc primäre Slre 
xait fämmtlic^en in i^r liegenben abfoluten Sängen in ber ©runb^ 
etene um ben SSJinfel q) nad^ einer beflimmten @eite um ben 
9lußpun!t ^crumbrepcn» 2)enfen wir un6 q> aW Dariabet Don 
Ma oo; fo wirb ber Slu^brud Dal äffe in bcr Orunbebene 
Kegenben Sinien bexeic^ncn, wetd^e burd^ einen Beliebigen gerab^ 
ttnigen gortfc^ritt Dom Stuffpunfte am unb burc^ eine beliebige 
Drehung um ben 9luffpunft iperum nac^ berfetben ®titt entfian* 
ben finb» 

©offen nun biejentgen ?inien, welche in einer @bene tiegeU; 
We gegen bic ©runbebene unter bem SBinfet ^ geneigt ifl 
unb burc^ bie primäre' Slre ge^t, welche atfo erhalten werben, 
wenn ftt^ bie ©runbebene mit äffen in i^r liegenben ?inien um 
ben 3nfIination^winfe( yj um bie primäre Slre breffct, na6) bem* 
fetben ^rinjipe bargefiefft werben; fo folgt, bag biefetben er^at 
ten werben muffen, wenn man bem Sluöbrurfe Dal einen gcwif^* 
fen Äoefftsienten J, welcher eine ^«nftion Don ^ ifl unb ber 3«'' 
fliitation^foeffixient l^ei§en möge, l^insufügt, fobaß JDaX 
trgenb eine Cinie Don ber abfoluten Cänge aX bejei^net, bie in 
einer burd^ bic primäre Sljrc gc^enben, unter bem ^nWination^^ 

ir 
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toinUi ^ gegen bte ®rutibe(ene geneigten S^ene (tegt nnb gegen 
bte pvimaxt S(re bte X)efItnatton (p beft^t 

6cn)te e6 nur gletcf^guUtg xoax, ob man bte Sängenetn^ett 
A }uer{l mit bem ^aftore a, n)el^er t^re Quantität mi^t, unb 
bann mit bem Deflination^Tocfftiienten D behaftete, ober umge^ 
feiert, erft mit bem Deftination^foeffigienten D, um juerft tj^re 
9it(btung um ben äBinfel 9 )u änbern, unb bann mit bem %attox 
a, um in btefer neuen 9ti4^tung t^ire Ouantttdt burc^ gerab« 
Kntgen gortfcfiritt ju erjeugcn; ebenfo muß ed nun ^ier glet^* 
gfilttg fetU; in n>el^er 9lei^enfo(ge man bte bret ftoefftjienten o, 
D unb J auf bte @in^ett X antt>enbet, um bie babur(^ angeben^ 
teten £))9erattonen in ber Sinen ober anberen SRet^enfoIge wx 
t^r }u ^oKjte^en« 3n ber %\(xi erfennt man lei^t, baß e^ tn 
geometrtfc^er Sebeutung ganj inbifferent \% ob man juerfi eine 
jDre^fung ber )>rimären %xt um ben 9iu((punft in ber ©runbebene 
um ben äBtnfel 9 unb bann eine £)re^ung btefer (£bene um bte 
)>r{mare Slre um ben SBtnfel ^, ober umgefe^irt, erß eine glei(|^e 
S)re|^ung ber ©runbebene um bie v^tntäre %xt unb al^bann eine 
2)re^ung ber Se^teren um ben92u(Ipunft tn ber gegen bte ®runb^ 
ebene geneigten (Ebene um ben äBinfel 9 t>ornimmt* 

3Bie e6 nun ferner be^iuf «^erfleUung bed ^aftor^ a eine 
arttf^metifc^e Sinl^eit geben mußte, um beffen ))erf(l^iebene SSertf^e 
barauf }u bejie^en, eine (Sin^eit, n>e((^e glei(!^ ber abfoluten 3<k^I 
Sind CO t^, unb tt)ie ebenfo be^uf {)er{leaung bed 2)eHinationd^ 
foefftitenten D eine a^nltc^e Stn^eit in bie aritpmetifc^en Se^ 
griffe eingeführt »erben mußte, toelc^e in bem Seichen C— D be^ 
flanb; ba^ eine ^albe Umbre^ung ber )>rtmären S(re um ben 92uU^ 
punft bejeic^nete; in gletd^er äBetfe i^ e^ erforberlic^, baß bef^uf 
2)ar{le({ung be^ ^nfftnation^foefftgienten J ju^orberft tvx ^xxV^xsit^ 
tifi^e^ 3ei4ien eingeführt »erbe, auf n>el(!^ed ftc^ bie t)erf((ie' 
benen 2Bert(»e be^felben a(^ SRaaßein^eit begießen laffen* 

(Sin foI4ied 3etc^en ifl bid \t^\, nt4it ^or^anben, ba man ed 
nic^t verfui^t \^Xf bie ®roßen in ben t>or^e^enben, aUgemeinen 
IBegte^ungen gueinanber gu betrachten. Säulen n>ir ba^er, analog 
bem 3^i(l^en — , ba^ 3ei4^en -^, um baburc^ angubeuten, baß bte 
bamit behafteten, x>^x^tx in ber (S)runbebene liegenben Stnien eine 
^albe Umbre^ung um bie primäre $(re^erIitten, alfo eine3n!Ii# 
nation t^on ^=9r ober 180<> beft^en, fobaß biefelben toteberum 
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mit ber nad^ aUtn @ettett ntotittxUn ®vunbebene gufammen^ 
faffettf ft4i aber )>on ben urfprunglt4^ tn tiefer &tnt (tegenbeit 
ttocfi baburc^ untevfd;eiben^ bag eine etn^atge fernere SRuttipIt^ 
faiton mit einem £)ef(ination^foeffiiienten D' eine jDre^ung ber^^ 
fetten in ber ®runbebene um ben ^uUpuntt na^ einer @eite (ei* 
wirft, welche ber anfdnglit!^ angenommenen gerabe entgegengefeßt 
tfl* JDiefcd Seichen -r-, tvetc^eö eine l^albe Xlmbre^ung irgenb 
einer Sinie um bie ^primäre S(re begeic^nen fotf/ unb Umna^ mit 
bem 3cic|>ett — , »etc^eö eine ^albe Xtmbre^ung in einer bur(| 
bie ))rimäre 9re ge^enben @bene um ben 92u((punft bejeic^net, 
nafie ^ermanbt i% Unntt man, \>a bie Stic^tung ber baburd^ ange^ 
imttttn 2>ref^ung rec^tn^inflig auf ber bur<^ ba^ 3^i<^en minus 
betpirften fte^t, wa^ an eine Sejie^ung erinnert, tt>it fie {wifcben 
ben 9ii(|»tungen ber goniometrifc^en ^unfttonen sinus unb cosinus 
ober tangens unb cotangeus pattftnbet, ffiglid^ cominus nennen, 
ba e^ f^ierbei burc^au^ nid^t auf eine fheng grammatifalifcbe W>* 
leitung, fonbern tebiglic^ auf tin (^arafterißif^e^ SQ3ort anfommt, 
totlä)t^ ft<^ bei bem tt>iffenf($aft(ic^en ©ebraucbe baju eignet, einem 
gegebenen ©egriffe gur fiugeren pfiffe ju bienen. 

au« bem aSorfle^enben folgt, bag -rl ber 3nItination«* 
foeffigient fär alle Linien ift, toel^^e eine 2)re^ung 
t)ott 7c=i80^ um bie primäre Sure ttXitttn ^aben* J>a 
einer abermatigen 2)ref!ung ber mit bem Äoefpjienten -5-1 be^af«« 
ttttn iinitn ))on 180^ um bie primäre %re eine nochmalige 
^uIti))Iifation mit -^l entfprit^t, biefe Sinien aber mit ben auffing* 
liefen genau gufammenfatten ; fo l^at man ofenbar 

C-M)XC-M)=C-MD'=+1. 

S;ro$ ber naiven 93ern)anbtf($aft ber 93ebeutung be« 3ti^tn^ 
-rl mit ber ie^S^i^^n^ — t erfennt man Iei4)t folgenbe n>efent^ 
li^^e Unterf4^iebe gioifc^en ben SSitfungen beiber auf bie bamit 
behafteten @ti^tn. 

SS8enn irgenb eine Sinie ber ©runbcbene mit bem ©effi* 
nation^foefjtgienten ~1 behaftet tt)irb; fo erplt man eine anbere 
Sinie mit bireft entgegengefe^tet Sticbtung, in u^elc^er tin gerab« 
Knige« 9Sorn>ärt«f(breiten ober eine Duantitatct^ermeffrung einem 
Slßdtoartöfcf^reiten ober einer Duantitfit^oerminberung in ber 
Stic^tung ber erfieren Sinie entfpric^t* Soffen baffer imi bergen 
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flau eittgegettgefe^te iinim burc^ eine Operation t>eretnigt ti>erben< 
tDeld^e ein gerablintge« gortfc^tetten in ber Sttd^tnng unb mn 
bie Duantit&t ber (Stnen i^om (Snb)>ttnfte ber anbeten au^ t)er^ 
langt, tote S)ted bei ber Slbbttion ber gaO i{); fo Uu^ttt ein, 
ba§ fid^ bei ber @ummenbitbung ba^ Sefhreben bed fingeren da^ 
pnniM be^ erflen @unimanbd na^ ^ortfc^ritt in einer gen>iffen 
9ii(^tung in ein Sefhreben nad^ ^ortfd^ritt in bireft entgegenge^ 
fester 9ti(^tung ))ertt»anbeU; unb ba$ f^ierbei bie bei ber dnU 
jlef^ung be^ erflen ©nmmanb^ burc^ gerablinige ^Bewegung eine^ 
^mfM gefc^el^enen Operationen aUmä|iIig koieber oemid^tet toerben« 

3tt>tf4fen ben mit bem 2)efIination6foeffiiienten -r-1 bef^af» 
teten unb ben nid^t mit bemfelben behafteten Sinten befiehlt fibrigen^ 
im 9l((gemeinen feine^weg^ bie oorfieffenbe Se)ie|»ung, xotld)t 
gtoifc^en ben negativen unb pofttioen Sinien Sin unb berfelbtn 
9tid^tung ohtoaittU 9Ran erfennt, baf n^enn a eine abfolute 
Sänge besei^net, +a unb -r-a immer skoeiSimen oon ber Sänge 
a barfietteu; toel^ie beibe in ber Stic^tung ber pofttioen primären 
Sire liegen, unb bemnac^ bei if^rer Sibbition eine Sinie oon ber 
abfoluten Sänge 2 a erjeugen muffen, toeldf^e ebenfatt^ in ber ffti^* 
tung ber pofttioen primären üre liegt. (Sbenfo ftnb — a unb 
-2 — a jwei in ber 9lid^tung ber negativen primären Are liegenbe 
Sinien oon ber Sänge a. 2)agegen fleHen +al/^i unb -r-ay^ - 1 
)toei Sinien bar, oon benen bie erflere mit ber Slid^tung ber pofi^ 
tioen unb bie Ie$tere mit ber 9ti(^tung ber negativen fefun^ 
baren 9(re {ufammenfädt, fobaf biefe beiben (Sro^en, toenn fie 
aH Summanben jufammentreten , ft(^ gerabe fo jueinanber oer« 
galten, wie bie beiben ®rdgen +al/~l unb — ay^ ~i e« t^un 
toärben. 

Slu^erbem er^edet, ba§ toenn (a) irgenb eine Sinie ber ©runb^ 
ebene, 2« 93. (OA), oon ber jOeflination Aox=a barfleHt, bei 
ber 3){uItipttfation biefer Sinie mit einer anberen Sinie (6) 
ber ©runbebene t>on ber jDeflination ß bie 9tid[^tung be^ ^ro^ 
buf teö (a) X (6D erhalten wirb, wenn man bie Stic^tung oon (OA) 
nac^ berjentgen ®titt, nac^ weldf^er bie Sinien mit pofttiven 
2)ef({nationen an^ ber primären üre ergeugt werben, b. u von 
X aber Y um ben Sffiinfet ß toeiterbre^et. (Sbenba^felbe finbet 
flatt, wenn man für Ca)=COA) bie bireft entgegengefeftte Sinie 
— (a)=(OA') fttbfiitttirt* ©eftte man jiebocfi an bie ©teffe von 
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(a) bte mtt benv 3nntnattottdfoeffi}tettten für eine ^nflinatton 
t>on 180« ^e^oftcte «tmc -f-(a)=COA,); fo »ürbe WeÄtd^tung 
Ui ^robttfte^ -f-(a3X(&) etf^aften tverben, inbem man bteSRid^^ 
tung von COA,) um ben SQßinfel ß m^ ber ©ette XY' ^erum^ 
breitete/ totl^t ber urfprüng(td[^tt t^on X aber Y gerabe entgegen^^ 
gefeftt ifi* 

aSßenn bemnad^ aud^ -^a mtt +a,-! — a mit — a unb 
-L.*ayf^ Hl mit — a|/^, ttJorin aeine abfolute ?ange bejetc^net, 
glei^bebeutenb tfi/ fobalb man btefe Ctnten nur t^rer Quanttt&t 
unb !Rt4^tung na^, atfo aU Summanben, betrad^iet; fo U* 
ftt^t itt)tf(^en benfelben bod^ no($ tin toefentltd^er Unterfi^ieb, 
fobalb btefeI6en auc^ ^in^^tti^ be^ t^nen )u ©runbe Itegenben 
©efe^e^ ber 2)re]^ung/ tta^ toeI(^em fte au^ ber )>rimiren 
Sttd^tung entflanben ftnb, ober aU ^attoxtn in S3etra(^t ge^ 
jogen werben* ©o »firbe g* ©♦ — ay ^xy ^=+a, ba«» 
gegen toürbe -ral/-iX/-i=H — a=—a fein. 



f. 104. Set Snflitiattoitöfoeffisietttfar eine lOrelftitttg 
»Ott f =90<> itm. bie ^rimfire «je* — SerttÄre «je* 

Segetc^nen totr jie^t ben ^nflinatton^foeffiitenten berjentgen 
Sinten/ toelcf^e bur(| eine 2)re^ung ber in ber ®runbebene Hegen« 
ben Sinten um 90^ um bie )>rim&re S(re entftanben {tnb/ tt^tl^t 
alfo in einer bur(^ bie )>rim&re %xt ge^enben unb auf ber 
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©runbebenc ^et^^enbtfutor fle^cnben (SUnt ticgcn, mit J, ; fo er^ 
^&U man für trgenb eine foI(!^e Stnte ben arttf)mettf^en S(u6bru(f 
J, (a). 25a nun efne fernere SJrepung biefer Cinten um btc pri^ 
märe 2fre um beti Sffitnfet »on 90» einer abermaligen ÜÄuttipK* 
fatiott berfe(6en mit bem^^aftcr Ji entfprid^t; biefeSinien at^bann 
aber wieberum in bie ©runbebene faKen unb burc^ -r(a) bargen 
fttUt tt)erben; fo ^at man 

mitfKn für ben fraglid^en dnflination^foefftjienten 

9la(^ bretmaltger STIuItivIifation ber Sinie Qä) mit beut 
gaftor Ji tx^Ü man für bie Sinien t)on einer dnflination 

= ^==2700 

J^»(a)=C-M3*(a3 = -rV ^l (a) 

ober für ben fraglichen 3nHinaHon^foefft jienten biefer Sinien, tütU 
(f^t in ber unterhalb ber ©runbebene ern>eiterten wx^in ertDäf^n« 
ten Gfbene liegen; 

J,»=(-^l)*=-=-V-^l. 

^enn man bie in ber pofttiven fefunbären Slre OY liegen« 
ben Sinien ))on ber gorm « V' ^, worin a eine abfolute Sänge 
bejeic^net; mit bem 3nninatton6foeffijienten J,=]/4-i behaftet; 
fo erf^alt man für biejenigen Sinien, we((^e in einer auf ber 
©runbebene im 9luHpunfte perpenbifular jiefienben are OZ Kc* 
gen; ben Slu6bru(f 

für beren 3li(^tung V-fV^i ber cbarafteriflif^e Äoeffijient 
ifi. a5er cntfprcc^enbe Äoefjijient für eine in ber rütfwärtö ge* 
ric^teteh SSertängerung von OZ liegenben ?inie würbe nacf^ bem 
SBorflefienben 

^v^XlV-1 
feiu; unb man fie^t, ba§ ft^ bie mit ben ^Äftoren 1/-^1/— 1 
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unb -rl/^lK— 1 behafteten iinitn i^xtx SWfd^tung m^ gerabe 
fo entgegengefe^t jinb, »te bte mit ben gaftoren l/^^lunb-rV-M 
iittb au(( tt)ie bte mit ben Söttoren + unb — bef^afteten Stmeti* 

X)ie auf ber ©runbebene tm 9luapunfte perpenbifulor flef^enbe 
$(re ZZ' tvoUen toix bte tertt&te Sde nennen^ bon toeI(^er 
OZ ber <)ofitt»e unb OZ' ber negattJoe SC^e« ifi. 

Sine soiermalige aRu(ti))(i!atton irgenb einer Sinie mit bem 
3nHinationdfoeffijiettten V-r-i für eine Siertelumbre^ung um 
bie primäre 9lre erjeugt natfirlic^ n>{eber eine in ber Slid^tung 
ber anfänglid^en Sinie liegenbe Sinie wn berfelben Sfinge, ba 



§. 104«. :eet SttfUnation^f oeffisient fftt itdeitb eine 

S>telftnttg nm bie ^riitt^te ilfu 

Sei ber jDar^eKung ber dnnination^foeffijienten fftr belie^ 
btge Dref^ungen um bie primäre 9lre an6 bem ftoeffljienten -rl 
für eine ^Ibe Hrenumbref^ung laffen {t($ genau biefelben 9rin^ 
gipien in Sintpenbung bringen, tt>ie jte im )tt)eiten Xbfc^nitte 
(S* 35 fO iti ber ^ttt^idelung ber Denination^foefftjienten ffir 
beliebige jDref^ungen um ben 9lu(Ipunft in ber ©runbebene an^ 
bem ftoeHiiienten ^ 1 fQr eine ^a(be ^ei^bre^ung angetDenbet 
ftnb* (Si leucbtet ein, ba$ totm J ben ^nKination^foefftiienten 
für eine ^nftination 9on if=nx it^ti^ntt, 

ji = 4-l, alfo 

fein muß* 2)a aber ba« 3ei(i^en (-rl)" ^ier ebenfott^entg na^ 
ben aUgemeinen Stegein ber ^otengred^nung rebujirt n>erben barf, 
t»ie e« im itotittn ?lbf4initte mit bem Sti^tn (— 1)*=C— )* 
gefc^e^en burfte, fobag man itoax, totxtn n cinSßxu^ i^, benfel^ 
ben auf feine Heinfie Benennung bringen , au(^ n>enn n <2, 

alfOJ-©- =2+p i% (-f-l)«=(-rl)«-^''=(-rl)J»(-r-l)''=(H-l)'' 

fe^eu; ferner tt)0l 



(^1)^ = [(^1)*']\ 
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C-=-lD*=[(-^l)«]*= c-M)*=-;-i , 

f(!^retien fann: fo n^oKeti n>tt bett ^ttflinatton^foefftitent, analog 
htm 2)eHtnatton6loeffijtentcn D=C— )*, t>Mt<^ 

iax^tUtn, um baburc^ auf beffen Sebeututig ald 3ttc^en (effer 

aufmerffam ju ina(!^cn* So gut c« für (— 13» y oerfcf^tebcue 

Sßcrtf^e gab, »üb e^ auc^ für (-=- Ij« q »crfc^icbcne Sßert^e 
geben / t)on totti^tn immer nur ein einjtger unb in>ar aud ber 
fuf)efßt)en Stei^nfolge berfelben berjenige )u nehmen i% toelc^et 
bie gerütgfie dnfltnation gegen bie ©runbebene bejeic^net 

3uoörberfl leuchtet ein, ba§ ber abfolute 9Bert|) bed Jtoeffi^ 
}tenten J ^Itidf i, ober beffen i!änge, n>enn man ft(^ benfelben 
üU Stme benft; gletc^ ber Längeneinheit fein muffe; ba beffen 
SSirfung auf irgenb eine bamit behaftete Sinie bur^aud feine 
Sängenoerönberung; fonbern bIo§ eine S)re^ung ober Stidf^tungd^ 
oeränberung ben>irfen barf. 

üu^erbem erfreuet; bag n>enn a irgenb eine po^xtiiot ober nega«* 
ti'ot primäre Sinie barfleUt; Ja immer eine mit a fotool ber 
Sfinge/ tt)ie ber 9ti(^tung na<f^ gufammenfaQenbe 8inie Uiti^ntn 
toirb; xot^t alfo mit biefer ibentif4^ ifl, fobalb biefelbe nur aH 
abbiti^e ober fubtra!ti»e ®r6§e bei irgenb einer Operation 
in SBetrac^t gejogen loirb; aU Saf toren gebraust, äu§ern jebof^ 
bie ©ro^en a unb Ja bei ber 93ilbung eine^ ^robufte^ toegen 
ber burd^ biefelben ocrgefc^riebenen jDrefiungen in t^erfd^iebenen 
(Ebenen oud^ eine t)erf4iiebene SBirfung, n^el^e }mar auf bie 
jDuantitdt ober bie Sänge be$ ^robufteö feinen (Einflnf ^at, tool 
aber bie (!age M Sef^teren im Staume bebingt. 

(SttUt man nun irgenb eine in ber ©runbebene liegenbe 
Sinie t)on ber Def(ination a aU bie @umme einer primären unb 
einer fefunbären Sinie, nämlic^ burc^ bie befannte Sormel 
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(ii)=:aCeosa4-siBa.l/^^=saco8a4~AS^^*l/ -^ 

,bar; fo leuchtet etn^ ba§ Bei ber 2)re{fung ber Unk (a) um ben 
Sßtnfet if um bie ^ntnäre Xre ter prim&re SC^ett acosa feinet 
Sänge tttib Stic^tung nai^ uttt>erdttbert bieten unb fti( nur fo 
tDeit um ft(^ felbfl breiten tvirb; bafi er ein Sefhref^en ^at, hd 
einer etn>a{gen aRuIHpIifation mit einem SDeflination^foe^ienten 
tn einer (Sbene )u rotiren^ n)el(^e ftdf^ unter bem SBinfel 7p gegen 
bie ©runbebene neigt ^ierau^ folgt/ ba§ ber pximaxt ZfytÜ ber 
inninanten Sinie J.{a) ober JaCcosa4-sina*V^->0 bur(|^ 

Ja cos a 

borgeftefft »erben wirb. 

Der fefunbäre S:{>eit aslna^lZ-^i berCinie Ca), »etiler auf 
ber pximavtn Slre rc^twinHig fle^t, bre^ct ficj nun bei ber 
Drehung t)on (a), »ie eine j[ebe in ber fefunbclren 9(re (iegenbe 
Sinie/ ebenfaU^ um ben SBinfel v/ um bie pnmdre 9re> unb toirb 
ba^er in 

J a sin a • '[/'—{ 

übergeben. 

©etrac^tc« »ir nun bie burc^ bie fefunbäre unb tertifire 
STre ge^enbc, axi' Ux ©runbebene ^jerpenbifutar pc^enbe (Sbene 
Y% mit aUen in i^x liegenbcn Sinien; fo »iffen n>ir fc^on aui 
ben fraf)eren Untcrfuc^ungeu; ba§ wenn bie Sänge beö i>alU 
meffer« OB be« um O befc^riebenen J(reife« BCB'C gleich 
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bor efingeneiti^eit iß, bie Ctnie (OB) fott)o( tf^rer einge, »{e 
i^rer Sttc^tuttg na^ burd^ / iri=:(-i.i)o^ :ri, We (OC) bur(^ 

^ q^/ -T=(^)4]/iii, bie (OBO bur* -fV ^=(-^) V -i 

tttib bie (OCO burc^ -ri/=?il/ >i=C-r-)^-i unbctne jcbc 
atibere untet bem Sßinfel MOB = t// = jiÄ gegen bie 8lre OY 
geneigte Sinie COM) »on berfelben $&nge burc^ 

COM = J1/-1 = c-r-)"l/^ 

btttgeflettt »trb* 

9Ran etfennt leicht, ba§ bie in ber (SUnt YZ (iegenben 
Stnien unter ft(^ fon^ol ber Sänge, tt){e ber Sltd^tung nad^ genau 
in benfelben Sejie^ungen fiei^en, n>te bie Ctnten ber ©runbebene 
XY, unb ba^ man bie erflereu an^ ben le^^teren unmittelbar et^ 
galten n>firbe/ »»enn man in biefen iut)orberf} ba^ Seichen -f- an 
bie Stelle be^ 3et(^en^ — feftte, inbem man bemfetben, bem 
3et(!^en + gegenüber, genau biefelbe fubtraftive Sebeu^ 
tung beilegte, n)ie itraSti^^n —, unb tpenn man at^bann eine 
Üebe fo erhaltene 3a|^l mit bem gaftor V ^ muWipKjirte* SBe* 
geii^net man ba^er bie Slu^brüde cos^ unb sin^ unter ber 
JBorau^fejjung, baß in i^nen ba^ 3^^'<^^tt — ^ü bem 3«<5^tt -5- 
ioertaufd^t unb Ui^Uxt^ bei ber ^Bereinigung ber ©lieber gerabe 
fo gebraucht fei, n^ie bad 3ritl^en — , refp» mit 

cosi^r unb sint/;; 

fo fann man für ben 3nf(ination^foefft}ienten J ofenbar 

J = C-r3"=evm = coiv+rfiivV'^i ♦♦♦♦CD 

feiern 

25ie SSßert^e ber co» unb «Jn ber t)erf(!^icbcnett 3nf(ination^^ 
n>infet fielen offenbar in bemfelben 93er|)ältntffe jueinanber, tt)ie 
bie SBerti^e ber cos unb sin ber t>erf(|^iebenen Deflination^n^infel, 
unb it)enn man in ben Formeln be^ S^ 46 unb 47 -r fiatt — fub«* 
{lituirt, unb mit jienem 3ei(^en ebenfo o^erirt, n>ie mit (e^terem; 
fo begatten biefelben o^ne Sinfd^r&nfung ©ftittgfeit« @o fKit 
man j« S« 
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CO« Ä 1, rin = 0, 



♦ •♦♦C2) 



CO« 3r =:-rl, »lo « s= 0, 

«»»-2-= 0, •!?-^ = -T-l, j 
unb wenn ^ < -o- i% 



CO« ^ =r cos V, »'/* ^ = sin iff 

^?*(^ + v)=-T-sinV', •l'»(-|^+v) = cosv/, 
CO« C3r+^) = 4- cost//, •ipC^+*) = -r sin^, 
o» ^-^ + V/) = sin t//, «Jn ^^ -J. ^j = ^ cos i(; j 

allgemetn 
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§. 105. I6emetfitit0eit Aber (ett @thtanäi bt^ 3itVIItia' 

tiott^foefftiteitteit* 

3rgcnb eine Stntc (OM) ber (Sbene YZ ti)trb nac^ ben Utt* 
terfud^ungen be^ Dor^iergei^enben $aragra))f»ed bur(^ 

bargeficttt J)a iei äffen tn btefer @bene Itegenben Sfnten, b* |f» 
bei äffen Sinten, n^elc^e au6 bem ^robufte einer fefunbfiren {{nie 
tn einen 3nf(inationefoeffijienten bepel^en, ba6 Seichen -^ tint 
bem 3«ic^^« — ß^nj gleiche ©ebeutung ^at, fobatb biefe 8tttien 
nur aU abbitive ober ^uhtxattm @ro§en in ^ttxa^t fommen; 
fo ge^t an€ bem e$rfi^eren ^tx^ox, ba§ man in bem t)or{lef»enben 
Sltt^brude an^ bte 3JlnU\plitation mit bem Softer asino]/^i 
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Ott bett Mbm ^tiim M ^MinoH^tafot^ittitm ti^ittli^ wU^ 
aiei^eii/ ttttb 

fe^en tarn, n^oburd^ (OM), ft^nlic^ ben einiett ber ®nrnbe(eiie, 
aii aui sn>ei ZfyäUn beftej^enb batgefleOt tt^irb, tooit bentn ber 
erflere 

(ON) =asfaiaoo«^/ — i ♦ ♦ ♦ ♦ (6) 

in bet Slic^tung ber fefuttb&ren Sre YT liegt unb bie abfolute 
C&Qge a sin a 006^ beft^t, unb bet (entere 

(NM) =aBU\atAn^^ ZT y^ ITi ♦♦♦♦(?) 

in ber Sticf^tung ber tertiftren Sre Z'Z liegt unb bie abfolute 
Singe asinasin^ beft^t« 

38enn aber ber ^nninatton^foefftiient J=c«»^-}-*j?*V T^i 
in eine prim&re 3af^I a multtpltjirt i^^ ifl et nad^ bem Obigen 
bttr($au6 ungul&fftg; in bem Slutbrude 

bie SRuIttpIifation mit a au^sufäffren / unb benfeI6en =:aoM^ 
+a8jnv/i/-^i jufeften, ba in bem lejjteren Slutbrurfe fottJot ber 
erflere, n^ie ber legitere X^eü eine in ber )>rimären 9lre liegenbe 
8inie refp* wn ber a^foluten Sänge acosv' unb asini^, bie @umme 
beiber alfo eine in berfelben Sfre liegenbe Sinie )^on ber abfointen 
8&nge acosv+^sinV' barfleQen o^ürbe; t»ai ber 93ebeutttng bet 
gegebenen Xutbrudet ganj unb gar »»iberfprid^t* 

§. 106. S>er t^oUfifinbige tXidi^tnngtfoeffistettt« 

Hut S* 103 ge^t ^ertoor, baf totm a irgenb eine abfolnte 
Sänge (n^elc^e bort mit aX be}eid^net ifi; toorin man unter a 
tiat abfotttte Ba^l unb unter X bie SAngeneinfreit t^er^anb)^ 
D irgenb einen jDeHinationefoeffiiienten unb J irgenb einen 3n^ 
Kinationtfoefft}ienten barfleCft, eine beliebige Sinie im ataume, 
bereu Sänge =a if)/ unb u^elc^e in einer burd^ bie pvimaxt fixt 
gel^enben unb unter bem Sßinfel ^ gegen bie ®runbebene ftd^ nei^ 
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gettben (SUnt liegt, unb v^i^ attgetbcm mit ber f^ftTtit fixt 
ben SBinfel a etnfc^Iießt, attgnneiit burc^ 

(a) = a JD 

bargeftedt tt)irb. hierin tfl 

j = co«^4-gjn^.j/:i:i 
unb 

D= cosa-|-8ina«|/ — !♦ 

jDa^ ^robuft bet beiben jtoeffiitenten J unb D, alfo 
JD = («.?»V+ •i?V'* V^-H) (cosa + sin«. V --^)5 ♦ ♦ ♦ ♦ (8) 

tt^oburcf^ bte Stid^tung ber £ittie (a) imStaume toodfiinbtg bar<» 
geßeKt tf}; fann man fügltc^ ben vollfiänbigen ober ^^U^U 
^in ben 9ti($tungdfcefft}tenten jiener Stnie nennen« 
%iv jene Cinte felbfi f»at man ben Sluebrud 

« 

Ca)=a(co8^4-»ln^.y' :rT)(cosa + »'n«*V^ -~0j ♦♦♦♦(9) 

ober loenn man bie SRuIttpIüationen mit ben Z^tittn be< ^tlU 
natton^i' unb be^ 2)entnattondfoefftitenten fo toeit au6ffi^rt/ al6 
ed nacf^ S. 105 geflattet ift, tnbem ber pxim&xt Z^til t>ti le^te^ 
ren nur mit bem ganjen erfleren unb ber fefunbfire It^tii bed 
Unteren mit einem jfeben XfytHt be^ erfieren mnttipiiiixt toirb, 

+ öC08a«in^V ^1\^— T ♦♦♦.(10) 

^ierburcl tt)irb bie Sinie (a) aX€ au^ brei 2:^ei(en befie^enb 
bargeftettt, oon benen ber erfle in ber 9tt(|»tung ber ^rimiren 
Slre liegt unb bie abfolute Sänge acosa beft^t, ber imitt in 
ber 9ii4^tung ber fefuntfiren $(re liegt unb bie abfotute S&nge 
asmacosip beft^t, unb ber britte in ber 9ii(|tung ber terti&ren 
Slre liegt unb bie abfolute 8&nge acosa 8in^ beft^t* 2)iefe brei 
S^^eile finb ojfenbar bie arit^metifc^en Sludbrüde fAr bie brei 
rec^twinfligen refp* in ben Slic^tungen ber 8lre OX, OY, OZ 
tiegenben ßoorbinaten be^ (Snbpunfted ber fraglichen Sinte, beren 
Snfang^punft immer im yiuUpnntUO liegenb gebac^t »irb, ober 
für bie brei $roj[eftionen jiener Sinie auf bie brei erkoft^nten 
Sreut 
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©a ber Stintnation^foefjijtctit co«^4-»Jn^.]/zi, foSalb 
er etne yntn&re Unit itfya^ttt, tote 2)te^ im er^eit j[ener brd 
St^etle gefc^ie^t/ nur eine Umbreffung berfelben um t^re Sängen« 
axe (ejetc^net; fo fann berfelbe ojfenbar gqnj unterbrfidt n^erben, 
mnn e^ nur bar^uf anfommt^ bte 8änge unb Sitc^tung jenet 
8inie anguf^auen unb btefelbe aU abbittDe ober fu^traftive ®ro@e 
in 3lc(|>nung ju bringen. 

2)a außerbem ba^ 3«^en -r-, mo eö entweber attetn ober 
in JBerbtnbung mit bem %aUov y/ 4-'i , bte ®röge ^/ ^i bef^af* 
tet; alfo entweber eine fefunbäre ober terttfire 8inte ititi^ntt, 
QOini unb gar bie Sebeutung be6 S^i^tni — annimmt; fobalb 
man ebenfattö nur beabji(|>ttgt; biefe?inien ^infic^tlic^^ i^rerSangc 
unb Stid^tung )u betracliten unb biefetben nur aH abbiti^e ober 
fubtraftioe SC^eile ben arit^metif4ien Operationen ju unterwerfen ; 
fo leuchtet ein, ba§ man unter biefen Umfiänben in ben legten 
beiben ©liebem bed obigen SIu^brudFe^ asinacosV^V^-i für 
asina€08^V~l unb asinasinY/V^tV-i für osinftwnV'V-f^fV'-i 
fubflituiren fann* 

Sei ten julet^t gemachten 93oraudfe(}ungett fann man atfo 
irgenb eine Sinie 00 einfad^ 

ober 

(a)=a(cosa4-sinacosV'.l/--i4-sina6ini//V -f-i-/ ^0 ♦♦♦♦(!?) 

fe^en, worin a immer bie abfolute Sänge ber Sinie^ a i^re 
2>eftination unb y^ i^re 3nf(ination be)ei^net* S)en ^aftor 

cosa + ßinacos^.j/ITi -j-sinasin^.V" -r-i\^^ Wotten Wir 
ben abgeffirjten ^ticf^tung^foeffijienten nennen* 

SWan bemerft, baß auc^ |^ier bie Summe ber Ouabrate ber 
abfoluten SBert^e ber brei X^tiU be^ abgefürjten ober be« 
tDoHpanbigen Slidb^wng^foefjtstenten gtei(^ ber (Sin^eit ifl, wit ftc 
e« au(b bei ben )Wei 2:|»eilen be^ im {Weiten SCbfc^nitte betrad^«* 
teten einfachen jDeflination^foefftjienten war* (S€ i^ nämlicb 

C08«a-}-Sln«aC0S'^+Sin2a8ln»^=00S*a+Sin«aCC08>V'+Sta'W l 

unb ffierau« folgt , baß bie Summe ber Ouabrate ber abfoluten 
aßert^e ber brei ^tiU ani ®{ei(^ung (11)/ b* i* bie Summe 
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ber Duabrate ber brel ret^twinfffgcn $roj[eft{onen ber Cmie (a), 
gleich bent Duabrate ber abfoTuten 85nge biefer Sinie felbfl x% 
SSBenn ber Su^brud (11) in ber ^^orm 

(a) = ar+yV-l + zV'-T-iV~l ♦•♦♦(14) 

gegeben n>&re/ unb man n>oQte benftlben in bte ^orm ber ®Uu 
(^ung (11) bringen; fo mtt man )u fe^en, 



:r = aco8o 
2^=asinacos^5 
z = asinasin^. 



♦♦•♦(15) 



${erau6 ergibt ft(b }ur IBefiimm^ing ber abfoluten Sänge a, be^ 
2)en{natton^winfel6 a unb bed 3nf (tnat{on^n)tnfet^ V' ber Sinte (a) 

o = v'^i^"y*+^S ♦.♦♦(16) 

cosa = ^ - , ,■ _^ = — , 



sina = . J, ^ \, = ^ ^^ 



2« 



= >^JtH!, ....(17) 



tanga = 

Über bie Dorfie^enben ©(eid^ungen ifl no^ gu bemtrfen, ba$ 
iveil a fietd eine abfolute ®r0ge bejeic^nett foU/ bie SEBur}el^ 
grJ§e l/«*+y'+«' überall poft tit) )u nef^men iji* 2)ie jwdte 
SBurgelgröge v^y«+** bleibt jieboc^ t)oI(fommen jtt>eibeutig, unb 
ifl e^ ertaubt/ biefelbe entn^eber poftttv ober negatit) }u neffmen, 
nur ntu§ fte in allen ©teic^ungen (17) unb (18) gleichseitig 
(Sin unb ba^felbe 3ei(ben erhalten. 9Ran erfennt bte 9Ii((^tigfeit 
biefe^ ®a$e^ auc^ in geometrifc^er 99ebeutung leidet an, stimmt 
man }♦ 93« aU/ o:, y unb z feien fämmtlic!^ )>ofttiD/ unb fe^t ber 
Äürje wegen a= v^ar»4-y*4-2'= 1; fo n)irb unjweifetf^aft 
cosa = « nur )>ofitit) fein f5nnen« i)nx^ biefe ©(eidf^ung ifl 
Üebodf^ bie @r5^e be^ SBinfeld a no^ nitfyt genügenb befKmmt; 
be}ei(^net man ben fpiiitn äSinfel^ beffen J(o{tnu< = x i% mit ai ; 



272 §. 106. iDfc voBjl&nbiee 9(i6^tvMqif^tffi^\tnt 

fo (atiti a = a|, unb au0 =2«— ai fetm .@oS a = a| fein; 
fo muß 8ina=: v^yM-2' ebenfalls poftHt) fein^ unb bafier bte 
9Sur)eIgr6§e Vu^+z^ überaQ ))ofttt)o genommen tt)erben* 91^^ 

bann n>trb aber aucb cosv^=: .-f- ^ unb sinV^= / ^ - ^ 

)>ofttt)) unb V' — ^1 ein fpi^er äBintel fein* SOBenn bagegen 
o = 27r— aj gefegt tt)irb; fo muß sin« = — VyM^* gefegt 
unb bie toor^e^enbe 9Q3ur}eIgr(ße auc^ in ben 9Bert(ien für cosi(^ 
unb sin^ negativ genommen iDerben* gür btefen ^aO tvirb man 
^ = 9r-f-^, erf^altem S^ entfprec^en ftc^ alfo ffir ben gaff, 
ba§ ar, y, 2 f£mmtli(^ pofltiü ftnb ; bie beiben äBert^e a = Of 
unb ^ = Vi ober a=27r— «, unb ^=3r + *f |>ierbttrc^ 
toirb aber mit ^^ ^^^ ^W ^^^ S^" unb biefelbe 9li(^tung im 
Slaume bargefieUt/ welcf^e )oom 92u((punfte O au^ nur nacf^ $iner 
©eite verlängert \% 

3n ade ben Raffen, mo e^ nic^t genügt, bie £inie Ca) mit 
{>fllfe be^ abgefurjten Stic^tung^foefftaienten (©leic^ung 12} 
bar}ufle(Ien / unb uoo ed erforberltc^ ifl, ben Sudbrud berfelben 
in ber ))oU{)&nbigen ^orm (9; ober (10) bar}ufle((en, tvirb man 
axiit ben einfacf^en Su^brud (14) nic^^t beibef^alten ffnnen unb 
gen5tf^igt fein, üermittelf) ber für a, a unb ^ au^ ben ®Iei(|iun^ 
gen Cl6)f C17) unb (18) gefunbencn SBertf^e bie gorm (9) ober 
(10) $fer)uf)eaen. 9lun bemerft man, baß in ben ®Iei(|)ungen (18) 
fttr cosv^ unb sin^/ ba^ 3(i<l^^n -h nidf^t erfc^eint, unb baß bie^ 
fetten ba^er bie SQBertfje für coä^ unb «Jn^, »ie fie be^uf Sub* 
Pitution in bie ®lei(^ung (9)"ober (lo/erforberHc^ ftnb, unmit^ 
tettar nxi^t ergeben* S^ leuchtet j[ebo(|^ nac^ S* 104 ein, baß 
man bie jule^t ertt)äffnten SBert^e fUr co«^ unb «n^ mi ben 
obigen für cos^ unb sinv erhalt, inbem man btefetten o^ne 
SBeitered beibef^ält, fa((d fte ^ofttito auefatten, unb inbem man' 
bad SSorjie^en — in -f- »erwanbett, fatt^ fie negativ au^faOen 
fottten* 

9Bare )* 3* ber 9u^brud 

Ca)=ar~y]/.rT+tl/^l/=n 

gegeben; fo tourbe man 
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ff 2 

(£nbli^ muf iiO(^ l&emerft mxUnf ba§ )n>et Stttten t^on ber 
gorm 

Ca) = o: + y |/^ + z y^i y ^ 

unb 

Cai) = x, +y,/z:i +2,1/ ^1>^~1 

nut bann einanber gletc^ fetn {fnnen, n^enn bte primären, fefun^ 
b&rm unb tertiären Z^tiU für ft^ einanber g(ei^ ftnb, tt)enn 
man atfo 

^at* £)ie^ ge^t unmittelbar baraud f^erioor, baß beibe Sinien 
gleite abfolute S£ngen a = a|, ferner gleite jOeflinationen 
a = cej unb enblic^ oui) gleite ^nflinationen ^ = v^, l^aben 
muffen, tDenn fte fotvol ber Sänge, xoxt ber 9{id^tung nac^ iben^ 
tif# fein fottem - 

®e|fen n>ir j[e^t )u ben artt^metif^en ©runboperationen an 
®ro§en ))on ber obigen allgemeinen $lrt über. 

§. 107. «Ib^itiott nitb «ntttaftiom 

£)ie 9lbbitiott fc^ießt immer bie gorberung ein, baf man 
eine gegebene ®xi%t in berjienigen 9ti(^tung, in welcher bie Duoa^ 
titat einer ^uoeiten burc^ bad einfacj^e @efe( ber SSerme^rung 
cntflanben i|}, um bie Öuantität biefer jn^etten ®ro§e uoeiter*" 
Mibe« 3n geometrtfd^er S3ebeutung toerlangt biefe Operation, 
bag man i^on bem (fnbpunfte einer erflen geraben Sinie (ji) in 
ber dtid^tung unb um bie Sänge einer jweiten geraben ivxit (6) 
s>ortt)ärt9 fc^reite. din )^on bem Slnfang^puntte ber erfien Sinie 
{ß)f b« u iDon bem 92uUpun{te be^ ganzen @i^flemed na(| bem 
Q^nbpunfte ber fo an (a) getragenen Sinie (6) gejogener S^eftor 
Cc) fieOt aWbann bie aritf^metifc^e ©umme Co)+Cä) bar. 

SDie @ubtraftion fe^t 9orau^ , bag bie Summe (c) unb 
(Sin @ummanb (a) gegeben fei, unb )oerIangt ben jn^eiten Sum«* 
ntanb 0>) fier)iifieaem Su« bem Segrife ber »bbition folgt 

18 
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aWbanti; bo§ man We iDiffetenj (6) awtfd^en (c) «nb Cd) fttibet^ 
wenn ntan wm (2Fnb)>unfte be^ SStnnenb (c) in einer ber 9ti^^ 
tung be^ Sttibtra^enb Ca) btreft entgegengefe^ten Sttd^tuttg nin 
bie abfotute Sfinge be^ festeren fortf(^re{tet 

Unter bem ®eft(^t^punfte ber abbitten unb @tt(traf tion ftnb 
alfo aOe Cinien ber primären Slre ibentifc^, totlift bttfelie 
Cange beft^en; gTeic^J^iel, mit welchem ^nflinatton^foeffisten^' 
ten biefelben bel^^aftet fein mdgen* 9Bitt man alfo bie Dptta^ 
tionen ber Slbbition unb @ubtraftion an ben 21^eilen )n>eter 
gegebener Sinien tt^irfli^ jur Siu^fu^rung bnngen; fo tfl e^ er« 
forberIi(^, ba^ btefelben mit £)ulfe be^ abge{ür}ten 9t{(^tung^^ 
foeffiiienten ((Sleic^ung 12) ober a\x^ in ber Sorm ber ©(etc^ung 
(14) bargefieOt feien. ®inb nun it^ti Cinien (a) unb (a^) in 
biefer Sorm gegeben, ^at man alfo 

fo ergibt ftd^ burd^ eine Xu^ffi^rung ber Slbbition ober &uhtTcXf 
tion biefer beiben 9udbrfide mif ben Siegeln ber ürit^metif 

Cä)tCaO=x±x,+(y±y,)^ ^+C2±«i)/ TlV ^ •♦♦•(19) 

& i^ M^t )tt aeigen, ba§ biefer Stefultat aui^ in geome« 
trif(^er Sejie^ung oottfommene ®auigfeit ^at, unb man fte^t, 
bat bie ®umme ober 2)ifferena a^^i^^^ if^^^^ S&nge unb 9lic^^ 
tung na^ betrad^ teter Cinien erl^alten n^irb; toenn man bie ^ro^ 
jieftionen berfelben xt^p. auf eine jiebe ber bret rec^ttoinfligen 
SIren abbirt ober fubtra^irt. 

aud^ erfennt man ol^ne Sd^ivierigfeit bie Stid^tigfeit bti in 
t* 49 für eine ebene ^igur bereite na^getoiefenen 6a$e^, ba§ 
bie arit^metif(^e @umme aller @etten irgenb einer gefd^Ioffenen 
gigur im fftmmt gleich null ift, toenn man biefelben in benjient' 
gen Stiftungen nimmt, in toeld^en biefelben t>on einem fünfte 
bur(^Iaufen uoerben n>Arben, ber ft^, oon einer ddt biefer gigur 
audgef^enb, um ben ganjen Umfang berfelben bekoegte, ober baf 
bie le^te &titt biefer ^igur, n>enn man biefelbe in entgegenge^ 
fester Ülid^tung nimmt, gleich ber Summe aller übrigen i{L 3>ie 
©lei^^eit atoifc^en biefer Testen ßtitt in ber geba(^ten 9li(^tung 
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uttb t)er Summe ber übrigen forbett aMbamt an^, ba§ bie ^ro« 
jiefttoneti jiener @ette auf bret ted^ttt^tnfltge Hxtn beu refpefti^oen 
@ummen ber $ro][efHonen ber übrigen @ettett ber ^tgur auf bte# 
felben Jüren gleti^ feien« 
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jDte 3JlnUi)pXifation »erlangt, bag ba^ ^robuft ebenfo 
au^ bem 3??uTtt>nfanb tnt^t^t, xcit ber fSflnUiptifatex burd^ bie 
@efe^e ber Sängenbtibung in geraber Stnte, ber £)re(!ung um 
ben 9lu(())unft im Greife unb ber Dref^ung um bte primäre Sie 
au6 ber poftti^^en Sangenetn^eit ^ert^orgegangen ift. 2)ie X>i^if 
fion gibt ba^ $robuft unb einen ^aftor unb fuc^t ben anberen 
gaftor* •• 

au« biefer ©rHarung be« Segriffe« ber 3»ultiplifation unb 
Di\)ifton ge^t ^tx^ox, bag e« be^uf ?[u6fü^rung biefer Opera«' 
tionen im ?lttgemeinen erforberlid^ fem tt>trb, bie miteinanber ju 
muUipIijirenben ober burc^einanber ju bi^ibirenben ©regen mit 
^älfe be« üoUfiänbigen 9ti(|tung«{oefft)ienten; alfo in ber 
gorm (9) ober (10) ju geben, n^eil ^ö) nur unter biefer gorm 
ber %tt ber Sntfie^ung jiener Sinien au^ ber (Sinfieit nac^ bem 
Stypu« ber ern^äpnten ©efe^e ber £)re^ung unb Cängenb{ß)ung 
genfigenb au^fpric^t« 

@inb nun jn^ei Sinien Ca) unb (a|) unter /euer gorm ge< 
geben^ ^at man alfo 

Oh)-ai (cos^i -{-^ptt . V^DCCOS«! +Slnofi ♦ V-O-ai e^ ^'r^ c«i »^-^Tj 

fo ergibt eine arit]^metif(|e Slu^ffi^rung ber aRuUipIifation unb 
2)i9ifton biefer beiben ®rj§en 

(aXiH )^aai eCv^-^^^^c^«"»-«*^ ^^^^aa^ [cM(*f^i )+«Jn(V'+*i )• V-H ] 

X [cosCa+aiD+sinCa+Äi) ♦ y^ -^D ♦ ♦ ♦ ♦ C20) 

unb 

X [cos(a— ai)+sin(a— o^) , |/"— 1] ♦ ♦ ♦ ♦ (21) 
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Sltt^ biefen gormeln gefit ^txwx, ba§ bei ber 9)lht(Hp(tfatioit 
bet betben Stnteti (a) unb (a,) if^re abfoluten Duantttaten na(|^ 
ben Siegeln ber aRuUt))Itfatton abfoluter Balten mttttnanber 
muUtpItgirt »erben* Um btc SRic^tung be^ fJrobuftcd CaX«,) 
}tt ermatten, ^at man fon)ol bte £)efItnatton^n)tnfeI ber beiben 
Saftoren ober bie 9lbn)et(^itngen berfelben üon ber Stic^tung ber 
prim&ren %xc, n>te au6) bte 3nf(inattondn>tnfeI berfelben ober bte 
Steigungen tf^rer Sbenen gegen bie ©runbebene }u abbiren* 
93ei ber £)it)ifton finbet eine toixtU^t 2)i)>tfton ber OuanHtaten 
a unb ai nai) ben fAr abfolute 3<^Wti geltenben Siegeln unb 
eine @ubtraf tion ber £)efIinationd ^ unb ^nflination^n^infel ftatU 
SDIan erfennt/ baf auc^ biefed ^rinjip ber SffuUipIifation unb 
X)i9ifton nur ein ))era((gemeinerter %aü be^ im {loeiten Slbfc^nttte 
für bie Sinien in (Siner (Sbene gegebenen ®efe$e6 ifl. 

aSenn man in ben üorfle^enben ®(ei(^ungen bie SRuItipIifa« 
tionen jtoifc^en ben X>dlination^ ^ unb 3nf(ination^foeffi)ienten, 
fotoeit ed na^ S. 105 gemattet i{)^ n^itflic^ au^ffifirt; fo erhält 
man 

Co) = a C08 a (cM^ -)- •in ^ . J/-fl)-|-oslnocos VV" —l 

4-osino«jp^. V^-H V'-U 

+ Oj sin «1 «jp^j . V -mV ^, 

Co) Co,) = ooj cosCa+ai) [^?.«(* + Vi)+«i? CV+*|). • / -Hl 

+ aat sin C« + «i) cp« C* +♦,) . V —i 
+ 00, 8inCa+«i>A«*C*+*i).V 4^ V"-1, 

^=^COS(a-a,)[cMC*-T('i)+«Jn(* -*,).!/ +0 

+ ^8inCa— a,)c<MCv^ — ^, .]/ Zr\ 
a, 

+ ^« sinC«-«j>jDC^— V'j) V-MV ^. 



o 



1 



SBenn man f{^ ber abgefurjten 9li(^tungdfoeffij{enten C®(et^ 
(bungll) bebienen tooQte, um nur bie abfoluten äBert^e ber brei 
nad^ ben re(|^ttt)innigen Jüren gemeffenen Streite biefer Stnien an^ 
jufd^auen; fo n>firben {t0 biefe Xu^brüde auf 
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CaO=a|C08ai+ai6in«iCosvi.V^+<'i8ta«j8to^iV-T-ÄV^ 
(a)Cöi )«aaiC08(a+ai)+aai8ta(a+ai)cos(*+Vi) . \^—i 

-f oa, sin (a+a,) sin (V'+*,)V-H'/ ^ 

;^ = - cosC«-«,) + -i 8ln(«~«t)cosC*-*,).|/^-l /•♦•♦C?3) 
Ca,) o, ' Ol ^ 

+— 8ln(a— a|)8ln(V>— * ,3 . V -M/ ^ 

Ol 

rebu)iren. 

Senn «1=0, alfo 

tv&xt, t« f^« n>ettn ne(m einer ti^ixfti^tn Sertoielf&Ut^ung ober 
Streuung ber Duantttat a ber erfien Stnte burcf» bie Duantität 
Ol ber jiDetten Unit nur eine fernere Drehung ber erflen Sinie 
Ca) um ben SBinfel +^i um bie ))rim&re 9lrebeabft^Hgttt>arbe; 
fo ivärben {t(^ bie (eiben Ie<}teren ®(ei(^ungen (23) auf 

(a) (a,) = aa, cos a+aa| sinacosCV'+^iD ♦ V -1 

+ aa, sin asinC^ + V'i)- V "^^V -^ 
Ca) a , a • /i ^ > /• — i) ••♦♦C24) 

;r-4r = — COS « H Sin tt COS (^ — ^,) . V — 1 ' 

Ca|j a| ai 

+ — sin a sin (^ — ^|) ♦ -/ -^ V -^ 
a, 

loereinfad^en. ^ierau^ erfennt man, bag unter ber gemalzten 
ä^orau^fe^ung bie Stefuttate C24) aU ^robufte ober Ouotienten 
au^ ber Sinie 

Ca)=acosa+asinacosv« V^^ +asinasin^ •l/^^l/'iri 

unb einer anberen Sinte t>on ber DuaittttAt a, unb bem ^nHi^ 
noHondfoeffijienten co«t//, +«iB^,»V^-^r erhalten werben, wenn 
man neben ber ^Jlnltiplitation ober jDit^tfton burc^ bie Duan^ 
Ht&t a. ba^ primfire ©lieb acosa ungefinbert l&^t, bie 
6ttmme be< fefunb&ren unb tertiären ®(iebe< asinacosv^.j^^ 
+a8inaBin^«l/^l j/"— T-csasinaCcos^+sin^. y^Ä^y/ ^ 
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aUxjmit bem gaftor cosv, ± «in Vi V^i nittlti^>Itiirt, »o6ti 
V^^i /-M=-T-l = — 1 ju fc^cn t'P, ba bicfc (Srage in btti 
gaftor V ^ muUipKsirt ip (f* §• 104 unb 105)* ffienn man 
gletc^Seittg a|=l fe^t; fo (leibt bte Duantitat bed ^robttftcd 
ober Ouotienten C243 gleich ber ber Unit (a), unb eine 9)fultt^ 
plifation bed fefunbdren unb tertiären ©liebet in bem Su^brucfe 
wn Ca) mit bem 3nftinationefoefftjienten cosif', +sinVi\^-M 
entfpri^t einer einfachem X)ref>ung biefer Sinie um bie pnmäre 
Sre unb ttoax um ben SBinfel ±^,. 

§. 109. ^ottniiitnn^ nnh feSutitlau^^it^nm^. 
SBSenn man ben Slu^brud fär bie £inie Ca), nfimlic^ 

auf bie nte ^otenj erfieit; n>orin n ][ebe beliebige 3<t^I bebeu^ 
M; fo er^&(t man 

Cay = o"e"*"' TTe . •«*'-i = rt" (cosnV'+^pnv» V^l) 

(cos Ha -t" sin n a « V^) • ♦ ♦ ♦ (25) 

==a"cosna(co«n V'+*J."wV'. V^ ^)+«"sio«tt^?^^.\^ ^ 
+ a* sinnasjn n V' • V^-H 1/ ^ » 

ober abgeffirjt 

(a)"=*a"oosna+a"slnn«cosnv/»l/— i+a*8lnnaslnji^.V^V^»*(26) 

%ui ber gormet (25) erfennt man, bafj bie abfolute Duan^ 
titfit ber |)oten) Ca)* immer gleich ber nttn |)oten} ber Duan^ 
titat a ift; unb bof fott^ol ber 2)eHinationd ^ tt>ie ber 3nnina<' 
tion^toinfel ber fJoten) refp* gleich bem itfa(|»enbed2)eninationd^ 
unb bed 3nKination«»infeW ber ®rö§e Co) i% 

3ß nun n )>ofttit>; fo liegen bie le^tgebac^ten SBinfel ber 
^otenj mit benen ber ®rö§e C«) itt berfelben Slid^tung, ref^)» um 
ben 9lu((punf t unb um bie primäre 9lre l^erum : ifi bagegen n 
negatio; fo liegen biefelben nad^ cntgegengefe^ten 9Ii(^tungen 
oon benen, in toelc^en bie S)ref^ung ber ®roge (a) refp* um ben 
^IttUpunft unb um bie primäre $(re vorgenommen gebac^t toirb, 

Senn n eine gan)e 3af^I ift; fo n)irb bie fJotenj Ca)* im* 
mer nur einen einjigen äBert^ f^aben; beun toenn man au4^ f&r 
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bte Deniitattoti a unb fflr bie ^nnination ^ btx Unit (a) naif 
unb natfy einen jieben ber in ber gorm a+2tÄ unb ^+2i«, 
toorin i jiebe ganje 3a|il (ebeutet^ entfiaUenen Sßert^e fubflituirt^ 
tva^ ofenbar erlaubt i^, ba man {t(|^ biefe UBinfel ni^t bloß 
bur^ eine 2)re^ung um bie ®r(§en a unb v» fonbern auc^ bur(^ 
eine fernere beliebig ))ielmal tt)ieber^o(te ganje Umbref^ung ref))* 
um ben SluKpunft unb um bie ))rim&re %xt erjeugt beulen fann; 
fo iDirb bo<|^ immer 



unb 

CO« « (^ +2t3r) -f rfo» (^4-2t*3r) • \/^^= ^n%p+t}pitf . 1/-M 

fein. 

SBenn aber n ein ®ru(^ toom 9?enner qr, j» ©• =-2- ifl; 
fo mirb fotvol ber Slu^brud 

cos -2- (o+2i«)H-sin -£• (a+2»Ä) . ]/ ^, 

n)ie au(!^ ben Slu^brud 

cw-E (,;;+2t-Ä) + «ii-H.(^+2tÄ).V^i, 

9 t)erf(^iebene SBert^e annehmen fonneU; n^eli^e man erffaU; mnn 
man für t' fufjefjtüe bie 3a|ilen 0, 1, 2, 3, ♦♦..(?— D fubjK* 
tuirt (f.S.51). £)a fic^ nun ein jieber biefer q Sßertf^e bed SDefli^ 
nation^{oefft}ienten mit einem jieben ber g SBert^e be6 ^nflina^ 
tion^foeffi)ienten in ber (Steigung (25) fombiniren läßt; fo folgt; 

baß in bem »orliegenbe %aUt bie $oten} (ja)^ q^ x^erf^iebene 
SSertf^e annef^men fanm Son biefen q^ äBert^en liegen immer 

Üe q in Qltiiftn SOSinfelabfl&nben i^on— in Sin unb berfelben 

burd^ bie pxim&xt Sre gef^enben ditnc, unb bie festeren (Ebenen, 
bereu Snjaffl n^ieberum =9 i% neigen ft(^ fämmtlii^ unter bem 

ffiinfel — fufjeffit)e gegeneinanber* 

S>er *Ie^tere %afl ber (Erhebung einer (Sroße (a) ju einer 
^oteu) mit gebrochenem (Exponenten begreift jugleicfi ben ^aü 
ber Sur)elau«)ief^ung mit in ^äf, ba attgemein 
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äSerfd^iebette 9tnt»enbun^en bet t^otfUbenben ^tin^ 
iipitn auf bie ®eomettie bet bvei ^ 



§. 110. Oettaufd^ttttd bet ISthtutnn^ bet btei ted^t* 
toittfUoett SIsett OX, OY, OZ mittinauhet nttb batattd 
fHefeitbe ^e$ie]^ttit0ett jtvifdftett beit 9tei0ttttdett 
einet degebenen ®etabett de^ett biefe SCjeit nitb ge« 
gett bie btei ftpptbinatettebenem 

Sßenn a bt? abfolute Sänge, a ixt ^ttlinatxon, 9 bie ^n« 
flination ber Sinie 

ober mit ^Intoenbung bed a^efiiqten ' 9tt(^tung^foefft2tentett 
CS* 106) ber 8in«e 

(a^^ocosa+osinacos^.]/ — 1 +aslnasin(y). v^ ^1^ --^ ♦♦♦♦(28) 

bejetd^net, unb man fe$t bie $roj[efttonen ber Sinte (a) auf 
bie prtmfire, fefunbdre unb tertiäre Sie OX, OY, OZ tefp» 
= ar, y, z (S« 106); fo ^at man 

(a) = a:+y^-l-f2V^"lV'-l ♦♦♦♦(29) 

unb i^ierin ift 

a: = acosa, \ 

y = a sina cos 9, / * • « * (30) 

2=: asinasin^; / 

ferner jur ©eflimmung ber ©röfen a, «, tp aW gunftionen »ort 

o = V*» + y* + 2^ .♦♦♦(31) 

^^S^=^ ♦♦♦♦(33) 
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^itxUi ^t man an^ ik 9Bett^< fttr sina unb fflr cos^ 
itttb S1D9 an€ ben ©letc^ungen (IT) unb (18), fott)ie ba^ l^iet^ 
ül&er in §* 106 ®efagte su berädfid^ttgen, um fiier He SBert^e 
ber Sßtnfel a unb qp gar feinen S^^if^I fi^^tfl }u laffem 

SBertaufc^t man Jiejit bie SBebeutung ber ären OX, OY, OZ 
bergefialt, ba§ OY bte ^jrimare, OZ bte fefunbSre unb OX bie 
tertiäre tlxt toixi, tnbem man unter biefer 93orau0fe$ung bie t>tflu 
nation ber Sinie (a), b. i* bie fReigung berfeli^en gegen bie SIre 
OY = /? unb bie 3nKination berfelben, b* u bie Steigung ber 
bur^ OY unb bte Sinie (a) ge^enben Sbene gegen bie ditnt 
YZ (noobei bie po^tivt Slrenbreffung )oon Z nac^ X gered^net 
iP) =^ fe^t; fo ^at man 

(a)=aco6/?+asin/?cos^.y ~i+asin/?sin^V -^^V --^ ♦•♦♦(34) 

unb aui^ 

Ca) = y + 2V3i-|.arv^TrV'^ ♦♦♦♦(35) 

^ieraud folgt, wie ^or^in, )ur OefHmmung ber SBertl^e ber 
Sßtnfel ß unb t/^ 

cos/y=>^= ._y ^1^ ♦♦♦♦(36) 



a V ** + y*+ 2' 



unb 



tang^ = — ♦♦♦♦(37) 

Z 

Stimmt man enblic^ OZ }ttr prim&reu; OX jur fefunbären 
unb OY jur tertiären Slre an, inbem man unter biefer 93orau^ 
fe^ung bie jDeflination ber Sinie (a\ b« {♦ bie Steigung berfelben 
gegen bie %xt OZ = y unb bie 3nf(ination berfelben, b^ {♦ bie 
Steigung einer bur(^ OZ unb bie Sinie (a) gef^enben (Sbene ge«* 
gen bie (Ebene ZX (n>obe{ bie ))0{tti9e Srenbre^ung wn X na^ 
Y gerechnet ifi) =t fe$t; fo ergibt ft(^ 

(o)=acosy+^sinycosxV ^l+o8inysin;i;.V^^v^ ^♦♦♦♦(38) 
unb au(^ 

(o)=2 + a:V -i4-y^XT/-l ♦•♦♦(39) ' 

9u^ biefen beiben ®Iei(|ungen ftnbet {t(^; n>ie oben, }ur 
^{Kmmuttg ber SBert^ ber Sßitifel y unb x 



282 §. 110. 9teiauiia<toinf(C etnec Onraten 

unb 

tangx = ^ ....(41) 

Segen ber (Sletc^ungen (32); (36) unb (40) fiat man 

cos* a + cos*/9 + cos' y = 1, ♦ . ♦ ♦ (42) 

b« ^* bie Summe ber Duabrate ber ^oftnud ber iRetgung^n^tnfel 
irgenb einet Stute (a) gegen btei re(fitn>tn{ttge %ren OX, OY, 
OZ ifl fteM =1. 

9u^ ben ©leti^ungen (33), (37) unb (41) foTgt 

tangg) tangV' tang% = 1 * « * • (43) 

{>{erin (ejeic^net 9 ben Stdgung^winfel einer burc^ (a) unb OX 
gefienben dbtnt gegen bie (Sbene XY^ ^ ben Steigung^n^infel 
einer bur($ (a) unb OY gefienben (Sitnt gegen bie Sbene YZ 
unb % ben 9leigung^n)infel einer bur^ (a) unb OZ ge^enben 
<£(ene gegen bie (Sbtnt ZX« 

SBenn man bie 9letgungdn)inf el ber Sinie Cd) gegen bie (Svenen 
XY, ZX, YZ refp* mit X, ^, v (e^eic^net; fo erfennt man leicht, 
ba§ wenn man ftd^ bie bur^ bie Sinie (a) unb bie Sre OZ ge« 
legte dbtnt f>\^ jur £)ur(^f(^nittd(inie mit ber (Ebene XY tx* 

»eitert benf t, bag ^ == -5 — y> «tfo 

8ÜiX=co8y=^jrp=^=p ....C44) 

iß/ unb bag auferbem x (®Ie{((uRg 41) ben fBiinUt iax^tiü, 
u>e{(^en bie ebenectoA^nte jDuT(^f(^niii«(inie in bet <£bene XY 
mit ber Slxe OX einf(^I{egt. 

©enfo ift /«=4-— /j, ttifo 

8in,t = cos/y=p7^^^=p, ....(45) 

unb toenn man ft^ bie iaväf bie Sinie Qa) unb bie Xm OY ge« 
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legte Sbene M }ut jOurd^fd^nitt^Itnie mit ber QFBene ZX emef«' 
tert benft; fo finbet man, ba§ ^ C®Iet(^ung 37) ben Sldguttg^^ 
tDtnfel biefer Surc^fc^nttt^lmie mit bet %xt OZ barfteOt. 

(f nblic^ ifi V = "2 «* ^ff^ 

8ini;=cos«=p^^^_, •...(46) 

nnb e^ jeigt f!(^; uoenn man ft(^ bie burc^ bie Sinie (a) unb bie 
are OX gelegte Siene ii€ )ur 2)ur(^f(^nitt^(inie mit ber QFbene 
YZ erneuert benft, bag burc^ 9 C®(ei(|^ung 33) ber 9leigungd« 
tt>infet biefer jDurdi^r^^nitt^Iinie gegen bie ^re OY bargeftettt 
»irb. 

SBenn man in ben (Steigungen (36) iii (41) far x^ y nnb 
z t^re SQBert^e an^ ben ©teid^ungen (30) ober au^ ber gormel 
(28) fubflituirt; fo finbet man au4^ für bie äBertffe ber ®xi^m 
ßj r» ^9 % ^^^ Sunftionen )oon a unb q> 

cosß = »inacosqp, • ♦ * « (47) 

cost' = sinasiii^, .... (48) 

1 

tang^ = ^ ; — , ...♦(49) 

tang X = tang a cos 7>, » . • . (50) 

buri^ tvel^e SSejie^ungen man benn an^ bie beiben ©feic^ungen 
(42) unb (43) beftätigt finbet. 



§. 111. IBeftimmnttg beö Steignttgötoittfelö Stoefet ^e* 
gebenett ®etabett gegctteittattbet. 

SQBenn irgenb jmei bur^ ben iRuKpunft gefienbe Linien ^on 
ber S&nge a, unb a, ref)). buri^ 

(a,)=ar,+y,V -1+1,^^:^1 V="l unbj 

I ...♦(51) 

bargefleOt tverben, unb man benft fi^ tf^re Snb))unfte burc^ eine 
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gerabe Siuie ttttteinanbet Hthnn^tn, tt>el((e bie Singe a ^abt 
unb bur(^ 

bargefietit »»erbe^ tnbem man ftc^ btefelie glet^faK^ an ben ^ftaVi^ 
pnntt getragen benft; fo wixi bie (e$te @ette CaO ber burc^ 
(«t)» C«) ""*^ («i) g^bilbeten gefd^loflfenen gtgnr nac|i §♦ 107 
gleii!^ ber. arttfimettfc^en Summe (a^^+ia) ber Abrtgen fein, 
tt>enn man jtc^ bte Ie$teren in benjientgen 9tt(|ftungen genommen 
benft, in tt^elc^en (Sin t)om -Rutlpunfte au^gef^enber $unft erjl 
bie (a,) unb bann bie Ca) bur (^laufen n>ürbe, n)ä|»renb (ai) in 
ber Sfttd^tung t)om 9lu((punfte gegen i^ren )tt)eiten Snbpunft ge- 
nommen n)trb« SDIan |iat alfo 

(a,) = Caa) + (o) Ober 

b« i« n>egen ber obigen SSert^e fftr (oi) unb (a^) unb na(^ 
$• 107 

(a)=x, — OTg + Cy i — »a) V -^+(21 — 22) V^i V ^ •♦♦♦(53) 

£){efer aiu^brucf f&r (a) mug mit bem obigen (52) ibentifc^ 
fein, fobaf mm 

ar=a:,— OTa, y=yi— »t, 2=2,-29 .♦♦♦(54) 

9la# einer befannten formet (31) ift nun femer 

a«=a:«+y'+2'=Car,-ar9)^+Cy,-Sfa)' + C2|-23)' 
=*i'+»i'+2i'+a:2^+.Va'+*9'—2(a:,j:a+j, 59+2^29), 

b. i« tt^egen ber ©leic^ungen (51) 

a« =a|«+aa« — 2(x, ar^ + y^yj +z, Zj) . 

3n bem bur^ bie breißinten (o,), (a) unb C««) geWIbeten 
jDreiecfe ifl nun aber au(|, tt)enn man ben t)on ben beiben €ei^ 
ten Cai) unb (aj) eingefc^Ioffenen ®infel =cj fefet (§♦ 70). 

unb man ^t baf^r, loenn man bie beiben t>orfle]^enbett Sßett^e 
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fftr o'^ etnanbet gteicl^ unb borauf o, = y/ i^H^y?^^^ unb 






♦.♦.(55) 



obev mnn man bte 9letgung^t9tn{el ber Unit C<>i) gegen bie 
bret %xtn OX, OY, OZ rcfp* mit «,,/?,, yi unb bte entfpre*« 
^enben 9letgung^wtnfel ber 8ime Ca,) mit a,, y^,, ^^^ bejetd^net, 
wegen ber ©teic^ungen (32); (36) unb (40) 

cosci)=co8a| cosa, + cos/9| cos/^s + cosy, cosy, ♦ ♦ ♦ . (56) 

2)ur^ btefe ©leic^ung ifi ber Stetgung^tvinfel & ber betben 
Stnien (a,) unb (a,) gegeneinanber at^ gunftton ber Steigung^«» 
n>infel btefer Stuten gegen bte bret re(|)tn>tnntgen Sren au^gebrfiitt. 

SBenn bte betben Stuten (aj unb C^a) re(btn)tnfltg aufetn^ 

anber fielen; fo ^at man cj = -y, atfo coscu = unb bajer 

*i*« + yiy«+«i««=0 .♦♦♦C57) 

ober an^ 

cosftj cosa, + cos/9| cos/^a + cosy, cosy, = ♦ ♦ ♦ , (58) 



$. 112« 3rgenb eine Stute (OA) toon ber S&nge o, ber 
^nninatton AOX = a unb ber 3nntnatton ABC=q> wirb 
bargeflettt bur$ 
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(a)=o(oosa+sinooos9 . y/ ^-^sinasiaq>*^f^i yf ^^) -^(59) 

9Kmmt man |e^t OZ jur primiren, OX jur fefunbären ssl 
OY }ur terti&ren Six^ an; fo tvitb ber arit^tnettfi^e Sluetnuf 
Wefer Ctnie 



Ca)=a(sioasfanp+ooso. -/ — 1 +«inacos^p V -MV^ — O -^C60) 

feim 

de^t nef^me man an, bte Stnie (OA) rottet in berSttc^tttiig 
XY um bte ))rim&re fixe OZ unb )n>ar um ben SBtnfel '^ ge« 
bre^et 9la^ §* 106 erhalt man ben ^u^bruif für btefe Stme h 
ber neuen Sage, tt>enn man bad fefunbäre unb tertiäre ®(teb ber 
loorfie^enben ®teid^ung mit bem gaftor cos^+sin^. v" -H 
muItipKjirt unb batei y^^TV ^=-r-l =— 1 fe^t^ 2)ie« 
ergibt 

(rt) = a [sin a sin qp + (cos a cos ^ — sin a cos rp sin ^3 V^^ 
+(cosas!n^4-sinacosycos^)V ^V — ll ♦•♦*C60 

9Ran erfennt nun (eic^t, baf bie loorfleffenbe Former auii 
ber Xu^brud ftlr bie Sinie (OA) fein n>urbe, menn man btefelfte 
in ber frß^eren Sage unüerrüdt gelaffeu/ bagegen bie beiben Sren 
OX unb OY in ber Stiftung YX um bie primäre %xt OZ unb 
jwar yxx^ benfetben SDSinfel Y0Y' = 6^ gebre^et ^hXXt. SBenn 
]^ierbur($ bie fefunb&re Sre OX in bie Sage OX' unb bie tertiäre 
SIxe OY in bie Sage OY' gefommen tt)äre, unb man nä^me nun 
OY' jur j)rimÄren, OX' anr fefunbären unb OZ jur tertiären 
9xe an; fo tvurbe bie Sinie COA) burc^ 

(o)«a[Ccosa8in^-|-8ini«cos^cos^)+Ccosacos^— 8inacosg>8ln^)V'-T 

+8ln aslDy ♦ -/ ^ V -T] ♦ ♦ ♦ ♦ (62) 
bargefieKt fein« 

®ejei4^net man für biefe %xiVL OY', OX', OZ bie jDeffina^ 
tiott ber Sinie OA, b. i. ben fflinfel AOY', mit ß unb bie 3»^ 
Kinatton berfelben, b« i* ben äBinfel ADE, mit v; f^ M <nan 
n^ii ®tei(^ung (32), tt)enn man barin ftlr or, y unb z i^re 
9D3ert$e au^ ber borfie^enben Steigung (62) fubftituirt, 

cos)9 = cos a sin^ -^-tkcLa cos9> cos^ 

unb na(^ ®Iei(^ttng (33) 
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sinasino) 
^'^ cos a cos «d* — sin a cos 9 sin 9 

Ober »etttt man ben SBtnfel Y'OX = -^ '^ = y, alfo 

cosj3= cosacos/ + sinasinj/cosg», ♦♦♦ »063) 

sinasinqp ,^.^ 

tang V = -r — -^ : — ♦ ♦ ♦ ♦ (64) 

°^ cosaBiny — sinacos/cosq) 



§. 113. Vn^eineitie lBe)iel^ttit0ett stvifdften btn lIBim 
feilt ttttb S>eiteit eiltet ip^ätii^tn ^ttitd€* 

Sßenn ABC trgent) ein fpi^artfc^ed S)reted tfl; unt) man 
(eieic^net bte ben (Eden A, B^ C gegenüietitegenben Seiten BG, 
CA, AB, ober otebne^r (toenn O ber Wlitttbfmtt ber suge^j^ 




rigen Äuget tfi) bie SSinfel BOC, COA, AOB xtfp. mit «, 
ft, y unb bte SQiinfel an ben Sden A, B, C ober oietme^r bie 9lei^ 
gungdtt){nlel ber in ben Aanten OA, OB, OC {ufammentrefen^ 
ben (Svenen ber Mrf)erlict^en (Ede OABC xt^p. mit A, B, C; 
fo erfennt man leicht; ba^ {t(^ au^ ber obigen ®Iei(^ung (63) 
eine 9e}iei^ung itt)ifd^en ben ©ri^^en a, ß, y unb B ergibt/ toenn 
man barin B an bie Stelle oon q> fe^t^ inbem man {td^ in ber 
Sigur be^ oor^ergei^enben ^aragrap^ed bie Äante OC burc^ bie 
einie (OA), bie «ante OB burc^ bie 9re OX unb bie «ante 
OA bur^ bie 9Lxt OY' Ptxtxttm benft« ^iernad^ $at man 

cos/? = cosa cosy + sinasiny oosB « « t ♦ C^) 



1 
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(Sbtn\o tt^&Xt man <m€ ber ©teid^ung (64) eine 9e}tef»ung 
Stt){f(l^en ben ®r6§en a, y, A, B, tvenn man bann A unb B 
reft). für v unb 9 futpituirt; bicfe ifl 

tangA=— j- ;^ 5 ♦♦♦♦(00) 

^ cosasm/ — sincccos^'cosB 

jDie t)ot{}ef»enben (etben ^ormetn umfc^tte^en bte gan}e ^p^&^ 
ttf(^e ZxiQonomttxk , fomett btefe((e bar auf f^tnaudge^t, aud j[e 
bret ber fec^d Elemente a, /^, 9/, A, B^ C rtne^ fp^drtfd^en Drei' 
t(U, bte übrigen brei )u beregnen* 

gür bie einjelnen f^iertei t)orfommenben %&Ut tx^ilt man 
leiifft auf fotgenbe 9Beife bie gen^änfc^ten ©teic^ungem 



§. 114. ÜBesieH^un^ett stvifd^en btn brei Sfeitett nnb 
Oifttem SBIttfel eitte« f^^^rifd^en S>reiecf«* 

Snalogtfd^ ergeben ftd^ aud ber ©leic^ung (65) fftr biefen 
gaO bie Sejtei^ungen 

Gosa = cosj3co6/ + sin/9sin9/cosA,' 

cos/?= cosaco8)^ + sinasiii/cosB,) * • 4 • (67) 

00s/ = coBaco»ß -|- sinasin/^cosC. 



{. 115. fStiithnn^tn ^tvifcf^ett s>i^^i S>eiteti unb stoei 

38ittfeln# i^ott betten ber Sine betSettete» ^on bett 

de^ebenen S^eiten einoefdbipffeti toitb* 

S^emt man bie ©leid^ung (66) mit bem 9lenner auf ber 
rechten &tUt multipltjirt unb barauf burc^ sinataogA bit^ibirt; 
fo ergibt ftd^ 

cota8iny = cotAsinB4' cosycosB. 

2>iefe ®Iei(^ung liefert burd^ analoge Slnnoenbung auf a^n^ 
li^ liegenbe (Elemente be^ f)>^arif($en S)reie(f^ bie foIgenbenSe^ 
tie^ungen 
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♦..♦(68) 



cot a sin /^ = cot A sin C -f cos ß cos C, 
cotasin/ = cotAsinB4* cos^^cosB; 

cot/9sina^ cotßsinC -)~ cos a cos C, 
cot/Ssin}/ = cot B sin A 4- COS9/COS A;| 

cot /sin a = cot C sin B -{- cos « cos B, 
cot/sinjS = cotCsin A -f cos/? cosA. 



§. 115. Se^iel^iiitoeit ^tpffd^ett )t9ei S^eitett nitb btn 
btlbtn o^d^ttftberlieoettbett SSinfelm 

SBenn man ixt aftt Ux ®(tt(^ungen (68) mit sinasinjS 
muttt})Hjttt; fo fommt 

cosa sin'/? = sinasin/? cot Asin C + sinasin/?cos/^cosC. 

©eftt man auf bcr Unfcn ©eite Wcfer ®Ict(^ung sin*/^ 
= 1— cos*/? unb tran^j)onirt ba^ ®Iteb sin a sin/? cos/? cos C; 
fo fommt nad^ gefioriger SRebuftion 

cos a — cos/?Ccos a cos^+ sin a sin /? sos C) = sin a sin /? cotAsinC, 
b» u na(^ ber brittcn ber ®tet(i^ungen (67) 

cos a — cos ß cos y = sin a sin ß cot A sin C, 

unb ba na4^ ber erflen ber ©letc^ungen (67) 

cos« — cos/?cosy=sin/^sinycosA 
iß; fo ^at man 

sin j3 sin )^ cos A = sin asin /9 cot A sin C, 

unb ^itxaui folgt 

sinA sin C 

sin« siny * 

Sluf eine fi^nlid^e Sßetfe ftnbct man 

sin A sin B 



sina sin/? * 

SRon ^t alfo attgemem 



1» 
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sinA sinB sinC 



ober aud^ 



sina sin/9 siny ' 



.♦♦♦(69) 



sin A : 8inB : sin C = sin a : sin/9 : siny, 



»otau« folflt, bag jid^ tn einem fpffärifc^en 5Dtetetfe bie ©inu« 
ber aOSinfel wie bie ®inu« ber geflenüieriieflenben ©eiten \>er' 
i^aften* 



{. 116. »t^it^nn^tn itpffd^ett ben brei flBftifelit ««» 

(giftet ^titt* 

aSenn man in bie etjie bev ®teid&ungettC68) nac ^benOteic^nnflett 

(69) sin/? = ^!^ sin a unb bemnad^ cos ß = v/ 1 — "°^ sin« a 

fe^t, bad in bie testete SBurse(gro§e muttipli}irte ®(ieb auf 
(Sine @eite bringt unb bie baburd^ ent^e^enbe ®(ei(|ung quabrirt; 
fo ergibt ft(^ nac^ einigen ätebuftionen 

cos^ A — 2cosAsinBsinCcosa~)~sin^B6]n^Ccos^a=cos^Bcos'C9 

unb mithin 

cos A — sin B sinC cos« =r + cosB cos C 
ober 

cos A= + cosBcosC + sin B sin C cos a, 

unb analog 

cosB = + cosAcosC4~ sinAsinCcos/?, 
cosC = + cosAcosB -f- sinAsinB cos/. 

Um ju unterfud^en, <Jb in biefen gormetn bad Qti^tn + 
ober bad 3^i(^^n — }u nehmen ift; fo er^ätt man au^ ber er^ 
ßen ber ®Iei(^ungen (6^ nac^ oorgdngiger 3Ru(ti^lifation mit 
sin A sin C 

cosAsin' C = cotasin/^sin A sinC — cos^ffsinAsinCcosC 

_• i> 

unb »enn man sin*C = l — cos'C unb sin/? = sina -^—r- 

sinA 

fe^t unb ge^drig rebu^irt^ 

cosA t= cosC(cosAcosC — sinAsinCcos/Q + siaBsinCcosa 



♦ ♦♦♦C70) 
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6e(t man biefen 9ßert]^ ))on cosA g(et^ bem wx^ia tt^aU 
teneti; fo fommt 

+ cos B = cos A cos C — sin A sin C cos Ä. 

Ste§e man nun in tiefet nni in ben obigen btei ©teid^ungen 
hai 3et(^en + fl^I^^^i fo ^Ai^be na4^ bet (enteren ®(ei(^ung 

cosB = cosAcosC — sinAsinCcos/? 
unb naii^ ber obigen 

cosB = cosAcosC+sinAsinCcos/3 

fein, toa^ offenbar unmoglid^ i% &itxaM folgt, baf man in 
ben fraglichen ©leic^ungen nur \>ai 3ei4^en — nehmen bavf, unb 
ba$ ft(| biefelben ba^er auf 

cosA= — cos B cos C 4' sin B sin C cos a,^ 

cosB= — cosAcosC-j'sinAsinCcos^, 

cosC= — cosAcosB + sinAsinBcos/ 1 

m 

rebu}item 

Die unter (67), C68), (69) unb (70) enthaltenen 15 ©leid^un^ 
gen reid^en au^, um in aOen mf glichen ^iUtn bie Huflöfung eine^ 
f^l^ärifc^en Dreied^ aud brei gegebenen (Elementen )u bett)irfem 
Sßie biefe ®Iei(^ungen belauf einer logaritpmifc^en Serec^nung 
umgeformt noerben tonnen, gepdrt nic^t {u bem ©egenßanbe ber 
9orIiegenben Sd^rift : n)ir fc^reiten bai^er )u einigen anberen Sn^ 
n)enbungen ber Si^eorie ber imaginSren 3aplen auf bie ®eometrie 
im 9laume* 



9Itial9t{fd(^e ^atftellnng eftiec Jtnr»e im 9taumt obtx 
tlntt ^lääit »etttittelft ^oorbinatem 

* 

§4 117» Die Sage eine^ fietigen linearen 3nge^ ober 
einer j?urt)e im 9laume n^irb genau befannt fein, n^enn man 
burd^ eine allgemeine Formel bie Sänge unb bie 9ii(^tung be^ 
Seftorrabiud angibt, toeldt^er t)on einem aX€ fefl angenommenen 
9lttIIpunfte ober bem S(nfang^))unfte bed ftoorbinatenfyflemed an^ 
)tt irgenb einem fJunIte ber gegebenen fturoe fü^rt* Sejeic^net 
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man. Me aifolitte S&nge eme^ folc^en Seftotrabiu^ mit q\ fo 
wirb berfetten fowol feiner Cänge, tt)te feiner SRid^tung nai^ mit 
$fttfe ber brei re(|ittt)ittfttgen Äoorbinaten x, y, z, weld^e ref^- 
in ben Stiftungen ber primären; fefunbärcn unb tertiären 8(re 
OX, OY, OZ liegen, arit^metifc^ burd^ 

bargeflettt. 

S)a im ^(((gemeinen 6in unb biefelie pvimaxt üiiii^t x 
offenbar nur einem cinjigen fünfte ber finröe ober einem ein* 
jigen SJeftor q entfprec^en fann; fo folgt, ba§ ber S38ert|> bed 
9orfte|^enben Slu^brude^ für ((») t>ollfommen beflimmt fein mu§, 
n^enn man ffir x irgenb einen (efiimmten Sßert^ einfüj^rt, ober 
aud^, ba§ bie fefunbäre unb tertiäre Orbinate y unb z f^unftio^' 
nen )>on x fein mfiffen, n^elc^e burd^ bie 9latur ber ^tot in 
einem jieben fpesieden ^aKe ju ermitteln ftnb« TbmSX alfo bie 
®lei(^ung (71) eine ^ur\>e im 9taume barftellen fonne, ^^i man 
mit berfeften bie beiben ®lei(^ungcn 

y = F,(ar) unb z=Y^{x) ♦♦♦♦(72) 

)tt t^erbinben ober 

C?)=a:+Fi(a:).l/-i + FjCa:).l/-FlV^ ♦•.♦(73) 

ju feften, tt)orin nun x bie einjige »ittffirlid^ SJeränberlid^e bleibt» 
Slugerbem leuchtet ein, ba^ bie ©leic^ung 

(^)=ar+yv^^l 

bie ?JroJ[eftion ber Äurt>e auf bie ebene XY, femer bie ©leic^ung 

(p) = ^+2V'^iv^ -1 
bie $roj[eftion auf bie QFbene XZ unb enblid^ bie ©leic^ung 

bie ?Jroj[eftion auf bie Ctene YZ barfieHen wirb^ 

3Benn bie (9lei(|iung (71) bie )>erf(^iebenen SBeftoren bat* 
fieHen foU, meiere ben fünften einer fletigen gläd^e ange^fren; 
fo toirb tf> im Jlttgcmeinen für jebe Slbfjiffe x nod^ eine unenb* 
li(^e SRenge loon ^^unften in ber fraglichen $l(id^e geben* jDer 
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aOSettf» ^ott (q) tarn alfo w^ nx^t Uftimmt feitt/ tt>enn ber wn 
X flcflcben tji* 3)te^ wirb ctfl bann ber gatt fein, ttJenn tieben 
bem aoßcrtje t)on x au(^ ber t)on y gefleben \% SOJan erfennt, 
baf \»tm bie ®lei(|iung 

C(,) == jT + y / ~i + z/ Xiy^ — 1 

eine ^äc^e bar^eOen foU/ fott)o( or, mie y miafarlic^ t)eranber« 
lid^ bleiben unb z eine ^unftion )>on beiben, atfo 

z = FCa:,jr) .♦♦.(74) 

x% fobaß bie t)crf(^iebenen SSeftoren ber gldt^e bur(^ 

((>) = a;+y/":^l+F(jr,2^).V^i\^^ .♦♦♦(75) 

bargef^etU tt)erben. X)ie 9latur ber f^unftion F f»5ngt aud^ |Ker 
t>on bem befonberen S^arafter ber gegebenen ^lad^e ab. 

g« ip Har/ bag trenn « bie Dettination unb ^ bie 3nfli^ 
nation be« SSeftor^ p für eine Äuröe ober eine eJWti^e bejei(|inet, 
immer 



^ X 



COS« = ^ » - . . -^. , 



^g9> = y 

ifl/ unb bap fiber^au))t fdmmtlid^e ®tei(^ungen be^ $^. 1 10 Stic^^ 
tigfeit behalten, trenn man barin q für a fubfiituirt. STOit ^ülfe 
biefer Unteren ©lei^ungen tt>irb man an^ im ©tanbe feiU/ bie 
Äurre ober glfi(^e auf bie ^Jolarfoorbinaten q, a unb g> ju be^ 
)ie^en, toenn ©ol^eö in irgenb einem ^aUt trünfc^en^trertf^ er^ 
fd^einen foKte. 

§. ua S>atfitllnn^ itdettb eitte« Oeftor«, tuelcf^et an« 
feinet urf|>r&noH4en Sage jut^drbetfi nm bit pti* 
matt 9l$e OX in ber dtid^tun^ i^on Y nadft Z nm ben 
98infel 9* al^bann nm bie fefnnb«re Sl^e OY in ber 
Kiäftun^ t^pn Z nacf^ X um ben 9BtnfeI fP unb enblicf^ 
nm bie tertiäre Slfe OZ in bev 9Iid^tnn0 »on X naä^ 

Y nm ben 9EDinf el x ^ebtelbet ift. 



294 §. 118. jddtfteaung dnel §MtM, wA^ tur^ 

jDer %aiixnd M fragltd^en fßtUoxi in Ux urfptütigtiii^en 
Sage fei 

CQ) = x + yy^~i + z^ Tiy/^ ♦♦♦♦C76) 

Sßtrb btefer Setter um bie primdte Ute O X in ter 
.Stid^tung YZ um ben 9ßinfel 9 gebte^et; fo entfprt(^t 
jDied tiad^ §• 108 einer ^nüipütation be^ fefunbfiren unb ttx^ 
tiaxtn ©liebet ber )>orfle^enben ®Iet(^ung mit bem Saftor 
cosy + siny.v'ifT, Wobei V-HXV'^ = -t-1 = — 1 gu 
fe^en ifl. ^iernad^ erhält man f&r ben um OX gebre^eten 
JBeftor 

CQ)=TX'\-(yco6q>'—zsin(p)y/ ^ + (jf sing) +20089) V -MV^ —J 
Ober 

tooritt 

ji = ycosy — zsin<p^> • • . ♦ (78) 

ift 

9limmt man j[e^t OY jur ))r{m&ren, OZ jur fefunbiren 

unb OX }ur tertifiren Site an; fo loirb ber Su^brudE bed neuen 

Seftortf 

(Einer 2>re|^ung biefe^ neuen Seftord um bie ft^t aU pxU 
mix on}ttfe^enbe Slre OY in ber Stid^tung ZX um ben äBinlel 
if entf^ri^^t in ä^nlic^er SSeife, wie t)or$in/ eine SRuttipItfation 
be^ fefunbären unb tertiären 2:^et(e^ ber loorflei^enben ®Ieid^ung 
mit bem gaftor coBy/+Bin\p.y/ ^* ©ie^ ergibt 

ober wenn man jie^t wieber OX jur pximaxtn, OY aur fefun« 
b&ren unb OZ )u tertiären Site annimmt/ 

(^)=:(zisiiiv/+^iCOsV')+yiV ^+(2i00ßV/— ar|«n^)V' ^^V -*• 
ober au(^ 



♦♦•♦(80) 
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(:^)=a:a+ya\^^+2al/4^jy~l ♦♦•♦(79) 

»erni man, nat^ tjorgängtger ©uipituHon ber SBcrtf^c für xi, 
yi, zi au^ bcn ©letc^ungen (78),' 

y^ = yco%q> — zu\uq>^ 

Z2= — Z6in^-|-sfsiii9)C08^+zc0890O8^ 

SBirb enbltd^ OZ jur pximaxtn, OX }ur felutibfiren unb 
OY }ur tertiären Ute angenommen; fo tt)trb itx Slu^brud Ui 
neuen Seftot« 

6oa betfelbe tniU^ um bte Sre OZ in ber 9{i(^tung XY 
um ben Stnfel % gebreitet werben; fo ^at man ba^ fefunbfire 
unb terti&re ®Iieb ber )[)orfie^enben ®Iet(^ung mit bem ^aftor 
cos^ + sinx.!/"-^ gu mufttj)ltjtren* J)ie^ gut 

ober menn man tt)ieberum OX }ur pxim&xm, OY }ur fefunb&^ 
reu unb OZ gur tertiären S(re annimmt, 

C(>)=CaraC50Sx---y aSinx)+CaraSlnj:-f-»aC08x)K^+«aK^ V -i • 

Segeid^net man bte ftoorbinaten be^ le^teren SSert^e^ )>on 
Co) Idng« ber «ren OX, OY, OZ refp* mit a/, yf, z', feftt 
alfo 

(.Q)=2f+rfV~\+z'V^\V~v, .•.•(81) 

fo erhält man nad^ geJJriger ©u6jiitution ber 3Bertj>e t)on a?,, 
»«, Za aud ben ®Iei(|>ungen (80) 

a/=a?cos^cos;|r+yCs5nTsin^cos;f — cos^sinx) 
+ z (cos qp sin ^ cos ;u + sin 9) sin %), 

y'=drcos^sin3^ + jf(8in9sini//sinx+cos<pcos;t3^ ♦♦ .. (82) 
+ z (cos 9) sin t// sin ;|^ — sin tp cos ;|r), 

2^= — X8]nV-|-ysin9)cosV/+zeos9COS^« 



296 §. 118. «DarfteUung eine« Seftor«, we(d(ier bardft 

%üx trgenb einen S3eftor t)on (elteitger Sdnge p, meldtet 
loor btefen jDrej^ungen mit ber Slxe OX {ufammengefatten unb 
bemnad^ burc^ 

((>) = (> 

bargefieUt n>&re/ fobaß man in ©leid^ung C76) 
^atte/ mürbe man alfo na ber jDref^nng 

y^ = QCosilfS\nXi 

z' = — Q sin ^, 

alfo Patt ber ©leit^ung (8lD 

]^a(en. 

Sßenn btefer SBeftor nac^ ber !£)re^unf^ in bie Sage OA 
gefommen \9, unb man (ejeic^net bie 9?eigungdtt)infel AOX^ 




AOY, AOZ beefetten geflen bie »Iren OX, OY, OZ refr- mit 
«', /^i /; fo Jat man na(^ ben Oleid^ungen (32), (36) unb (40), 
wenn man barin bie t)orjle|fenben SQBertJc für x', y\ z' fubflituirt, 

cosa' = cosV'cos;^, 

cos/^ = cos V sin^j \ . • ♦ ♦ (83) 

cos/ = — sin^. 
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%ux einen anbeten fßtft^x, totl<fytx \>or ber Drehung mit 
ber Are OY jufammengefatten, alfo inx^ 

batrgeßeUt to&xtp fobaß man in ©leic^ung (76) 

x = 0, y = Q, z = 
^ttt, mArbe man nadj^ ber S)ref»ung 

y =r p (sing) sin ^ sin % + cos^ cos;^}, 

z'spsinqpGos^' 
l^abem 

äSenn btefer iBeftor na^ ber S)re^ung in bie Sage OB ge^ 
fommen ift, unb man be}et(^net bie Tteigungdnoinfel BOX, BOY, 
BOZ bedfelten gegen bie Slren OX, OY, OZ ref^ mit a", 
/?", /'; fo ergeben bie ®tei(^ungen (32), (36) unb (40) 

cos a" = sin ^ sin 1// cos % — cos q> sin Xf \ 

cos/^' = sin<ps]n^sin;^-f cos<pcos;i(,) ♦♦♦♦ (84) 

cos /' = sin (p cos t//. ; 

gfir einen britten SJeftor, weldj^er^ t>or ber 5Dre^ung mit 
ber 8re OZ jufammengefatten, alfo bur<l^ 

bargefledt n)äre, fobag man in ®lei(&ung (76) 

^ttt, n^ärbe man na^ ber 2)re]^ung 

a?* = ^ (cos 9 sin ^ cos% + sin <jp sin 3;), 
y" = ()(cos<jpsinvsin;i5 — sint^cos;^), 
2;' = pcosg)COsV' 

ffaben» 

SBenn bicfer SJeftor nat^ ber Drefiung in bie Sage OC ge^ 
fommen i% ünb man iejei^^net bie Weigung^winfel COX, COY, 
COZ be«fe»en gegen bie Slren OX, OY, OZ refr* mit a'% ßf", 
/"? fo erhalt man ani ben ©tet^ungen (32), (36) unb (40) 
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cos 0^^= cos 9 sin ^ cos X +8ui9)sui%/ 

cos/3'^ = cos<Psiiii^sin% — sintp cos%, J ♦♦ ♦♦ (95) 

cos y^ = cos g> cos xp. 

SBenttJfle ber ©le^ungeti (83), (84), (85) laffen jic|^ We 
gormettt (82) aud^ tn folgenbe %t>m bringm 

x' = xcos o' + jf coso" + zcosa'^, 

j^ = ^cos/3' + jf cos/J" + zcos^", ) ♦ ♦ • ♦ (86) 

«* = a?cos/ + jf cos/' + z cos y'". 

®eittt man bie tJerft^tcbenen Sagen t>erfor8t, in wtX^t eine 
ebene fufjefjtt)e itlartit, bte t>ot ber 5Drefmng mit ber «oorbt* 
natenebene YOZ unb na4> ber 2)refiung mit ber (Ebene BOC 




ittfommenf&at; fo erfennt man, ba§ bie Stnie OC in einer Sbene 
COB liegen tt>ixi, beren gemeinf(^aft(t(^e S)urd^f(^nitt^Imie OD mit 
ber ebene XOY jid^ gegen bie are OX (nod^ OY IJferum) un* 

ter bem SBinfel DOX =-|- + ;k «^^9*/ ^i^ ^^^^^ COB felbfl 

bittet mit ber ebene XOY ben SBinfel ^ + V 0»^^tx fo ge^ 

red^net ift, aU tt>enn er burc^ eine jDre^ung ber ebene XOY 
um OY in ber Slic^tung ZX erjeugt toixt) unb bie 8inte 
OC neigt ftd^ gegen bie Durc^fd^nittdUnie ber beiben ebenen 
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COB tttifc XOY unter Um aOBrnfet C0D = -|- + 9, »äjtenb 

fi(^ We Stnte OB unter bem SEßinfel B0;D = 9 gegen Mefe 
S)ur(|f(^nitt^Itnie neigt« 

T>U neun ®r6§en cosa', cos/?', cos/, cosa", cos^', cos/', 
cosa'", cos/J'", cos/", tt)el(^e ttix ber Äürje tt)egett ref^)» mit 
a', 6', c', a", 6", c", a"', 6'", c'" iejetc^nen wollen, jinb burd^ 
bie ©teid^ungen (83), (84), 85) t)onetnanber atjangfg« Da auf 
ben redeten Seiten biefer ©leid^ungen nur bret (etiebig gu ^tt^ 
ftnbernbe ®rd§en <p, v^, % loorfornmen; fo {tept man, ba§ t)on 
ben erfleren ©rdgen ^i^^tni bret gegeben fein fdnnen, tDobur^ 
bie übrigen fed^^ t>on felbfl beflimmt ftnb* 

Die itt)if(^en J[enen ®ro§en fiattfinbenben IBe}te$ungen {leKen 
ft<^ unmittelbar ^erau^, wenn man bead^tet, bag a', ß'^ / bie 
aSinfel {tnb, mltfyt diu unb biefelbe ®erabe OA mit brei rec^t* 
tt)in«igen «reu OX, OY, OZ einf(^«egt, ba§ a'', ßT; f unb 
«% A /^ ä^ntic^e ®ebeutungen refp* für bie Sinien OB unb 
OC ^abem k>i^xxi^ii ^at man wegen ®Iei(^ung (42) 

a'« + 6'« + c'« = l, 

d^« + 6"«+c"« = l, } ♦♦♦♦(87) 

o'"« + 6"'«+c'"« = l- 

Seadt^tet man ferner, bag fowol bie beiben Sinien OA unb 
OB, wie-OA unb OC, wie OB unb OC rec^twinflig aufein^ 
anber flehen; fo |at man wegen ®Ieid^ung (58) 

a'a" + 6'6" + cV'=0, 

a'a'''+6'6'"+Cc'"=0, \ ♦♦♦♦(88) 

oV"+6"6"H cV" = 0. 

Da a', a", a'" unb /y, ß\ ß"' unb /, /', /'' ref»)* bie SBin^ 
fei pnb/ wetcbe (Sin unb biefelbe ®erabe OX ober OY ober OZ 
tefp* mit ben brei red^twinflig aufeinanber fle^enben Sinien O A, 
OB, OC einfd^Hegt; fo f^at man auä) 

j.« ^ j//a + 6'''2 = 1, ♦♦♦♦(99) 
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unb ba au(^ fomol bte Reiben 8tnten OX unb OY, mte OX unb 
OZ, n)(e OY unb OZ retfitwinnig aufeinanber ftc^tn, 

o'c' + af'&' + a'-'c"' = 0, / • • ♦ ♦ C90) 

2){e legten fed^d ©lei^^ungen (89) unb (90), mli^t ftc^ 
etcnfO; wie bte ©leid^uitflcn (87) unb (88) t)crmittclji ber gor* 
mein (83); (84) , (85) t)ariftjtrett (äffen, finb t>on bcn ®\t\^m^ 
gen (87) unb (88) abhängig, unb fonnen neben btefen nt(^t atö 
felbßfianbtge @(et(^ungen angefei^en u^etbem 

Selpuf fpäterer Slebuftionen t)erbtencn f^ter no0 folgenbe 
Weiterungen itoi\(i)tn ben toorflel^enben ®rö§en angegeben )a 
tt)etbem 

SBenn man bte er^e ber ©leid&ungen (88) mit c" bic jweite 
mit c'' multiplijirt; aldbann (eibe fubtra^irt, unb in fi^nltc^er 
SBeife mit ben übrigen biefer ®Iei^ungen t)erfärrt; fo erffäft 
man na(^ unb nad^ 

T^ a"c'" — a"'&' * 

^"~ a**b**' — a"'6" ' 
c' *~ a"b*** — a'"6'' ' 



6" a'"c' — a'c"' ' 

C* ~ a'"b' — a'6"' ' 
b** _ a"*& — a'&'* 



♦ . • ♦ (91) 
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SBerni man tn gletd^et SBeife We erfie ber ©Wd^uttfleti C90) 
mtt c"', We jtt>ctte mit b"' muUi^Jtijtrt, aWbann beibe fubtta* 
|ttt, unb in ä^nltc^cr Sffictfe mit ben übrigen biefer ©teic^ungen 
»erfäfirt; fo erf^att man 



a* 


j'/ß'" — 6'"c" 


a*' 


6'c'" — 6"'c' ' 


af 


6"c'" — 6'"c" 


a"' 


b'&* — b*'& ' 


a" 


ft/c'" — 6'''c' 


a*" 


b'&*'—b"c* ' 


b' 


ßZ/c^/* — a'"c" 


b'* "^ 


Q^ClII fl/Z/c' ' 


6' 


^//^/// — a'"c" 


6'" 


o'c" — a"c' ' 


fe" 


ßj/ß/// _- ^j///c' 


fe'" 


a'c"--a"c' ' 


c' 


a''6'" — a'"6'' 


c" 


a'fe"' — a*"b' ' 


C 


O'/ft/// — ß/// J// 


c"' 


a'b" — a''b' ' 


c" 


a'6"' — a'"6' 


c'" 


a'b'' — a'*b' ' 



♦ ♦♦♦(92) 



2)ttT(^ bte ©teic^uttgen (86) ftnb bie «ootbtnaten ar', y, z' 
be« in ber oben angegebenen SBeife um bie ^tn gebrejeten SBef^ 
tot« aU gunftionen ber Äoorbinaten ar, y, % biefc« JBeftor« t)or 
ber Drelpung befHmmt SBottte man, umgefeprt, or, y, z aW 
gunftionen »on o;', y', z' angeben; fo braucht man nur bie erfte, 
gleite, britte ber ®ret(^ungen (86) ©n mal refp* mit cos«', 
C08/3', cos/ ju multiplijiren unb biefelben aWbann ju abbiren, 
aWbann jene ®Iei(^ungen refp* mit cos«'', cos/J'% cos/' gu 
muItipKgiren unb wieberum ju abbircn, enbti(^ Jiene ®Iei(^ungen 
refp* mit cosa'^ cos/?"', cos/" ju multi^igiren unb barauf 
JU abbiren» Die« ergibt mit Serfl(fft(^tigung ber ©ejie^ungen 
(87) unb (88) 
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y=x'cosaf'+yrcoBß"+z'coaY''9 ( ♦ ♦ ♦ ♦ (93) 

z=x'cosa'"+y'cos/J'"+2'cosy'". 



§. 119. ^ie im tfotlftetdelftetibeii ^ata^tapl^t au^t^f 
htnt ^te^utto itoenb eiltet S^eftorö fuCgeffioe iiiii 
»ie htti ttäfttoinfli^tn 9i^tn OK, OT, OZ fanit toie 
eine S)re(uit0 be^feXben um eine ein^i^e bnrdft htn 
^nllpnnft ^tf^tnht 9f|^e OQ anoefe^en toetben* 

SBenn bcr )>orfle|fenb au^gefprocfiene @a$ Sttc^ttglett $a(en 
foK; fo mu§ ed im SRaume etne bur(^ ben 9{ua)>unft gef^enbe 
Sinte OQ ge(ett, tbeli^e ti^a^renb ber obigen 2)re^uttg um bie 
9ren OX, OY, OZ i^re Sage ni^t finbert; biefe 8inie ift ali^ 
bann bie 8(re, nm tt)el(^e man annehmen fann, ba§ ft(^ ein jiebet 
anbete Seftor ober jieber $unft im 9iaume bei ber )>or^in be« 
f(^rie(enen Operation gebreffet l^abe* ®inb nun fär irgenb einen 
^unft ber Sinie OQ bie ftoorbinaten )>or ber 2)ref^ung refp* 
= ar, jf, z; fo muffen biefelben au(^ na(^ ber Drehung xtfp* 
= x, y, z fein, ober man mug ^a(en, toenn man fowol in ben 
©teic^ungen (86), »ie (93) 0^ = 0:, y' = y, 2' = 2 feftt, 

a? = a'a? + a"y + a"% 
z =&Z'\' c"y + c'"z 

unb auc^ 

y = a''a: + 6"j/ + &% 
z = a'"ar + h"'y + c'"2* 

S)ur($ @ttbtraftion ber erflen unb )>ierten, ber }tt)eiten unb 
ffinften, ber britten unb fed^^ten biefer ©leic^ungen ergibt ftd^ 

— (a"— 60 ^ + (&"' - CO 2 = 0, 

— i& — a"0 X + (6''' — c'O y =0 
ober 
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i 




C'- 


-a'" 


2 


a"- 


-6' ' 


0? 


=: 


j/// 


— c'' 


Z 


o'' 


-6'' 


a: 




j/// 


— c" 



♦♦♦♦C94) 



Son bcn (enteren brei (Sleic^ungen beengen j[e }tt)ei bte britte« 
2)a nun ber burc^ btefe SBert^e ))on or. y, z befltmmtt $unft 
Q im SRaume feine Sage tt)äf»renb ber 2)re$ung nic^t anbert, 
unb augerbem au(^ ber ytuUpuntt O fetne SSerrfidung erletbet; 
fo folgt, ba§ bie ganje bur(^ O unb Q gelegte Stnie to&fyxtnb 
ber obigen 2)re^ung if^re Sage beibef^ält, unb bag biefelbe toit 
eine $(xe angefel^en toerben fann, um tctl^t fämmtlic^e fünfte 
be^ 9laume6 gebre^et ftnb* äBeiter unten n)irb man ftbrigenö 
no(^ fe^en, bag bie 3Bertf»e )>on x, y^ z avi^ ben ©leicj^ungen 
(94), tt)enn fte in bie Formel 

(0 = ar + yV'^ + 2:/^V^^ 

fttbflituirt unb a(d t)eränberlt(!^e, von o: ober y ober z burd^ j[ene 
®Ieic^ungen abi^angige ©rfgen angefei^en tverben, bie )>erf^iebe' 
nen fünfte einer einzigen bur(^ O gei^enben Sinie OQ barßeOen* 
SBenn man bie Tleigung^n^infel biefer Sinie OQ gegen bie 
brei Slren OX, OY, OZ ref^ burc^ X, ^, v bejeid^net; fo er«^ 
^U man burc^ ©ubfiitution ber SBert^e auS ben ©(eic^ungen 
C94) in bie befannten Formeln 

z 1 , 

^^^^ 0+ (-!■) + (t) 

cosX= -: 



cosi;= 



V (W— fr')*+(c' — a"0* + (6'"— c'O* V 

in tt)el(^ett ®(ei(^ungen bie Sßuraelgrjlf e ))o{tti9 au nehmen ifi. 
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Um bie ®r5§e be« Sinfel« )tt ießtmmen; um tt)e((l^en ftd^ 
ein ititx fünft Ui fHanmti Ui ber oMflen Drcl^unfl um bie 
are OQ öcbte^et ^at\ fo fei {rgenb ein SJeftor OM »ox bcr 
Z>ref^ttng burc^ 

unb na(^ ber S)re|futtg, tt>o ber Snb^unft M be^feKen in ben 
^unft M' fommt; fei ber SSeftor OMs beffen Sänge =0M fein 
»)trb, burc^ 

bargeflettt, w^iet jttJifc^en ben ©rößen ar, y, z unb a:% y', z' bie 
Sexie^ungen (86) flattpnben* 

Sejeicl^ttct man nun ben ffiinfet MOM', wtl^tx bie 9Wc^^ 
tung be6 SSeftor^ q Joor ber Drehung mit ber dH^tm^ beöfel^ 
ben na(^ ber 2)re^ung etnf(^({egf; mit c»; fo ^at man nac^ (Slei« 

d^ung C55) 

ar^r' + ww' + zz' 

cos Gl ^ :^^: !— sLiZ — ! 

ober ; ba V ^M-V + «» = ]/ ar'' -f y'* +2'* = (» ifc ■ 

(>' cos CD =xx'+yy'-[" 22'- 

@ubfHtuirt man hierin für or", y'^ z' i^re SBert^e au^ ben 
©(eic^ungen (86); fo fommt 

l>«oo8a>»a'ar«+6"y«+c'"2«+(a"+6')^+(«'"+c0«+(6"'-|-c'0y2 

♦ ♦♦♦C96) 

(Etf leuchtet ein, ba§ n>enn ber SBeftor OM auf ber Umbre«* 
^ung^are OQ ))ervenbilular fle^t, ber burd^ )>orßef^enbe ®Iei^ 
d^ung gegebene SBert^ )>on o bie ®x5^t iti gefu(^ten iSBinfetö 
barfteUt, um tpelc^en ftd^ ein üeber $unft be« 9{aumed um OQ 
gebreffet ^at 2)a§ aber OM auf OQ perpenbifutar fle^e, wirb 
nac^ ®(ei(^ung C^ burc^ 

ober tt)enn man für cosX, cos/9, cosv il^re Sßertl^e au« ben 
©(eic^ungen (95; fubßituirt unb gei^orig rebujirt, burc^ 
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CA'"— c'Oar + (C— a''0 »+(a"— *0ä = ♦ ♦ ♦ ♦ (97) 

au6gebrficft 

9{tmmt man nun ber Aürje tt)egen noc^ an, ba§ bte 8&nge 
OM = p be« juleftt tn grage flebracf^tcn SSettor« flWc^ ber(Jttt^ 
^tit fet, 9er(inbet alfo mit ber loorjie^enben ®Iet(^ung bte Se^ 
»'ej^ung 

:r' + »' + ^' = l, 

unb ed'minirt mit ^utfe btefer unb ber toor^ergeffenben bie Jet 
ben @r5§en y unb z ani ber ©tetd^ung (96); fo erf^ilt man 
einen au«bru(f, in »elc^em bie in x muttiplijirten ©lieber t)er* 
fd^tt^inben, unb tt)el(^er ftcf^ auf 

_ ft"(o^^-60Hc'''(c'-^''0*-(ft'''+c' 0( g''-feO(c'-g''0 /QQv 
«^8«^ (a-~60^+(c'-o"0^ ^ ' 

rebu)irt« SBenn man bagegen x unb z au^ ®Iei(^ung (96) eli^ 
minirt "^attt; fo n;>iirben in bem baraud erf^altenen S(u6brucfe bie 
in y mu(ti))ti}irten ©lieber ^^t^^winitn, unb berfeKe tt)firbe ftc^ 
auf 

a'(a''-60Hc'''(6'"-c")*-(a'"+c')(a"-60(6'"-c'0 ,qo\ 
cosai= («._fco'+(6-'-c")^ ^ ' 

rebujiren* «ine Elimination t)Ott j? unb y au« ©leic^ung (96) 
tt^ärbe enblii^ 

a'(C-a"0H-*''(6'"-c'O*-(a"4A')(c'-a'")C6'''-c^ 
^8«> Cc'-a"0^+(6'"-c'0^ ^ ^ 

ergeben« 2)ie ^orfleffenben brei Studbrfide fär cos o ftnb wegen 
itx jwifc^en ben ©rJgen o', 6', C, a", 6" etc. bepej^enben fflef 
Stellungen ibentifc^^ 



§. t20. S^arftellung irgeitb eitte« Vunfte« im 9t a um e, 

t9elc6er nebelt ber iit $. 118 aitgegebenett S)re(itng ttod^ 

iitt>ataUeIet 9li«tuttg )u ben «jeit OX, OT, OZ tef<>» 

«m bie S&ttgett a, ft, c o errfitft ifit. 

91a* «• 118 leuchtet ein, baf bie «oorbinaten o:', »', 2' We^ 
fe< fJunfted nac^ ber 2>re^ung unb SSerrödung aU Sunftionen 

20 
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ber ftootbinaten x, y, z Hi^ttbvx 9or t>er 2>te$ttttg imb Ser^ 
xüäutiQ burd^ bte Sotrmeln 

a:* =a +^cosa^ + jf cos«'' + «cos a'",\ 

y* = 6 + arcos/y 4- y cos/5" + z cos /?% | ♦ ♦ ♦ . (101) 

x' =r c + arcosy' + ycosy" + zcosy"', 

unb ba§/ umgefe^rt; bte ftoorbinaten z, y, z oti %unttmtn wn 
x'9 y'f z'f burc^ bte Sonneln 

x=(x' — ä) cos a' 4- Cy'— 6) cos j3' + (2' — c) cos y, 

y=Car'— a)cosa"4.(y' — 6)cosÄ'+(z'— c)cosys | ♦♦♦♦(102) 

z=Car'—o)coöa"'+(y'—6Dcos /?"'+(«'— cjcosy'" 

bargefiettt fuib» 



§. 121. ftootbittateni^ettoattbeluno« - flber(|atid ^n« 
eittem ^^fteme $)ott re^ttoinfUdett ftoorbinateit lit 
ein ßnbtvc^ äfinliäit^ ^t)fttm mit bemfelbeit 9Cn* 
fau^^pnnftt, beffett SCfeit oeeett hie ftftl^erett oe> 

tieiot Hub* 

OX, OY, OZ feten bie bret rec^twinfftgett 9ren bed erfleti 
6$ßemed uttb ar^ y, z bte entf)>re(^enben Jtoorbtnaten kgenb etne^ 
^untM im Slaume tn Sejfe^ung ju btefen aren; ferner feien 
OXS OY', OZ' bte bret red^tn>tnfftflen «xen be6 i weiten ©9* 
flaneö unb a:', y, 2' bte juge^örtgen Äoorbinaten jened fJunftc« 
in SBeiteffung ju ben neuen Sren* 

S38enn man fi(^ bte Sagen ber neuen »ren OX', OY', OZ' 
auf bte SBetfe an^ ben Sagen ber urfprünglic^en Mren OX, OY, 
OZ erjeugt benft, baß gutJorberfl bad urfprüngttc^e ©pfiem um 
bie ?lre OX nadfy einer ber früher C§»118) angenommenen SRic^^ 
tung bireft entgegcngefeijtcn Bcitt, affo in fccr Slic^tung ZY um 
ben 3Binfe( (p gebre^et n>irb, woburc^ man an^ ben älren OX, 
OY, OZ bie «ren OX, OY,, OZj ermatte, baß aWbann bie^ 
fe« ©9fiem um bte »re'OY, in ber «Richtung XZ, um ben 
SBinfel ^ gebreffet wirb, ti)obur((^ man avLi ben le^teren Hxtn 
bie 8lxe» OX^, OY., OZ' er^Ue, unb bag enbU(^ ba^ (entere 
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&p^m um Wc arc OZ' in ber «Äic^tuitg YjX^ um bett SBin^ 
!ri X flebreffet wirb, tt)obur(^ man au^ bemfetbett bie aren 0X% 
OY', OZ' erholt; ttJobei itatürltd^ alTc fünfte tm SRaume; bereit 
Sagen burc^ jtoorbinaten bargefleKt tt)erben foKen, aT6 unioerrfidt 
angefe^en ttjerben; fo Uu^M ein, ba^ ein ieber fefle |5unlt im 
fftanmt gegen bie gebre^eten ärcn OX' OV, OZ' biefelbe Sage 
einnehmen toixi, tt)eld^e ein na(^ 93orf^rift be6 S^ 118 gebrel^e« 
ter ^unft gegen bie bortigen fefien Slren erhielt, unb ba§ bie 
Jtoorbinaten a:', »/', z' irgenb eined ^unfted in ©ejief^ung gu bem 
)ule$tgeba^ten @9fleme bur<^ bie ^ormeTn (82) be^ §^ 118 aX€ 
^unfHonen ber ifoorbinaten Xj y, z be6 anfänglich gegebenen 
Syfleme^ bargefiellt werben. 

3n $. 118 würbe gewiffermaaßen ber mit fünften erfüttte 
Waum aW ben>egtic|^ angefe^en unb um brei fefleJlren ÖX, OY, 
OZ gebre^et, wobei brei Sinien, welche vorder mit biefen Sren 
jufammenpelen, in Sagen OA, OB, OC famen* 

3m gegenwärtigen ^aragrap^e wirb bagegen berütanm mit 
feinen |)unften aU unbeweglich angefef^en, wä^renb ftc^ bie be^^ 
wegliefen Slren OX, OY, OZ bre^en unb babei in bie Sagen 
0X% OY', OZ' fommen. 

Sei ber ©etrad^tung be^ S^ 118 wirb ein j[cber »eftor OM 
nac^ ber 2)re^ung gegen bie brei rcc^twinftigen Sinien OA, 
OB, OC ebenbiefetbe Sage fiaben, bie er ^or ber 2)re^ung ge* 
gen bie »ren OX, OY, OZ ^attt; na^ ber Dreffung werben 
atfo bie ^orbtnaten be^ ^unfteö M in Se^iepung ju ben Sften 
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OA, OB, OC refp* x, y, % fein, wÄffrenb Mefeften in ©cjic^ 
l^ung ju ben fepen «rcn OX, OY, OZ refr. ar', y', z' finb» 

«u« bem ©orfie^enbcn folgt, ba§ bte bret Stnten OA, OB, 
OC bc« S« 118 genou btc ©tcKe ber urft)rattflH(^e!t Stren OX, 
OY, OZ bc6 geflcnwfirttgen ?5aragrapl^« unb btc brct Simcn 
OX, OY, OZ be« Sd 118 bte ©tcOe bcr neuen «xen OX', 
OY', OZ' be6 öegenrnfirttgen ^Jaragra^)]^« i)ertreten, unb bag 
man unter Bugtunbelegung ber -ie^tgen 9esei(^nung ffir bte SBtn^ 
U\ «', /3', y', a", /J" etc. (f- @t* 83, 84, 85) 

a' = X'OX, /?' = Y'OX, y' = Z'OX, 

a" = X'OY, /?" = Y'OY, y" = Z'OY, 

a"' = X'OZ, /J'" = Y'OZ, y" = Z'OZ 

M/ S^ifc^^n beren jfoftnu^ bte Weiterungen ($7) (td (92} ftatt^ 
ftnben. 

$terna$ (ej^alten benn au(]^ far bte gegenti^&rttge Unterfu^ 
(^ung bte ®(et(^ungen C863 unb (93) ©uUtgfett, tt)e{c^e bte nö^ 
t^tgen Seste^ungen g^tf^^en ben alten unb neuen ftoorbinaten 
X9 y, 2 unb a:', y', 2' t)ermtttetfl ber 9letgung«tt)tnfel ber Sxen 
btefer betben Äoorbtnatenfyfieme au^brürfen* 

SQ8te »or^tn bemerft tfi, fann bie Sage ber Uren OX', OY', 
OZ' fo aud benen ber ären OX, OY, OZ erjeugt »erben, 
ba§ m^n bte Se^teren iu)^5rber{l unt OX unb {tt^ar um ben 3Btn^ 
fei g) in ber Sltt^tung ZY bre^et, tt>obur4> bte urfprilnglic^en 
aren tn OX, 0Y„ OZ, übergeben, ba§ man at^bann eine 
aJref^ung um OY, um ben SBinfet * in ber 9it(^tung XZ^ 
»omimmt, woburc(> ji^ bie «ren OX^, OYj, OZ' ergeben, unb 
ba§ man \ii\\t%\\i^ bte le^teren Slren um OZ' tn ber Sltc^tung 
Y,X, um ben aQ8tn(et % bre^et, ttJOburc^ man bte Ären OX', 
OY', OZ' er^filt. 

saSenn man beachtet, baß bte bret re(|>twinHtgen Stnien OA, 
OB, OC aud §• 118 bie je^tgen urf»>runglic5en Ären OX, OY, 
OZ vertreten, unb baß bte bret aren OX, OY, OZ wA S.118 
an ber etette ber jie^tgen i^ermanbeTten «ren OX', OY', OZ' 
flehen; fo folgt ^)x^ ber (Entflefiungöwcife ber Ctnien OA, OB, 
OC au6 ben «ren OX, OY, OZ bc« §^ 118, ba§ jt(^ \x^ ge* 
gentt^firttgen gaße bte urfprüngttc^en «ren OX, OY, OZ au« 
ben neuen «ren OX', OY', OZ' ^\xii rödEmärt« auf bie ®eife 
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etjettgen iafftn, ba§ man bte leiteten }uD6rber{l um OX' in itx 
Sttc^tung Y'Z' um ben aStnfel 97, barauf um OYMn bet 9ttc^^ 
tung Z'X' um ben SSinlet ^ unb enblti^ um OZ' in ber 9{{(^^ 
tung X'Y' um ben SBinfel % bref>et 

^tetaud ge^t unmittelbar; tt)ie in S* HS, ^er)>or/ baß ft(^ 

We urfptilngtic^e ftoorbinateneiene YZ unter bemSBinfet -j'^'^ 

gegen bie neue S6ene X'Y' neigt, baß bte gemeinfd^aftli^ie Xux^f 
fc^nitt^Iinie biefer beiben (Ebenen mit ber neuen Sre OX' ben 

äßinfel -f-+ z ^ilt)et unb baß {t(^ bie ^xt OZ unter bem "Bin* 

fet -2" + 9^ ^*^* ^^^ ^^^ ^''^ ^"^^^ *^"* SBäinfel q) gegen bie 

ertt)ä]^nte jDur(^f(^nitt«Iinie neigt* 

Z>ttrc^ bad !Borße]^enbe ifi bie Sage ber (Ebene XY unb ber 
Slren OZ unb OY gegen ba^ neue ftoorbinatenf^ßem X'Y'Z' 
beftimmt* SSiO man, umgefe^rt, in äf^nlii^er 9Beife bie Sage iti 
neuen @9{ieme6 gegen iai alte befhmmen; fo ftnbet man lei^t, 
fott>o( burc^ bie Setracf^tung be^ Slfte^ ber im $. 118 unterfuc^^ 
ten, »ie ber im gegenn^ftrtigen yaragra^)|fe bef^anbelten ©rej^ung, 

ba§ ft^ bie (Ebene X' Y' unter bem JBBinfet -g — v 8^8«« ^<« 

(Ebene YZ neigt; bie JDurc^fc^nitt^tinie OY^ biefer beiben (Ebe* 
neu bittet mit ber «re OY ben SBinW Y,OY = -g,; OY' 
«eigt fic^ unter bem ffiinfel Y'OY, =% unb OX' unter bem 
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SBßittfel X'OY, = -|- + x m^ itnt t>nx^f^n%ttitxnk. ^tt^ 

Ui ift Ux SBBtnfel -5- — V fr flerecjnet, aU mtnn et burcj m 

jDte^ung ber &tnt Y Z um OY in itx Stiftung ZX tntlioB^ 
ben tü&xt, <p ift »on OY gcflen OZ, Y^ OY = — 9> In entgcgtH'' 

gefegter 9li(|^tung flcret^net unb ref^). z w"*^ -5-+X f^«^ i^^«' 

jiemgeit Slic^tung gettommen, in toelc^er ft(^ bie geiiidiifi|afi(u^ 
2)ur(|>fd&mttMinte OY^ ber beiben Ebenen YZ unb X'Y' Ui»v 
gen mä§te, um ohtx^ali ber Sbene OZ }u bleiben* 

{){erna(^ erfennt man, ba^ bie Formeln (823, bnri( n^fi^ 
bie 93e}ief^ungen in)tf(ben ben urfpränglic^en unb beit neuen fto^ 
orbinaten irgenb etned ^nntM nur )Don ben bret (Broten q», ^ 
unb X abi^&ngig gemalt werben, benen anafog {tnb/ tt>el(^e Sultr 
in biefer abfielt }uerfi aufgeßeQt fiat 

f. 122« 9Benn neben ber SBeranberung ber dti^tuüicn 
ber urfprfingli^en ffoorbtnatenaren O X, OY^ OZ naif SbiUi^ 
tung be« 9orf»erge^enben ^aragrapl^e« in OX'^ OY', OZ^ aiu) 
no(^ ber 9nfang«punft O paxaütl }tt ben urf))rängli^en !bcs 
OX, OY, OZ refp* um bie QFntfernungen a, 6, c naij O" »«* 
(egt n>&rbe; foba§ a^ b^ c bie itoorbinaten bed neuen Sbtfong«' 
punfted O' in 93e)te^ung in bem alten Syßeme toären; fo tt* 
fennt man offne ®(^tt)ierigf eit , mit 93e)ugtta|fme auf bte 31«' 
(jungen (93), ba§ bie Seiief^ungen jwif^en ben alten Äoorbina- 
ten X, y, z irgenb eine« ^inniM unb ben neuen x'y y', z' b«^* 
fetben burc^ 



ar=a+a:'co8a'+y' cos/^'+^'cos/, 



♦ ♦.♦C103) 



2 = c + a:' cos «'" 4" y ' <50S j3''' 4" 2' *5^s /'', 

ober au(^ burd^ 

x*z=Cx — o)cosa'+(y — 6)cosa''+(2 — c)coso% 
y'=Car--a)cos/3'+Cy— 6)cos/?"+C2— c)cos/J%} ♦♦♦.(IM) 
2'=:(x— a)co»y'+(y— 6)cosy"+C«--c)cosy''', 

gegeben ftnb« 
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§. 132«. fti^ftgan« an^ einem 0|rfleitte »d« fHoUtf^vr, 
bittütett in ein anhttt^ i^pn ttä^tt0^mlli^tn ttoütbU 

nattn, «nb nm^tft^tt* 

Um aai tintm ©pßeme ^on $o(arfoorbtttaten (»^ «^ qt in 
tin anbetet ))on te(^tn)tnntgen itoorbinaten x^ y, z mit bemfel^ 
(en 9nfang6))unfte, ober umgefe^rt, fi^erjuge^ett; ^at man ft(^ 
offenbar na^ ben 9c)ie]^ungen (30) ber ©letc^ung^n 

:r = (I cos a, 

y = ^ sin a cos g?, ^ . ♦ ♦ ♦ (104«) 

z r= ^ sin a sing) 

itt bebieneti; um barau« bte Stnen Jloorbtnatett }tt eltmtniren 
unb bie gefachten Sejte^utigen in)tfd^en ben anbeten fferjußeQem 

S>{e getabe fiitiie im fKannie« 

S^ 123* (Si foO bte ©letc^ung einer geraben Sinte fferge^ 
fleOt tt^erben, beten Sage but(^ folgenben Sllt bet 93en)egung et^ 
geugt tft: 3u^Ji^^(vfl f^^I t)te gegebene ®etabe, e^e fte in bie 
in bettad^tenbe Sage im Staunte gelangte, mit bet ptintiten 9re 
OX )ufamnten, ti^utbe batauf um biefe Site in bet dti^tun^ YZ 
um ben SBinfel 9 gebte^et (wobei {te offenbat au« bet anffingi^ 
(id^en Siic^tung nocfi ntc^t gefomnten ifl), at^bann tt)tttbe {te um 
bie $(te OY in bet 9tt((tung ZX um ben SSinfel ^, fiietauf 
um bie Site OZ in bet IRii^tung XY um ben SBinfel % gebte^ 
ffet unb enbli(^ in ))atal(elen 9li(^tungen )u ben Kren OX, OY, 
OZ ref))* um bie Sntfetnitngen a, fr, c »ettüdt 

SQ3enn bie ©leic^ung itgenb einet ßetigen lineaten 3tt8(^ 
t)or bet eben bemetften jDte^ung 

(?) = ar+yV-i + «V^i/=i --(105) 

unb na$ biefet jDtef^ung 

(^) = ar' + yV~i+»'I^^tl/^ ♦•♦•(106) 

ifl, ti^otin natfttli^ y unb 2 Sunttionen t>ott x unb ebenfo y' 
unb z' gunftionen 9on x' fein mfiffeii (S« 117); fo flehen bie 
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Sertfie jt^ y» s unb ar', y', z% bei; ftoorbittaten itgenb eine« 
^utitM btefed 3uge4 t)or unb nai^ bet 3)re]^nng nad^ ben fo 
S* 118 angeflehten Unterfud^ungen in Se^tei^nngen juetnanbfr, 
bie burt^ bie ©lett^ungen (82) ober (86) ober (93) bargefleat 
ftnb. SBenn neben ber fragltd^en S)re$ung no(^ eine SSerrüdung 
jene« 3wöe^ in paxaütUn Sttc^tungen ju ben äfren OX, OY, 
OZ refp* um bte Entfernungen ei, b, c flattgefunben ^at; fo 
treten an bte @te((e ber eben ern)S]^nten Segief^ungen bte ®Iet^ 
d^ungen ClOl) ober (102). 

jDte ®Iet(^ung einer mit ber %xt OX {ufammenfaQenben 
Sinie ift nun offenbar 

foba§ man in ©leic^ung (105) 

y = unb 2 = 

©ubflittttrt man btefe SBJertf^e in bie® (eic^ungen (101), »or^ 
in bie Äoeffijienten cosa', cos/?', cosy', cos«'', cos/^" etc* 
ober o', 6', &, a!\ 6" etc. bie ®ebeutungen au« ben ®Uxipxn^ 
gen (83), (84) unb (85) ^aben; fo erf^att man pir bie Äoor^ 
binaten ber gebref^eten unb verr&dten Sinie 

a:' = a + j:cosa',' 

y' = 6 + .rcos/?',^ .... (107) 

2' = c +j:cosy'. 

Sliminirt xa^xn }tt)ifc^en biefen ®(ei($ttngen bie ®rjfe x% 
fo er^filt man y' unb z' al« gunftionen ber unabf^&ngig S^et&n^ 
berücken or", nimlic^ 



, . , ^ . ^ cos/J' 



2' =c + (a:' — a) 



cosa' 
cosa' 



♦ ♦♦♦(108) 



@ttbfKttirt man enbli(^ biefe SSert^e für ^ unb z' in ®(e{' 
c^ung (106); fo fommt fftr bie®Ieic^ung ber in ber obigen Sßeift 
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gebreiteten itnb »ertficften geroben iinit, loeld^e onfftiiglic^ mit 
ber üxt OX )ufammenftel/ 

obet; tt>enn man j[e$t bte S((fitffe or' ol^ne üfsent fc^ret(t, 
(,).^+[6+(..a)gV^+[c+(..-«)gV: lV-1 ....(109) 

g&^tt man tn btefe ©letc^nng ffir cosaS cos/^s cos/ iffte 
Sßertf^e in t unb x <tud ben ®(et($ungen (83) ein; fo wirb b.ie<( 
fefte 

((,)==ar+[6Kir^)tang;t]V^+[c--(x-a)^]V4-iV::i.--(l^ 

SRan fielet, bag in btefer ®tet(^ung ber Sffiinfet <;> gar nic^t 
erfc^eitit, toa^ fiö) fc^on im ))oraud einfeffen lie^, bn bte er^e 
jDref^ung ber anfangt mit ber pxxmaxtn Sre {ufammenfaüenben 
Sinie um biefe Slre feinen (Einfluß auf bie Sage ^aben fann^ in 
tt)e(^e biefelbe burc^ bie f)>£teren S)re^ungen nm bie fefunbüre 
unb tertifire Sre gelangt* 

SBenn man unter übrigens gleichen Umflänben annimmt^ bie 
jmeite X)re^ung ber fraglicben Sinie um bie fefunbAre Sfre OT 
^aU ni(bt in ber 9ti(|^tung ZX, fonbem in ber 9ti(^tung XZ 
um ben Sßinfel ^ ßattgefunben ; fo "fyat man in ber t)or{}e^enben 
®(ei(^ung offenbar ^ = — ^ )u fe^en* ®o0en jfebod^ aCe ©re^ 
l^ungen um OY immer, aU in ber Stic^tung ZX erfolgt, ange«* 
fe^en n>erben; fo l^at man ffir ben Unteren gaO if=:2« — d' 
ju fubfiitttirem Seibe« ergibt 

(^)=«+[6+(*.a)tang;t]V-l+[c+(ar.a)^]VHnVr^ 

jDurc^ bie »orfleffenbe ®Iei($ung tt>irb aOgemein eine gerabe 
Unit DE bargejiettt, welche fi^ unter bem SBinlet EDG = 6' 
gegen bie (Ebene XY neigt, mli^t in einer auf XY ))er))enbifular 
fle^enben (Ebene ED 6 liegt, beren 3)ur((fd^nitt F6 mit ber 
(Ebene XY gegen bie «rc OX unter bem SBinfel GFX = x' 
geneigt iß unb toe((^e enblicf^ burc^ einen $unft M im 9taume 
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ge^t, beffen ftoorbinaten in ken Stt^tuiifleti ber SCren OX, OY* 
OZ refp* a, 6, c jtnb. 

Die ^rojieftiott einet burd^ 

bargePeCten 8inte auf bte (Sbmt XY ifl butcj 

bie auf bie (E(ene XZ burc^ 

unb bie auf bie Sbene YZ burc^ 
bargefleOi 3)a nun in ®Iei(^ung (109) 



— 1 



•T ^■■" «Ca 



y = 6+(ar— a) 



cos/f* 



cosa 



/> 



olfo aui^ 



cosa' 
' ^ 'cos/9' 



ifl; fo ^at man fftr bie ^roüeftion jienei: Sinie auf X Y 
Q^^=x+[b + ix^a)^]v :^i (112) 
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fftr hit Pxpfm^n auf XZ, 

unb für We ?Jroj[eftiott auf YZ 

((^) = y^^+[c + (!f-ft)^y^A^-i ....01143 

aSenn man ffienn für cosa'^ cos/^^ cos/ i^te SQ3ertf^e ttt 
^ unb X ^^^^ in — -ö- unb % fe^t; fo erf^ätt man für bie fJro» 
jeftton ber inx^ ©leic^ung (1113 bargeflcfften Sinie auf bie 
(SHnt XY 

für We ^roJieWott auf XZ 
unb ffir bte ^rojlcftiott auf YZ 



(ö 



=yV-i + [c+Cy-b-)^]v^iV^u 



3Stnn man ft(^ bie burd^ ©(eic^ung (1093 bargeßeOte Sinie 
paxaUtt ju ft(^ fe(({} an ben 9hta)>unft O getragen benft, alfo 
= 0, 6 = 0, c=0 fe^t; fo er^ätt man für Wefette 

, ^ , cos ß' , — - , cos/ , — - ^ — . » 
^ ' cos «' cos o' ^ ^ ' 

unb ]^at bemnac^ f&r bie 9leigungdwinfel X, fi, v brrfetten ref)>« 
gegen bie SIren OX, OY, OZ wegen ber ©(eic^ungen (323, 
(363 unb (403/ ^tnn man itail^Ut, ba^ cos'a'-f-cos^/}' 
4-cos'/ = l i^ (©leic^ungen 873, 

cosX = cosa', atfo k = o',] 
coa(i = eo8ß'9 « fi=ß*X ♦♦♦♦(1153 

cosv = cos/, >» V = /J 
^ierau« ge^t ^ert^or, ba§ bie ©Teilung ber Sinie DE mit 
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ßfttfe i^xtt 9ldgttiig<t9{nf el gegen bie brei SCten aui^ ni ber ^on 

(f)=sr+[6f(*-a>^]VM4[c+(x^)?^]v^iV::i^liffj 

bargefteOt tverben {anm 

aßenn coaa% cos/9', cos/ bur(|^ ^ unb % audgebrücft tvirt, 
foba§ biefev %a1l ber burc^ (Bletd^ung (111) barge^Otrit 2im 
tnt^pxi^ti fo "^at man 

cos 3L = cos^ C0SX9 1 

cos/i = cos^ sinx, / ♦.•.(! 17) 

alfo V = -9 — '^> ^^^ ^"^ '^^'^ oWgen Semerfnng ober b« 

Sage ber Stnte DE gegen bie dhtnc XY tnt^pxi^t 
ffienn bie ©teic^ung ber Sinie DE in ber %om 

Q>)=:a:+[6+(j?— a)»!]/ :^+[c-Kx— a)»]/*^:!^ ^1 ^^O 1© 

gegeben tt^&re; fo finbet man Ui^t bur$ bie ®(ei(^nngeii 

cos i9' COS/M V 

ni= — ^ = — 7" nnb 
cosa' cosX 

cosy* CO.SV 
n =^ 1— =s 

cos a' cosX 

mit ^ü(fe ber Se)ie|fung 

cos*Ä, + cos V "f cos'v «= 1 

bie fotgenben: 

1 



oosX = 



V^t+m»+'^' 



<^^ = Vi+m*4-n* >,> -**^"^^ 



cosy = -7-====== 

unb au(^ tvegen ber Gleichungen (117) ober bireft loegen ber 

(Sleid^ung (111), toorin man ebenfaK« m=tanffy unb fi=^!ÜSt? 
^oben muf / 
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8in^ = 



obertang^=: 



n } ♦♦♦♦(120) 



unb tang;i^ = f?i. 

SBenn man burd^ bte t)orflef^enben ©let^ungen (119) unb 
C1203 bte 9t^tung be^jientgen X^txM ber geraben Stnie barflel^ 
ten wiü, mX^tx mit ber SIre OZ einen fpi^en aStntel btibet, 
für n>el^en alfo cosv ))ofttt\) fem muß; fo f^at man bte SSup* 
Selgrjße V i + w»+»* unb au(f^ ]/ H-m« l)ofttt\) ju neffmen, 
fobalb n ))ofttt\) ifl, a(er negattt), fobalb n negativ) i% 



f. 124. 0ei|etieitiattftet ^tnti^it, pttptnhitulatt ntifr 

t^atallele fiinieti. 

2>a4 @9ßem {Weter geraber Stnten, tt)el(^e betbe bttr(^ ben 
9luff))unft geffen, unb t)on benen bte Stne mit ber 3Ire OX {u^ 
fammenf&at unb bte anbere in ber @6ene XY liegt unb ft^ unter 
bem äBinfel a gegen bie erßere neigt, fobag bie erßere burc^ 

(p)=jr ♦..♦(121) 

unb bie le^tere bur^ 

(()) = ar + a?tangaj.V' -^ ♦♦♦♦(122) 

bargejlettt i^, fann offenbar babur(^ in j[ebe (elieMge Sage betf 
Slaume^ ge6ra4^t merben, ba§ man ba^felbe nac^unbna^ nm 
bie 3Iren OX, OY, OZ refp. um bie 9ßinfe( g», ^, % breffet 
unb augerbem paxaUtl )u biefen SIren ref)). um a^ 6, c ^txxüdt 
3n bem gemeinfc^aftli^ien Durc^fi^nitt^puntte biefer beiben Sinien, 
beffen Jloorbinaten na^i ber 2)re^ung unb Serrfiifung a^ b, c 
fein kperbeU; tt)erben fi^ biefeKen flet^ unter bem SEBintet o ge^ 
geneinanber neigen* 

SBerrüdt man f^ierndc^fl bie i^eite £{nie noc^mal« in paxaU 
leler Siid^tung ju ben brei 9(ren um beliebige (Entfernungen, in* 
bem man bie erfle in ber einmal angenommenen Sage läßt, toai- 
jDadfelbe ifl, aU tt^enn man bie obigen 2>re^ungen 3ut)drberfl mit 
beiben Sinien gleichseitig wxn^mt, baraiif ober bie er^e Siiiie 



318 §• 124. 2>ie ercob« 6ime Im flloiniu. 

paxaUtt )tt itn Ibeit um a, 6, c unb bte v»titt um a , , 6 , , e^ 
^ttxüdtt; fo tatin man bte beiden Sinien in jiebe Sage bt^ 9tas^ 
mti (ringen, fobafi fte, toenn fte in paxaUtltn dti^tun^tn oip 
einanber getragen toerben, fttti ben Sßinfel » mittinaabtx ein^ 
f^Iie^em 

3m t)or^erge^ettbett ^axa^xap^t ^t man nun gefef^en, ba^ 
bie ©(ei^ung ber erflen Sinte nadf ber 3)re^ung unb SerrfiAmg 

(,)=x4-[6-K^«S>-T+[c+(*^S]Vs^-l ^CI2?) 

Wirb, worin o', /}% / att(f> refp» bie Sletgungdttinfct X, >«, v bie» 
fcr 8inie gegen bie brei Ären OX, OY, OZ barfietten Cf- ®ld 
4^ttngen 115)* 

Um b<e ®Iei^ung für bie anf&ngli(^ burd^ ©(eic^ung C122) 

bargeftedte }tt>eite Sinie na^i ber jDreffung unb SBerräcfung ^er^ 
jufleffen; fo f>at man tt)egen ber ©ejief^ungen ClOO für bie 
ftoorbinaten a:% y', z* ber fo t)eränberten ?inie, wenn man U- 
aöfttt, ba§ j^ier x=^Xy y=:xtangG} unb 2 = i^ 

x*=a^ -j- arcosa' + artangöcosa", j 

y'=h^ -f xcos/?' + jrtangwcos/J",| ♦♦♦♦(124) 

2' = c, + .'Tcosy' + xtangc9 cosy". ' 

Sltmtnirt man itoifc^en btefen ®(etc^ungen bie @rö§e x\ 
fo fann man y* unb z' aU ^unftionen t)on x' auebrucfen unb 
bie gefuc^te ®(ei^ung 

Cp) = a:'+t/V-t +2V-hV^ 

fflr bie yKOtxit Sinie nac^ ber£)re|fung unb ißerruifung barjieflem 

3tt bem gegenmärtigen 3»e(fe ifl biefe Huöfft^rung Don fei* 
ner9ßi($ttgfett; ed ifl un^nur baran gelegen, bie 9{eigttngen>infe( 
^1» f^i9 ^i ^^^f^^ {Weiten ®erabe nac^ i^rer SBerdnberung gegen 
bie brei «Iren OX, OY, XZ fennen« Denft man ft(^ biefelbe 
)tt biefem (2^nbe yarattel mit ftc^ fe((fi an ben 9}u((punft getra* 
gen, fe^t alfo in ben ^oor^^enben Slu^rAifen (124) a|=0, 
2^ =0, Ct =0; fo werben üene Sßinfel buri^ bie Formeln 
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gegeben fein* 9ttmmt man bte SuBfiituHonen ber S3ert$e für 
^% yS 2' ^ttd i^it^i^ ©le^ungen tt^irflt^ ^or; fo Unmt, t»tnn 
man bie ©ejte^ungen (873 unb (88) beachtet, 

cos Xi = (cosa' + tangcDcos a'Ocosoi, j 

co8ft| = (cos/?' + taDgcDcos/?'Ocosai,> • • »»(125) 

co8V| = (cosy' + tangoco» y'Ocosaj, 1 

üDa nun bte JPoftnu« ber 9tetgung4tt>tnfe( X, fi, v ber etfhn 
©evaben m^ ber jDre^ung unb SBerr&ifung gegen bte Slren xt^p. 

oosX = cosa', cosft = cos/J', cosi/ = cos/ 

ftnb; fo txmt man 

cosXcosXj +co8ficos^, -{-cosveosvi r= 
cosa'(coso'-|-tangwcosa'Ocos(D+cos/J'(cos/9'+tangcocos/J'Ocosci 

+ cosy'(cosy'+tangc}cosy'0cosco, 

b. u, tDenn man bte xt^H @ette btefer ©(etc^ung gehörig rebu^' 
iixt unb babei bte Sejte^ungen (87) unb &S) bera<i{t(f^ttgt 

COSO) =C08XC0SX| +COSfiOOS/lij -f OOSVCOSt', «•♦«(126) 

j£)tefe^ SRefuttat; tDona^i ber 9{etgung^n)tnfe( o imitx ®t^ 
raben burc^ bt( 9tetgungdmtnfel berfetben gegen bret rec^tminf^ 
Itge Stren au^gebrudt i^, fitmmt mit bem ber ©leic^ung (56) 
uberetn« ^a^fetbe ift ffier nur no^maU für ben aKgemetneren 
^aü na($gen)iefen n)orben; n)o bie beiben ©eraben ntc^t burc^ 
ben 9{utt))unft ge|ien unb {!(^ auc^ nic^t bur4if4)netben« Unter 
bem 9{etgungdn)tnfe( co berfelben n)trb f^ter ber SBtnfet t)er{lan^ 
ben^ )t)eI4^en biefelben mitetnanber bilben, n^enn fte in parallelen 
Sttd^tungen aneinanber getragen t^erben« 

Sßenn bte ®Iet($ungen ber beiben ©eraben in ber ^oxm ber 
©(eic^ung (118) gegeben jtnb; fo l^at man offenbar 



cosci:= 



l+«m,+»n, .^ 



320 {. 125. IDie Mm im «awne. 

6oaett bie fragUc^ett (etben Stmen tm 9lairaie tint ptxpti^ 

iiluiaxt fHi^tnn^ gegeneinanber ^(en; fo mtt§ & = -^, olff 
cos = ttttb baffer 

ober 

1+mm, +»»1 = ♦♦..(129) 

fein« 

€oOen Mefelben dttanber paxalUt fein; fo mag matt id=0, 
a(fo co6a»=l; unb ba^er 

COSXCOS^I +C08fiC08/U, -f-COSVCOSt'i = 1 

ffabeit* 2)a nun auferbem 

co8*X+cbs'/4+eo8^r = l 
unb att($ 

cos'X| +cos'^,+cos*r| =1 

ift; fo erf^AIt man, toettn man bte erfle ber bret toor^e^enbrn 
®(etd^ungen mit 2 multtpttjtrt unb barauf oon ber @uinme ber 
beiben festeren fubtrafftrt, 

CcosX — cosA,")' + Cco8fi — COS//,)*+(COSV— COSV,)* = 0, 

eine ®(ei(^ung/ toelc^e nur bur^i bte brei befonberen ©tet^uttgen 

cosX— 008^1=0, cosi^ — 006/^1=0, cos»' — COSV,=0 
ober 

e06X = C0S^I, COSfi = C08^l|, C06V=COSV, 

ober burc^ 

A=X|, fi = /4,, r=v, ««««(130) 

erfiHOt toerben tann« ^terau« folgt au^, ba§ man für biefen 

gaO 

m=tfi| unb n=si, ««««(131) 

^aitn mäffe« 

SDie dhtnt im 9Canme« 

S. 125« (i€ foO bie ©teicf^nng einer QFbene bargeflefft mer« 
ben, beren Sage im Staume baburc^ erjeugt ifl, ba§ man Wefel^ 



§t25. T>\t (Sbrne im Attume. 321 

^uetrfl ava itx Sage ber (Sitnt XY tan ilt 8bre OX in bet 9tt^' 
tutig YZ um ben Sßinfel «p, aMbann um bte Ute OY m ber 
Stiftung ZX um ben 9Btnfe( yj9 barauf um bte Are OZ in ber 
Slicf^tung XY um ben 9ßmfe( % brefiet unb aMbann )>arallel 
2u ben Slren OX, OY, OZ refp* um bie <£ntfernungen a, 6, c 
t>errfiifte. SBenn 

bte ®(e{((ung irgenb einer Stäche t>or ber oMgen Drehung unb 
Sßerrfiifung unb 

bte ©let^ung berfeI6en na^ /ener Drehung unb SBerrflcfung x% 
tDortn z eine ^unftion t)on or unb y unb ebenfo z' eine gunftton 
«>on x' unb y' fein mu§ (§. 1173; fo ftnb bie ^ejie^ungen/ 
n>el(^e it^ifc^en ben Jtoorbinaten x^ y, z unb x', y', z', jlattfin* 
ben, ofenbar burc^ bie ©leic^ungen (101) ober (102) gegeben* 

6oK nun burc^ ©lei^iung (132) eine Sbene bargefleOt ti^tx^ 
beU/ Yütl^t mit ber ftoorbinatenebene XY }ufammenfällt; fo |iat 
man barin ofenbar z=0 gu fe^en, fobag ftd^ biefelbe auf 

QQ)=x+yV^ ....(134) 

rebu)irt. Die ®(ei^ungen (101) toerben f^iernac^ 

y/= 6+arco8/9'+3/cos/^^| .... (135) 

x' = c + a:cosy' +y cos y" J 

Sine (SHmination \)on x unb y gu^ifc^en biefen ©Teilungen 
ergibt z' aW gunftion »on ar' unb y' in ber gorm 

. ,[(y'-ft)cosg^^-(x^-a)cos/g^Oco8/4[(a:^-a)coSiy-(y^-6)co8a^]cosy ^^ 
ober 

^ . C08/g^COS/^-COS/y^^COSy^ , . vCOSa^^COSy^-COSft^COSy'^ 
z'-c+(x "®)^g^./^5Qs^'.cosa'cos/J"''" *^" ^C08a"C08/5'-COSa'cOß^" 

b. i. wegen ber beiben testen ber ©egie^ungen (91) 

x'=c— (ic' — o) T. — (y — W — ^ ♦♦.♦(loo) 

21 



S22 }. 125. Dk iSbitu im Samne. 

6ub{Ktuftt man Mefeit SBertf^ für z' in ^rdtlnrag CiSS}: 
fp ttQüt ft<^ für bte ®tet((ung ber fraglichen (Sbcite nac^ to 
oHgen jDre^ung unb Serrficfung 

ober t9ent matt jie^t bte Slfieitte ber ntia(^ftiigtg SBeroitberltcia 

X' unb y' toegl&^t, 

(^)=«+yVr,+[c.(a:-«)^-(y-6),^]>^4:i>^^ _CI?7) 

ÜU ^^ bte toorfle^ettbe (Sbette ttoc^ itt ber Sage XY ^ 
fattb; ({(bete bte S(re OZ eine anormale auf berfelbem jDenh 
man jlc^ nun, ba§ eine Unit, tvelc^e anfänglich mit ber 9it 
OZ )ufammenfa(It; an ber obigen £)reffung ber in 9tebe fie^enbes 
(Ebene iC^eil ne^me; fo tvirb btefelbe auc^ nac$ ber 2>re^ung bte 
Slic^tung einer auf ber gebre^eten unb paxaM ^erräftett &m 
normal ßeffenben Stnie beseid^nem üDa nun bie ©tetd^ung ber 
«re OZ 

ifi; fo |iat man }ur Sefiimmung ber ®(ei^ung 

ber fragli^en 9lormaIen na^ ber 2)re^ung koegen ber Sejit^ 
i^ungen (86) 

x* = zcosa'^', 

y' = 2C0S/?%i ♦♦♦•(13Q) 



woxaui 



z* = zcosy"', 
^ cos«"'' 



- cosy'" 
coso'"' 



♦♦♦♦(139) 



unb bemna^ fftr bie ®te{c|ttng ber Normalen auf ber fragKcJcn 
<2^bene 



§. 125. f)te (Sbm im moume. 323 

foiat 

S3e}et(^net man bte 9letguii8^n)tnfel btefev 9toma(en gegen 
bic aren .OX, OY, OZ refp* mit A, ^£, v, fobaß bie Wetgung^^ 
tt){tt{el bcr fraglt^en (Sbenc gegen bte Äocrbtnateneienen YZ, 

ZX, XY ref^ -|--^ "l"""^» T'~'*' P"*^^ f^ ^^* "*^" ^" 
S« 123 gefefien, baf 

X=a''', ^i=/5% v=/" .... (141) 

ift, baf ftc^ alfo bte ®Ietc|ittng (137) trgenb einer OFiene mit 
$ülfe ber*9leigung«tt)tnfet X, ^, v ij^rer Slcrmalen gegen bie 
brei äxen OX, OY, OZ in ber gorm 

C(>)=:r+jfT/:=:i+[c-Ca:-a)^-^^ ..(142) 

barfleUen lfi§t« 

2)ie (Steid^ung ber J)ur(^f^nitt^Iin{e ber fraglichen gbene 
mit ber Äocrbinatenetene XY, weld^e bie gcrm 

^a(en mxi, ftnbet man ofen(ar, mm man in ber ©leic^ung 
(137) ober (142) ba« tertiäre ®Iieb =0 fe$t unb burd^ bie 
fjierau^ lic^ ergefcenbe Sejie^ung y aU gunftton öon x an^^ 
ixndU ©e^t man alfo in ber ®tei4iung (136) 2'=0; fo erffält 
mau bei SSSegtaffung ber Slfjente an ben ©rögen a?', y, %* unb 
bei ©ubiWtution »on X, ^, v refp* flatt «"', ^'", y*" 

11=6 +c (ar — ö) 

unb bemnac^ für bie ©teic^ung ber fraglichen Durc^fcjnitt^tinie 
mit ber ebene XY 

(n)=a:+r6 + c-^^?^-(:p-a)-5^Vin[ ...*<I43) 

©e^t man in ©lei^ung (136) y'=0; fo fommt 



324 }. 126. jDie dUm im fftaame, 

C08>. 



«=c+6 — — Cx — ä) 



cosv cosv 



ttttb ballet für We ®Iet(^ung ber jDur^fc^nittjIititc bcr tu 9ldr 
flef^etibeti (Ebene mit ber Sbene XZ 

6eftt man ettbKcfi in Oletcjuna (136) jr'=0; fo ergibt W 

z = c+a (y— 6) — -^ 

cosv cosv 

unb ba^er fttr bie (S(e{(^ang ber S)urc^f4inittMintc mit ber 
«Ebene YZ 

(,)=,^ zri+[c+a5^|i^(y^i)^]v :ri/-i •..•C145) 

S* 126* fflenn man für cosa'", cos/?% cosy"' au^ bes 
©ejief^ttttgen <85) iffre SBertj^e in g», ^, j; fubpituirt; fo ttpiU 
man aUe Gleichungen bed vorßef^enben fJaragrap^e^ t>ennittel^ 
ber Siinfel au^gebräift, totldft bte Sbene XY fufiefftt^e um bte 
airen OX, OY, OZ in ben Stiftungen YZ, ZX, XY erKtten 
^at, e^e fte in bie Stiftung ber bafeKfl betrachteten (Sbtnt ge^ 
tommen iß« 

6e$t man 4;=0; fo toerben {tc^ bie früheren ©(eic^unges 

ofenbar auf eine (Sbene DEF 
be^tei^en, toel^e ft<^ unter 
bem äBinfel FGH=9) gegen 
bte (Sbene XY neigt, beren 
gemetnf^af tli^e S>urc(^fd^nitt^ 
linie DE mit ber ditnt XY 
ftc^ unter bem 9ßinfe( EDX=;£ 
gegen bie «re OX neigt^ 
unb koelc^e burc^ einen $unft 
M ge^t, beffen ftoorbinaten 

in »ejie^ung ju ben «reu OX, OY, OZ rcfp* ö, 6, c jinb. 
3fian erfffiU fftr biefe 93orau«fe^ung an^ ben JBeite^un^ 

gen C85) 




|. 127. S>ic Übrnt Hu Stoitmc; 32$ 

008 a*^ = sin (p sin x> ] 

cos/^'^= — sin9)cosx, / « • « • C146) 

C0S)^''=C0S9. 

^terbittc^ ge^t bte ®M^m% (137) bet fragilen $(ene 
Aber in 

Crt— ^4^v^^+[c"Ca?-a)tangysinx+(3hA)tangqpcos2]|/^lJ/"^ 

3ttr Sefltmmung bet 9it($tung ber iRomalen auf btefer 

<SBene f^at man f&r bie Ütetgung^noinfel X, /<, v berfetten gegen 

tie brei Slren OX, OY, OZ toegen ber ©teii^ungen (141) 
ttttb Cl^ 

oosXssin^sinj, 

cos V=: cos 9, 

foba§ bie brei Sffiinfel X, h^ v fammtlt^ Spii ober < -^ f^^r 

wenn 9=FGH fj)i$ unb z=EDX flunij)f ifl; au(f> ifl v=9, 
wad ft(^ im t)oran^ (eurtf^eilen ließ* 

Die ®tei(^uiig (143) für bie Durc^fc^nitWKnie ber fragK^ 
^en ^htnt mit ber ftoorbinatene(ette XY mirb 

ig^=x+[b- i55^^ +(^-«) tang,]l/ ^, .... C149) 

bie ©leic^ung (144) für bie 2>ttr($f((nitt«(inie mit ber &tnt 
XZ toirb 

(^)=a?+[c— fctangycosx— (af— a)tang9sln2] v^ ^1 V" ^ .♦.(150) 



unb bie ®(ei($mtg (145) für bie 2)ur(^f($ttitt«Iinie mit ber QFbene 
YZ »irb 

(P)-»V ^+[c+atang9sinx+(ir*)tongvcosx]K4^1/ ^ ...(151) 

S. 127. Senn bie ©leic^ung (137) ober (142) ober (147) 
in ber Somt 



gegeben toäxci fo finbet man burd^ tote ©retd^ungen 

cosy"' cosv ' 

i ..••C153) 

cosß*" COS/i 

^'" cos/"~" cos ff 

ttnb burc^ bie a9e)tef^ung 

cos' ^+ cos' /« + cos' V = 1 

bie folgenbert: 

cosi = ■ . -H^ _ - , 

cosv =: 



/»+/'+»»' 



Wobut(^ bie m^itm^ bet 9loma!en auf jfener Qhtnt atm Hc 
brei axen OX, OY, OZ tejKmmt tji. 3tt biefcn auöbrirf« 
IJ bte SBurjetflröfe pofttt» ju nehmen, ivtnn man babui« t« 
^K^tung be«ienigen X^eiU« btr iRormalen (tjetc^nen »iff, »rf. 
Jer mtt brr »re OZ einen fri^en SBinfer v Wfbet» SSeaen t« 
©teu^unflen (1483 ober auc^ btreft wegen ©leic^ung C147), « 

»rt(5er A tangysinx unb i7=;tang(p8mx fein muß, k 

man fetnet '^' '^ 

0089=: i . . - t .' 

Ober taiig9=v'^+^ ) ....(155) 

unb tang2= — ^. 

8. 12a ©leljttii« «inet «»ene, »eld»« »nt* ,»«<(!* 
fd^neibenbc ^ttait iinitu «e^t. 

2>ie Oleic^ungen jweiet getaber ginien, welche ft($ i» Sin 



S. 12a IDie 9hm€ fm atomne. 327 

' unb bemfel^ funftt, befTen AoorMnaten refy« a» 6, fttib^ 
( bur(^f4inetben, feien ita^ Analogie ber @(eicl^ung (118) tef))« 

Cp)=x+[6+(ar--a)m]l/=l+[<H-C^-o)n]K^K-l -♦♦(156) 
, ttttb 
Q)=ar+[6+(a:-a)?iii]/ ^l + tc+(x— a)ni] y" ^>/ ^ ♦♦♦(157) 



3fl nun bie ©let^ung ber burd^ btefe (eiben ©eraben unb 
mithin aui^ bur^ beten gemeinfc^aftltd^en Hux^ü^nittipmU ge^ 
^enben @6ene m^ ©let^ung (152) aUgemetn 

V 

C0=x+yV~^+lcH^-ay-Hy-b^]V^iy/'^i, ♦.•♦(15© 

tDortn bte ®xö^tn f unb § {u iefitmmen ftnb ; fo erf ennt man, 
tag n>enn man in ber (enteren (Steic^ung für y ben Sßert^ 
6+(ar— a)m an€ ®W(^ung (156) fubjlttmrt, biefefte für ben 
SBeftor (p) SRefuUate tiefern mup, tt)e((^e mit benen au^ ber 
®Iei4ittng (156) ibenttfc^ ftnb« 9}tmmt man ba^er btefe &vA'> 
ftitution t)or unb fe^t al^bann (eibe SSert^e für Qq) aixi ben 
©teic^ungen (156) unb (158) einanber glei($; fo ergibt fUff nad^ 
gei^driger Stebuftton bie 93e){e^ung 

/^+ym = « .♦.♦(159) 

(Sbenfo mäffen atte Sßertffe t)on (p) au« ®(ei(^ung (158) 
mit benen au« ©leic^ung (157) ibentif(|i fein, n)enn man in ber 
ber erjleren ben SBert^ y=b+(X'—ä)mi au« ber festeren fuJ^ 
flituirt« S)ie« ergibt na($ gef^origer SnttPtdelung bte ^mitt 
S3ejtef!ung 

f+9^i=n, ♦.♦♦(160) 

9ltt« ben (enteren (eiben ©leic^ungen folgt 

- mn^ — ?n|ft 

' m — wi, • 

♦♦•♦(161) 
n — Ui 

bur(^ tt)eI4ie 9ßert|fe bie ®(ei(^ung (156) ber gefu(|ften S^ene 
boUfommen befiimmt tfi. 



328 §. 121K Dk Wfne in Bßxme 

§. 129. eieidftniiii 'einer Cbene, toeld^e ^urd^ fttci gefi 

(ette Vnttfte üe^t* 

Z)ie JtoorMnaten breier ^'unfte tm Staume feien für tc 
erpen r^fr. o, 6, c, für bcn jnoeiten refp« a-f-a^, *+*!, c-k, 
unb für ben brttten refp. a+a^, *+*«, c+cr,» f<^ba§ btc 8d 
toren von bem 9ltt(I))untte bi^ ju einem jeben tiefer bret frak 
refp. bnr^^ 

Cr)=ra+6/ - 1 + cv^^"i v^ :^, ♦ ♦ • • 06?) 

(r,)=a+aj+C6'+6.)V-^+(c+c,)l/^lK-^ — O^^ 

bargcpettt finb* 

God nun eine (Sbene, tt)e((^e bnrc^ ben erfleit biefer |)iuifte 
ge^t, unb beren ®tet(^ung bemna(^ bie allgemeine ^orm 

(>)=*+y^^ -i + Cc+(a^-a)/^+(y-6)9V*^l\^=i -4165; 

beft^t, aucfi bur($ ben anleiten f^unft geffen; fo mug ber SBeit^ 
^on(Q), wenn man barin jr=a+ai unb y^b+b^ fe$t, itcii 
(rj fein, ^itxinx^ erhalt man bie SSejie^ung 

c+(a+a, — a)/^-fC6+6i— 63^=c+c, ober 
ai/+ 6, 5f=C| ♦ ♦ ♦ • (166) 

6oa bie fragliche (Sitnt an^ inx^ ben brttten ^nntt ge^en; 
fo muß ber SSertf^ ^on Cq) an^ ®Iei((iung C165} mit bem von 
(r,) an€ ®tei(^ung (1643 ibentifc^ werben, fobalb man tn ftutt 
©tei^ung x=a+a^ unb »=6+69 feftt» Die* ergiW We 
{Weite Se}ie^ung 

«a/+fta.^=Ca, ♦••♦(167) 

unb ani ben (enteren beiben ®e}ie|fungen folgt 

"•*»-"'*•') ....(188) 

Ol 62 — ^«^1 



§• 130. 8)ie Mm'M Stattme. 929 

euibfKtittrt man biefe Sßertl^e fftr f unb g in bie ®Id(^tttt0 
C165); fo er^&It man bie t>er(angte ®let(^ung ber dUnt, n>e((^e 
bitrc^ bie brei gegebenen ^anttt gefft 



§. 130. Sittien, tpeld^e fid^ üegeii eine Sbene nti^tn, 
anf betfelbett t>et4»ettbifnlat ftel^en ober mit betfei« 

htn ^^atallel finb* 

Senn ftd^ irgenb eine Stnte unter bem fßUnUl oi gegen bte 

SRotmate einer &tnt ober unter bem äBinfel -2 — m gegen bie 

(Sbene fetbfl neigen fott, unb man bejei^net bie 9}e{gttngdtt)intel 
ber fraglii^en Oeraben gegen bte brfei Ären OX, OY, OZ reft). 
mit X, fi^ V unb bie ber 9tormaten auf ber (£(ene gegen biefel« 
ien Sien ref))* mit >'i, fij, v^; fo mug man nad^ (Sleid^ung 
(126) 

GOSAcOsX|-|-C0S^COSfij +C05^COSV| =C08G) «««t(169) 

|^a(en, ober toenn man für cosA, cos/u, cosi; i^re 9ßert|ie avi^ 
ben®letcl^ungencll9) unb fflr cosAj, cosfii, cosi/j iffreSertffe 
autf ben ®(ei^ungen (154) einfftffrt, 

> ■ ^;^7f?j"^_^ » =<^o«^ .-..(170) 

€olI bie fragli^e Sinie auf ber (£(ene per)>enbifular 
flehen ; alfo mit ben 9{ormaIen auf ber QF^ene ))araOet fein; fo 
ij^at man ai=0 ober cos cd =1, mitf^in 

C0SA,C0SA|-|~CO<SA^COSf^l +COSVCO8V1 =: 1 

SU feßen, morau« burc^ benfeI6en @^(uf , mie in §» 124, ®Iei^ 
4iung (130) 

folgt: toenn man für cosX, cos^, cosv i^re SEBertffe aud' ben 
®(ei(!^ungen (119) unb fßr cosXj, cosfi,, cost/| i^re SBertf^e 
avA ben ®(ei($ungen (154) einfahrt; fo erhalt man 

V l+fM^V l + m' + n» * 



SSO §. 131. Die Mnit im ikmmi. 

ttitt ^UtQUi 

——————— ^—^——— ' " ' ■ AAC 2 

m — y 

n L_ = 



alfo 



♦..♦(172) 



_ 1 _ COSVt 



tt)eI4ie Sßettffe für m unb n auc^ mi bev ©(etc^ung (140) fiUr bte 
9lonnaIe genau uBeretnflimmen. 

SBenn bie fragTt(j^e Stm'e mit ber gegebenen ^ene paratfel 

fein fott, fo ]^at man © = -^, cosg}=0 unb ba^cr 

cosXcos^i -|~co^i^cosfi| +cosvj cosv=0 ♦ ♦ ♦ ♦ Cl73) 

ober 

--/'-^m+«=0 ♦.♦ .(174) 

)tt fe^en. jDa {t^ fftr btefen gad in>tf((ien ben beiben ®rö§en 
m unb n nur eine einitge @Iet(|^ung ergibt; fo fief^t v^(xxi, ba§ 
bie ^(ufgabe unbeflimmt tfl, unb erfl bann befltmmt wirb, menn 
vmvi enttt)eber ben 3QBert|^ t)on m ober ben t)on n toidfürlt^ ge^ 
geben ^at S){e Unbeflimmtpett ber ©letc^nng (174) in Seste^ 
l^ung jtt ben beiben @ro^en m unb n fle^t im (2^tt)oer{l&nbniffe 
mit ber 9latur einer Sinie; bereu Sti^itung nur an bie Sebim 
gung ge{nü)>ft \% ba§ fte mit einer gegebenen (Sbene )>aral[el fei« 

{•131. 3toei Sbeitett, tveld^e fid^ gegeneinaitbet «et« 
deit# anfeinattber t>ert>(ttbi{ttlar ftel^ett ober einatis 

ber ^^arallel fiitb. 

X)a ber SBinfel d, toet($en jt^ei Ebenen miteinanber ein« 



S^Xit^tn, ofettiar glet^ bem SSintel i^, toti^m bk iRormalen 
auf btefen iSHntn nttteinanber (tiben; fo ^at man, totm mm 
bte 9}etgungdti^{nfel ber 9lormaIen auf ber (Stnen Sbene gegen 
bte bret «reit OX, OY, OZ refr» mit X, ^u, v unb bie 3ttU 
gntigdwtnfel ber 9lormaIen auf ber onberen dbtnt gegen biefel^ 
hm Aren refp« mit A.,, ^^^ v^ (ejet^net/ 

C0S(D = C0SXC0S^|-hc0S^C0S/U|-f COSl^COSVj ♦♦♦♦(175) 

@teat man bte ©Teilungen ber Reiben (Ebenen in gorm ber 
®Iet(^ung C152) )oermtttetjl ber Äoefftjienten /, ^, /",, 5^. barj 
fo ^at man megen ber ^ejiei^ttngen (154) 



S8enn betbe (Ebenen aufetnonber )>er)>enb{fu(ar fteffen fo& 
len; fo liefern bie beiben t)orfle^enben ©(eid^ungen bie Sejie^ 
jungen 

cosXcosX| *)- COS/4 cos/i| + cost^cosi/j = ♦ ♦«»(177) 

ober 

l+//'i+fl'fl'i=0 ♦♦♦♦(178) 

@oIIen bie beiben (Ebenen einanber paxalUl fein; fo ^at 
man 

C0SXC0SXj + C0S/*C0S/li4"C08VC0SVi = l 

unb f^ierau^/ tt)ie in §♦ 124 (^leic^ung (130), 

^=^i> /*=f*i> v=V| ♦♦♦♦(179) 

ober 

f=fn9=9i -.^.aSO) 



®Ieid^nng einet {tnmmen Cberflfid&e, tpeld^e bnv4» 
Umbrel^nng einet gegebenen ^nrt^e nm bie. Vge OX 

ent^anbett ift* 

$♦ 131«^ SQBenn ber auÄrudC für irgenb einen SJeftor ber 
in ber (Ebene XY (iegenben erjeugenben Jhtroe ober toenn bie 
®(ei(fiung biefer Stnx^t 



832 |. 131«. WMian^ einn: tmiMiWii^^ik^. 

i% Mtin man 

, = F(x) ••..(182) 

^at; fo totrb man ben fHuixud ixt\U Seftor^ fftr t>eit gaS, tef 
fU^ berfelie um ben Sßtnfel <p um bte Sxe OX gebre^et ^oic, 
babur(|^ tx^aUtn, ba^ man ba6 fefunbäre unb terttfire ®tteb ber 
®Iei(^ung (181) (tt)ot)cn ba6 leitete l^ter =0 {{)) tntt brm got 
tor oo89-4-sin9>1/-^i mnUipUiixt ($• 106)/ ober aitc^ tnbm 
man in ben ®Ut<^ungen (82) v^=0, x=0 unb z=0 fe$t 9ei' 
bed ergibt 

ober toenn man bte neuen ^oorbinaten be^ Settor^ ^ mit j*, 
9", z'j alfo bie ®(ei<^ung ber um ben Sßinfel 9 s^^^^^^^^ ^^^ 
buri^ 

(^) = x' + »'1/-1 + z'1/:FIK~i ••••C184) 

batftedt; 

jf'=ycos9,} •♦♦♦(185) 

98enn man ixoi^^tn biefen brei ©(eic^ungen bie ®ro^e 9 
eliminirt; ferner für y feinen SQBertJ^ F(a:) ober F(xO, ba x=jr' 
ift, einführt; fo er^dtt man 

ober toenn man Uit bie Sfjente toieber n>eg(fi^t unb bur^ ^^ 
y, z bie ftoorbinaten irgenb eine^ burd^ beliebige S)re$ung ber 
gegebenen Auroe um bie Slre OX entßanbenen fünfte« be< 
Seic^net, 

Z= + y/ [F(^]'^* ♦ ♦ ♦ ♦ (186) 

unb bemnac^ fßr ben geometrifc^en Drt aller biefer fünfte ober 
fllr bie ©leic^ung ber fraglichen Umtoäljung^fläfi^e 

(^)=:ar+yK-l ± / ÜfU^)7-if^ V ^^ V -1 ••♦♦(187) 
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Go ift s« S. Me JtugeIo(erfIdi(e burc^ bie ttntbre^nng 
be^ ^alfrfretfe^; beffen Sleicl^ttng ffir ben WlitUtpnn% aU 9htS^ 

(p)=x+F(x).]/~i=x+l/r«^:i»v^i:T ♦♦♦♦(188) 

{p> um bte fUxt OX entflanbem ©uiflttutrt man alfo ben 9ßert$ 
V^;*^» fttr FCo?) ttt ©letd^ung (187); fo erhalt man fftr We 
®Iet(^ung ber Stu^tUUxfli^t 

(p)=x+y/^ ± V i^^^?^l/^ll/-i ♦♦ ♦ ♦(189) 

2)tefe ®Iet(^ung ergibt ft(^ auc^ aud ber fJoIargletc^ung ber 
i(uge(o(erfl&($e; tt)el(^e tt)egen ber c^araftenfltfc^en (Stgenfc^aft 
btefer Sl^c^e, ba§ bte Sfinge eined üeben ^tttoxi t)om !Ritte& 
))unfte aud fonfiant {{) 

(p)=r(cosa+sin«cos^j/ -l+^inasing)'/ ^y^ —!)♦•♦ (190) 

fein mu§, tt)orin r fonftant, a unb <;) aber n>t0färK(^ toer&nbtr« 
Ii(^ {tnb^ @e$t man hierin, um ju einem Syfieme t)on reil^t^ 
tDinfligen jtoorbinaten flberiuge^en/ 

rsinacos9> = y9 ) «♦♦♦(191) 

rs\nasin(p = z, 
unb eliminirt a unb 9; fo fommt 

zm + V r»^:^«- jr*, ♦♦♦♦(192) 

alfo fftr bie ©teic^ung ber ftuge(o(er{lä4fe 

ie Jjor^im 

ffienn bie erjeugenbe Sbxx^t eine gerabe Sinie 

(p)=j:+F(ar)V' -i =x+xtanga.V^~l ♦♦♦♦(193) 

ift/ t9el(^e burc^ ben 9tua))unft gel^t unb ftc^ unter bem Sßinlel 
a gegen bie $lre OX neigt; fo erf^&ft man fftr bie®Iei<^ung ber 
ftegelo(erf(äi^e/ beren Seitenlinien ^^ unter bem 9Bin(eI a 



334 §. ist'. €Kfi4uiid cnictt ttmiD^inddflS^e- 

gesell i^e Sbre neigen, mX^t {ugleti^ bie «xe OX tfl, tiOlfytato 
O bie €))i$e be^ Jtege» itlbet/ 

jDtefe ®Iei(^ung ergt6t ftc^ auc^ baburc^, ba§ man in bm 
aQgemeincn Sludbtuife für trgenb einen Seftor ber ftegelobei«' 
f[&(^e 

(())= ^ (cos a -f- sin a cos 9.V^—l-fsina sing) V ^V — ^) ♦••(195) 

bie 2>enination a eined j[eben Seftord gegen bie firt OX aU 
eine fcnfiante, q> unb p a^er a(6 }n>ei t>oneinanber unal^^äitgige, 
tt^iaffirlic^ t^eränberlid^e ©regen anfielt, unb bemjufolge awifc^es 
ben Sejie^ungen 

psinaco89) = y5 \ «««»(196) 

bie ®r(gen q) unb q ettminirt. t>\ii ergibt 

2=+ / a?'tang«a-yS ♦♦♦♦(197) 

unb benina(i^ für bte ©(et^ung ber J(egeIober fläche; bereit @pi(e 
ber 9lu(Ipunft unb beren Slre OX \% 

Wie t>or|>in* 

SOBottte man bie aire ber Äegeloberpci^e gur tertiären are 

OZ' unb eine in ber ©pi^e O auf biefer äxe errichtete ptxptn^ 

bifulare S(ene gur ©runbebene X'Y' annehmen; fo ^ätte mcca 

offenbar 

a?'=2, y'=jf, z'=x 
ober ^ 

X* =y ay'uipii:^« , y' = t/, 2'=a: ♦ ♦ ♦ ♦ (198) 

)u fe^eu; tt)a6 bei einer SItmtnation ^on x unb y 

^ tang« ' •-.•(199) 

otfo für bie ©Icid^ung ber Äegeloberfläci^c bei ben gegenw>ärti* 
gen Jh)orbinatenri(^tungen 
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ergibt 

VbfDlnte SAitge, Xaitgeitte, 9lDtmaleit ftitb 0tDYitial« 

ebene eiltet Stützt int 9tanme. 

§. 132. fidtt^e nttb NiAtnttd eiltet ftntt^enelettteitte«* 
t>ux^ bte (9(et(^ung 
(Ö=a?+yv^ZT+2V'^lv^-T, ♦♦♦♦(201) 

n)orttt 

y=F, (a:) unb 2 = Fa(x) ♦♦♦♦(202) 

tfl, tt){rb affgcmcitt etn aSeftor OM botgcflettt/ wclci^et t>on bem 
9tttQ)>ttnfte O nac^ irgenb etttent f^unfte M einer gegebenen Stunt 
gejogen tji* 

©ubjiitmrt man in btefe ®Iet(^ungen für x ben SQ3ert|> jr+dr, 
U)ortn dz ein unenbltc^ Heiner 3nfrement ber unabhängig ^tx^ 
änberlic^en ®r5fe x bejetc^net; fo erl^&It man ben fßtitox OW 
eine« fünfte« M' berfelben Äurtoe, welcher bem erfleren |Junfte 
M unenblic^ benachbart ifi, unb t)cn bemfelben um ba« unenbK(|^ 
fleine/ aU gerabe ju betrac^tenbe ^r))enelement MM'=ds ab« 
fle^t Sßenn man biefe« (Element MM' ebenfalls feiner Sänge 
unb 9li4itung na^ betrachtet; fo bilbet in bem S)reiecle OM'M 
bie ®eite (OMO bie arit^metifc^e @umme ber beiben anberen 
(Seiten (OM) unb (MMO (f. §. 107), unb man ^at 

(OM0 = (OM)+(MM0= Co) + (cfa) ♦ ♦ ♦ ♦ (203) 

2)a man nun burc^ ©ubftitution »cn z + dx für x in bte 
©Weisung (?01) 

(OMO = ar+dr+ (y+dy) / - r + (2+&) V :ri V ~1 

=«+yV' -'l+«v^^lV ^+dr+dyv^ ^+dzV^4^/~l 
=(p) + dx + djf v^— i + «'« V ^1 V ^ 

er^att, fo ^at man toegen ber ©leic^ung (203) 

(d*)=da:+dyl/:^ + dzV-+ll/-i ♦♦♦•(204) 



326 §. 12a 2)ie <S6cn€ im 9itt«tme. 

gegeben wärej fo pnbet man burd^ bie ©teic^ungcn 



^ cos«'" 

' cosy'" 


cosX 
cosv ' 


'_ COSi^"' 

^ cos /" 


COS/i 

cosr 



^♦♦♦(153) 



nnb bur($ bte S3eiteffung 

cos' 31+ cos' ^i + cos' V = 1 

bte folgenben: 

cos^ = / — --: =^^ 3 

cos^ = --7-^ — ^ - • \ • ♦ ♦ ♦ C154) 



cosv = 



1 



n^oburd^ bie ättc^tung ber Slcrmaten auf j[ener (£6ene gegen bie 
brei «rcn OX, OY, OZ bejitmmt tji* 3n btefen «u^btürfca 
t{) bte SBurjeTgro^e pcftttt) ju nepmen^ tpenn matt baburd^ bte 
9lt(^tuitg be6j[entgen 2:pet(ed ber 9IormaIeit iejeic^nen tt)t((; tt)e(^ 
c^er mit ber ?lre OZ einen fj^i^en SQSinfet v Wbet Sßegen ber 
®Iet4iungen (148) ober au^ btreft n^egen QiUx^mQ (1473, tn 
Wti^iX /■=— tangysinx uttb f7==tang<psinx fein mu§, ^at 
man ferner 

ober tengg)=V'7'-F^ / ♦.♦♦C155) 

/^ 
unb tangx= — -^. 



§. I2a ®Ieidftnitg <i«tr ®btitt, toeldftt ^ittd^ ^toti fidft 
fd^tteibettbe getabe Sittfeit gel^t» 

2>ie ©leid^ungett zweier geraber Sinien, toetd^e ftc^ in Sin 
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Htib bemfeltot fünfte, beffeii Jh)otbtttd ten refy« o, 6, o ftnbf 
burc^fc^neibeit; feien na^ ^(nalogte ber ©leic^utig (118) refp. 



((>)==:H-[6+(a:— a)m]l/^+[cK*-ö)n]K^lK^"J ♦♦♦♦(156) 

Q)=jr-[-[64-(x-a)in|]/^l+[c+(a:— a^ilv" ^V' ^-(157) 

3ß nun bie ©leic^ung ber burc^ btefe (etben ®eraben unb 
mithin ani^ burc^ beren gemetnfc^aftltd^en ZvLx^\ifynitUpmtt ^t^ 
^enben @6ene nac^ ©letc^ung (152) aUgemein 

C(>)=^+yK~l+[c+(^~a)/4.Cy-%]K4^1v^^, ....(158) 

tDortn bie ©rdgen/'unb^ )u (efiimmen ftnb; fo etfennt man, 
baf kt^enn man in ber leiteten ©leic^ung für y ben iffiert^ 
b+{x—a)m au6 ©leic^ung (156) fubjiituirt; biefette für ben 
SSeftor (p) Kefuttate liefern mu§; tt)el(^e mit benen au6 ber 
®(ei(^ung (156) ibentifc^ finb. klimmt man baffer btefe Sub^ 
fiitution t)cr unb fe^t al^bann (eibe Sert^fe fär ((>) an^ ben 
©leic^ungen (156) unb (158) einanber glei$; fo ergibt ftc^ nac^ 
gefforiger Siebuftion bie 93e)ie]^ung 

f+gm = n .♦.♦(159) 

QEbenfo mfiffen aOe Sßert^e x>on (p) au6 ©teic^ung (158) 
mit benen au^ ©(eic^ung (157) {bentif(^ fein, n^enn man in ber 
ber erjleren ben SBert^ y=6+(x— a)mi an^ ber (enteren fub^ 
ßituirt» S)ie^ ergibt nad^ gehöriger (£ntn){(felung bie i)»titt 
Sejie^ung 

f+9^t=n^ .♦♦♦(160) 

9lud ben festeren beiben ©(eic^ungen folgt 

/. tnng — ntiM 

♦...(161) 
n — iii 

bur^ totl^t Sßert^e bie ©leic^ung (158) ber gefuci^ten Sbene 
«oUfornmen befiimmt i% 



328 |. 129w f^ Übern im Stoame 

§. 129. eUiä^nn^ [eiltet 9htnt, toeldfte ^itrd^ btti ^t^tß 

bette tPnttfte fielet* 

X)te ftoorbttiaten breier ^unttt im 9laume feten für beo 
crften tefr* a, 6, c, fttr ben jmeitcn tcfp* a+a^, 6+6„ c+c, 
unb fttr bell brtttcn rcf^ a+n,, 6+6,, c+c«, fobag btc SJcf* 
toren )oon bem 9{ttK))uttfte ii^ gu etnem jeben biefer brei fünfte 
vefp. bur^f 

Cr)=a+6/-i + cv^:^iV':::r, ♦♦..(162) 

(r,)=a+ai+(64-6,)l/^+(c+Ci)]/:f.||/-T, ....(163) 
(rj|)=a+flg+(6+6j)/-l + (c-;}-Ca)V ^iV ^ .♦♦♦064) 

bargefleHt {tnb. 

Soß nun eine &tnt, welche bur(^ ben crflcn btcfcr fünfte 
it% unb beten ©lett^ung bemna(^ bte aHgentefne gorm 

(^)=ar+y\^ -l + [c+(Jf— a)/^+(y^6)yVXV— 1 .^(165) 

beft^t, au(^ burc^ ben }tt)etten fJunft ge^en; fo muf ber SSert^ 
\>on((>), wenn man bann x=a+ai »"*> y=6+6i feftt, gteic^ 
(rj fetm ^itxiux^ erhält man bte fiSejte^ung 

c+Ca+a, — a)/'-K6+6,— 6)^=c+c, ober 
öi/+*i5^=C| ♦♦•.(166) 

©Ott bte fragliche (Sbene au<J burc^ ben brttten |5unft ge^en; 
fo mug ber aSSertjf joon (O au6 ®Iet(^ung (165) mit bem t)on 
(ra) au6 ®rei(^ung (164) ibentifc^ »erben, fotalb man in jfener 
©leic^ung x=a+a^ unb ^=6+6, W* ^iti ergiW bie 
}n>eite Sejte^ttng 

^2f+h9=c^9 ♦♦♦.(167) 

unb ani ben teureren beiben Sejie^ungen folgt 

f ftgCi — 6tCg 

«i^a — «261 *, 

* * * } ....(168) 

g|Ca — «aCt 
a,6a — «aft, ' 



6tt(fUtuttt man btefe SQBert^e fflr f unb jr in Me ®(dcl^ttng 
(165); fo er^&U man Me t>erlangte SHetd^uitg btr (SUm, miift 
iux^ iit itti gegebenen funttt ge^t 



§. 130. 2initn, toetd^e ffdft ^t^tn tint ebene neigen, 
anf berfelben 4»et4»enbi(ntat fieiben ober mit berfel» 

htn patalltl finb* 

SBenn ftd^ irgenb eine Stnte unter bem SSinfel w gegett bte 

9tonnaIe einer Sbene ober unter bem 98tnfel -^ — o gegen bie 

Sbene felbß neigen foK/ unb man be^etc^net bie 9{eigung^tt>infe( 
ber fraglichen ©eraben gegen bie brH Kren OX^ OY, OZ xt\p. 
mit X, ^, V unb bie ber 9torma(en auf ber (Ebene gegen biefet» 
ben Slren ref)). mit ^i, /u^, v^; fo mu§ man nac^ ©leid^ung 
(126) 

GOSAcOS^I-f'COSAiCOSflj -^-COSVCOBVi^^COStO ♦♦«»(169) 

^abeU; ober toenn man fiir cosA, cosa«, cosi/ i^re Sßert^e au^ 
ben®(et(^ungen(119) unb fflr cosXj, cosfti, cosv| i^reffiert^e 
au^ ben ©leic^ungen (154) einfahrt, 

^ i^"'it'^.+.. =<-"' ■■■■<■"«> 

6o(I bie fragliche £inie auf ber <2^bene ))er))enbifular 
ße^en^ alfo mit ben 9tormaIen auf ber Sbene paraQel fein; fo 
j^at man a)=0 ober cosgi=1, mithin 

C0S^C0SA|4-C0S/uC0Sfi| -{'COSl/COSl/i = 1 

Sn fe^eU; n^oraud burc^ benfeI6en @(^Iu^, toie in $« 124/ @Iet^ 
i^ung (130) 

^=^4, ^=fi,, 1/=V,, .♦♦•(171) ' 

folgt: n>enn man filr cosA, cos^, cosv i|^re SBert^e aud'ben 
®Iei(^ungen (119) unb für cosA^, cosfi,, cosv^ i^re äBert^e 
aui ben ®tei4iungen (154) einfflf^rt; fo erhält man 

V i+r+^V l + m' + n» ' 



S30 §. 13i. Ibitübetn im Hattme. 

m — g 

n 1 _ 

atfo 

/^ cosX. 'j 

1 ♦.♦♦(172) 

1 cosv« ' 

f COSXj 1 

tt)el(i^e SSett^e fftr m unb n au^ mit ber ®Ict(i^ung (140) f&v bte 
9lonnaIe genau fi6eretnfltmmeitt 

Sßenn bie fragltd^e Cinte mit ber gegebenen ^ene ))atatte( 

fetn foK, fo ^at man o = -y-, cosco^O unb ballet 

cosXcosX| +cosftcos|Xi +cosvj cosv=0 ♦ ♦ ♦ 401733 

ober 

—f-gm+n=0 ♦•♦♦(174) 

3tt feiern jDa ft(^ für biefen Sad }n)tf(|^en ben beiben ®ro§en 
m unb n nur eine einjige ©(eic^ung ergibt; fo jtefft man, baf 
bie Slufgabe unbeßtmmt ift, unb erfi bann beftimmt tt>irb/ uoenn 
man enttoeber ben 2Bertf» ))on m ober ben t)on n toiUfflrlic^ ge^^ 
geben ij^at* 2)ie Unbejiimmtfieit ber ®tei(^ung C174) in Seaie^ 
l^ung )u ben beiben ®rof en m unb n fle^t im Sintoerfl&nbnife 
mit ber 9latur einer Sinie^ beren 9ii4itung nur an bie fiSebin^ 
guttg gefnüpft x% ba§ {te mit einer gegebenen (Ebene ))aral(el fei« 

§•131. 3t9ei dhtntn, tpetd^e ficift gegettefnanber ttei« 
^tn, anftinanhtt f^erf^enbiftitat ftel^eit ober e{itatt< 

ber iparatlel ftttb« 

Z)a ber SBSinfel o, toeti^en gtoei (Ebenen miteinanber ein^ 
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fc^Iie^ett; offenbar gleich im SEBinfel i^, t9el<|ett bie 9lormalett 
ouf biefen Ebenen mUetnanber btiben; fo ffat mati/ tvettit m«n 
bte 9{etgung6tt)tnfel ber 9lonnaIeit auf ber Sinen (£(ene gegen 
bie brei «ren OX, OY, OZ rcfp» mit X, ^, v unb bte 5Rei* 
gung^tt>tn{el ber Ütonnalen auf ber anberen (f^ene gegen biefe^ 
iben Siren reff)« mit >-,, /Uf, Vj bejetc^net/ 

C050 = C05XCO$X|-j-COS/UCOS^|-f COSl'COSVi ♦♦♦•(175) 

@teQt man bte ®(et(^ungen ber (etben (Ebenen tn ^orm ber 
®tet(^ung C152) t)ermitte(|l ber Äoefftjienten /, g, Z*,, g^ barj 
fo $at man n^egen ber Sejteffungen (154) 

SSenn betbe QFienen aufeinanber ))er))enb{(u(ar flehen fo& 
len; fo tiefem bie beiben ^orße^enben ®Iei($ungen bie Se)ie^ 
jungen 

cosXcosX^ + coSjM cos/U| + cosvcosi/j = ♦ ♦♦^(177) 

ober 

l+//'i+i^i^i=0 ♦♦♦♦(178) 

@o(Ien bie beiben (Ebenen einanber parallel fein; fo ^at 
man 

cosXcosXj + cos^ cos ^ii+ cos 1/ cos 1/4 = 1 
unb ]^ierau6/ n^ie in §♦ 124 ©leic^ung (130), 

X=X^, ^=A«i» v=Vi ♦♦♦♦(179) 

ober 

f=fi^9—9i ♦♦♦♦(180) 



®teifll^iitig efiter f tnmmeit Aberflficlfte, toetd^e bntdft 
ttmbtel^ting einer gegebenen ftnrt^e ttm bie. Vs^ 9^ 

entftanben ift« 

$♦ 131«^ Sfflenn ber ?tu6brudf für irgenb einen SBeftor ber 
in ber (Ebene XY Itegenben erjeugenben Jhtrt^e ober n^enn bie 
®{ei<^ung biefer fturi^e 



3S2 |. 131«. Wkbtfan^ iHifc ttmn^migifl&ii^. 

ift, t00tin man 

, = F(a:) •.*.(182) 

pat; fo toixi man ben fHuixud btefe^ Settor« fftr bm Sau, ba§ 
f[(^ berfeKe um ben Sßinfel 9 um bte Slxe OX gebre^et ^abt, 
babur4i erhalten ^ ba^ man ba6 fef unbare unb tertt&re ®(teb ber 
®(et(^ttng (181) (tt)ot)cn ba6 le^tere l^ier =0 tfl) mit bem %ah 
tot coB<p4-s\nq>\/^i multipUiixt ($. 106)/ ober an^ tnbem 
man tn ben ©leie^ungen (82) v^=0, x=0 unb z=0 fefet ©ev^ 
bed ergibt 

(;p)=x+jfcosf l/'^ + ysin^V^^iV'^i ♦♦♦•C183 

ober n>enn man bie neuen ^oorbinaten bed Seftord g mit x% 
y', z% alfo bie ®Iei(^ttttg ber um ben Sßinfel 9 s^^^^^^^^ fturt^e 
bttri^ 

Cp) = x' + jri/-'i + z'l/4^K~i ♦♦•.C184) 

barftedt; 

jf'=ycos9,J ♦•♦♦C185) 

98enn man s^^f^^^^ ^^^f^^t brei ©(eic^ungen bie ®ro^e 9 
eliminirt, ferner für y feinen SQBertp FC«) ober F(4r0, ba ar=x' 
ifl; einführt; fo erhalt man 

ober koenn man ie^t bie Sfjente »lieber n>eg(fip unb burc^ x, 
y, z bie ftoorbinaten irgenb eine^ burd^ beliebige S)re^ung ber 
gegebenen Auroe um bie Slre OX entßanbenen fünfte« be^^ 
Seic^net; 

z= + V [F(5)]«^« .... (186) 

unb bemna^ ffir ben geometrifc^en Drt aller biefer fünfte ober 
fftr bie ®Iei($ung ber fraglichen Umtt)&(}ung^f{ä(i^e 

Co) = ar+y K-i ± V [fU^?-y' V^W-i - - C187) 



§. 131«. (BMä^vm^ tinn ttmtoAfittngtfld^e. 333 

Go ifl s« Sb, Me Augeloierfldi^e burc^ bie ttmbre^ttiig 
be« ^alfrfretfe^, beffen ®Iet4iung ffir ben Wlittttpm% aU 3bxU^ 
puntt, 

i% um bte Sre OX entflanben« @u(flitutrt man alfo ben 9ßert$ 
/P^=:i« für FCor) ttt ©letd^ung (187); fo erjätt man fttr bte 
®Iet(^ung ber Jhtge(o(erfIa4ie 

C())=a:+y/^ ± V r^^^^i^^V^-iV^i ♦♦♦ ♦(189) 

S)tefe ©letc^ung ergibt {!($ au($ aud ber fJoIargletc^ung ber 
KugeloBerflac^e/ tt)e((^e tt)egen ber c^araftertfKfc^en Stgenfc^aft 
btefer ^l&^t, ba§ bte Sänge etned üeben 93eftor6 ^om !Rttte& 
iputtfte att6 fonftant tß 

(p)=r(co5a-f-sinacos^|/ -l+sinasin^V 4^-/ ~l)»»»(190) 

fein mug; tt)ortn r fonftant, a unb 9 aber toitttüxli^ t)er&nberi' 
It(^ ftnb« @e^t man ^tertn, um su einem ©yfleme t)cn x^^U 
tt)tnnigen jtoorbinaten öiertuge^en/ 

rcosa = :r, 

rsinacos9> = y, ) ♦♦♦♦(191) 

rs\nasinq> = Zy 

unb eliminirt a unb 9; fo fommt 

2= ± V r»^^»^y«, ♦ ♦ ♦ ♦ (192) 

alfo fftr bie ©leic^ung ber ftugeIo(er{{ä(^e 

ie \>orf>im 

ffienn bie erjeugenbe Jhtrt)e eine gerabe Sinie 

(p)=j:+F(ar)V' ^ =ar+artanga,V^~l ♦♦♦♦(193) 

ifl/ toel^e burc^ ben 9tuQ!|)unft gei^t unb ft(9 unter bem SSinfel 
a gegen bie Slre OX neigt; fo er^&tt man für bie®Iei($ung ber 
ftegelo(erft&cl^e; bereu Seitenlinien {t($ unter bem 9Bin(eI a 



334 §. 131«. iMTM^ng nmt ttmtoAIittndlflA^e. 

gesell ifnre Sbre neigen, mX^t {ugleii^ bie Xye OX ifk, «»a^renb 
O bie ®))i$e be^ Stt^tU iilbet; 

((») = or + y |/^T1 + v^ar«tang'a-y» / ^ L V -* ♦♦.♦(194) 

jDtefe ®Iet^ung ergt6t ftc^ au(^ babur^, ba§ ntan in bem 
aQgemetnen Sludbmife für irgenb einen SSeftor bev ftegelober^ 
fläche 

(())=^(cosa+sinaco89.V^ — i-f sinasin^V ^V --l).»»(195) 

bie 2>eHination a eine^ j[eben Seftor^ gegen bie SSre OX aW 
eine fonfiante, q> unb p a^er aI6 ^mi tooneinanber una(ff angige, 
t^iütüxli^ t^erdnbetlic^e ©regen anfielt, unb bemjufolge stvifc^en 
ben Segie^ungen 

Qs\nacosq> = y, } ♦♦♦♦(196) 

bie ®r(gen e^) unb q eTtmintrt £)ie« ergibt 

z= + /a?«tang'a-y«, ♦•.♦(197) 

unb beninac^ für bie ©leid^ung ber j(egelc(erfla($e, beren @))i0e 
ber WuOpunft unb beren ?lre OX ifl, 

ivie ^or^in« 

SQBottte man bie »re ber Äegeloberfläci^e gur tertiären aire 

OZ' unb eine in ber ©pifte O auf biefer äxe errichtete ptxptn^ 

bifulare (Sitnt iux ®runbe(ene X'Y' annehmen; fo ^tU mm 

offenbar 

a?'=2, y'=jf, z'=x 
ober ^ 

x" =y ^«uip^« , y' = y, 2'=a: ♦ ♦ ♦ ♦ (198) 

}u fe^en, tt>a^ bei einer Elimination oon x unb y 

tanga ' 

otfo für bie ©Icid^ung ber Äegeloberfläd^e bei ben gcgenvofirti^ 
gen Jtoorbinatenric^tungen 



§. 132. SAnde uiib m^dttid dm« StwnmOmnM. 335 

ergibt. 



Hhiolutt iän^t, %an^tnte, ^otmaUn nnb 9totmaU 

ebene eitter Stützt int 9tanme. 

§.132. fidn^e nnb Nid^tnnd eined Antt^eneleniented. 

2)ttr(^ bie ©letc^ung 

»ortn 

y=F, (a:) unb 2 = Fa(x) ....(202) 

i% ttJirb affgcmctn ein aScftor OM bargcflettt/ tt)ric^er »on bem 
yiuUpmttt O nac^ trgenb einem f^nnfte M einer gegebenen Stunt 
gejogen iji. 

©ubjiituirt man in biefe Olett^ungen für x ben SBert^ ar+dr, 
»orin da: ein unenblicj fteine^ ^nfrement ber unabfföngig »er«^ 
&nber(i(^en ®t5fe ar bejetc^net; fo er^&It man ben SSeftot OM' 
eine6 fünfte« M' berfetben fturtoe, welcher bem erjleren |Junfte 
M nnenb(i($ benachbart i% unb t)on bemfelben um ba« unenb(i(|^ 
Heine, ati gerabe ju betra^tenbe ^rt)enelement MM'=ds ab« 
flefft. SQSenn man biefed (Element MM' ebenfalls fetner Sänge 
nnb Stic^tung nad^ betrachtet; fo bilbet in bem 2)reie(Ie OM'M 
bie Qtitt (OMO bie aritf^metifc^e @umme ber beiben anberen 
(Seiten (OM) unb (MM') (f- §. 107), unb man ^at 

(OM0=(OM)+(MM0= Qq) + (cfa) .... (203) 

t>a man nun burc^ ©ubflitution ))on o: + dx für or in bte 
©leicdung (1^01) 

(OM0 = ^+cto+(y+dy)/~T + (2+cfc)V':^iV'~i 

=(p) + <to + djf v^-i + rf« V ^1 V ^ 
erl^fitt, fo $at man toegen ber ©(eic^ung (203) 

(ci*)=:(ir+dyl/^ + <fcV4-ll/-l ♦♦♦♦(204) 



336 §. 133. eAiidc etiif< mbltc^ni Stttvatnbog/mi. 

8eiet($ttet man nun iit Sfliigan^^winUl be^ Stax^tntXtmtn^ 
M ds gegen Me bret Slren OX,OY,OZ refp^wU a,/J,yunb bte 
3nHtnat{on^tt>infe( be^felien gegen bte <2^(ene XY, b« ^« ben 
9StnfeI/ tt)el(^en eine burc^ bte Ütic^tung toon <{« unb bie 9re 
OX gelegte (£(ene nttt ber (Ebene XY bilbet; mit q>\ fo ^at 
man nac^ ben Sonnein be« Si. 110 



d, = Kdr«+dy«+&» =d,0 + (^)'+(^y, _C205) 



dx 



•=--^vi+ßir+(2-i) 



i> dy dx 



rf* /. /rfi/\2 . /d 2\'^ M .♦♦♦(206) 



N/'^)'Kiiy 



COS y = -TT- =r 
'^ ds 



dz 
dz dx 



^'+fö)+(i)" 



dz 

dz d X ft\rsm\. 

tangip = ^ = --^ .-..(207) 

dx 



$. 133. S<tt0e efittö enbliclftett fttitt^enbDgeitd itoffclfteii 
3t9e{ geftebettett Vbfsiffeit ^i nttb o?, 

SBenn man bte S&nge eine« ftur^enbogen«, mX^tx s^if^en 
ben SBertJen x=^xi unb x=x2 liegt, alfo bte Summe ber j^i* 
fc^en biefen SBert^en liegenben, allgemein bur«^ ©(eic^ung (205) 
au^gebriidten J(ur)oene(cmenten mit s bejeic^net; fo folgt ani It* 
(annten ©täuben bet Slnal^ftd für bie @umme aller Sert^e, 
n)el(^e man für ds (9Iei(^ung 0205) erj^&It, n>enn man barin bie 
®rji^e X t)on x^ unb x^ bariiren Kft, 



s 
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§. 134. Sattdettte an eittet Antike in it^ettb eittem 

jDa bte SRtc^tung be^ Slemente^ einer ^x^t in trgenb einem 
^Junlte juglei^) bie JWic^tung ber SCangcnte in biefem ?5unfte on*« 
gibt; fo erhellet ^ ba§ bie SRid^tung ber Sedieren aifgemein burc^ 
bte ©leic^ungen (206) unb (207) bargeüettt ifl* 

SSSenn alfo bte ^oorbinaten eine^ gegebenen ^unfte^ ber 
SvixH, an xotl^tn bie S^angente gelegt tt^erben foQ/ ref)>« x^, 
Ifij z, ftnb; ft> er^iält man bie (BUi^m^ berfelben, menn man 
tn ben gormein (206) rcfj>» x^, jfi, 2, für ar, y, x feftt, bte er^ 
l^altenen SBertfie t)on cosa, cos/9, cos/ refp« für cosX, cos^, 
cosi; in ©leid^ung (116} fubflituirt/ unb augerbem in biefer 
@let4)ung o=ar|, 6=yj, c = Zi feftt* Die^ ergibt 

((>)=x+[y,+(x-Jri)^] V -- H [zi+(:r-xi)^]^^l V~l^*(209) 

@e|t man in ber ©leic^ung (201) bad tertt&re ®Iteb ober 
z=0; fo fiettt bie ©leit^ung 

(p)=x+y/— 1 

bie ^rojieltion ber gegebenen Äurt>e auf bie ßbeneXYbar* 6eftt 
man ebenfo in jSIeic^ung (209) ba^ tertiäre ®Iieb gleich nuK; 
fo fleUt 

(P) = ^ + [yi-H(^-^i)^|]i/ -1 

bie 95roJ[eItton ber Stangente an lener Äur^e auf biefelbe ebene 
XYbar* 

Sine SSergleid^ung ber legten beiben ©leic^ungen mit benen 
be^ §^ 100, bur^ toeld^e bie Sage ber 2:angente an eine ebene 
Stnxu beflimmt finb, )eigt nun unmittelbar, ba§ bie |)ro)eftion 
ber 2!angente an einer Rux^t im 9iaume auf bie (Ebene XY au^ 
tint !£angente an ber ^rojieftiott biefer $urt>e auf biefetbe (Sbene 

22 



338 §. 135. 9{onnatfn unb 9{ormale6rafn cmrc Jtucoe. 

x% X)a man ttttn burd^ Seränberung ber Jtoorbinoten bte (f beite 
XY tn j[ebc bcItcMgc Cage bringen fann, unb bcr »orpei^cnbc 
©ae pcW ©ülttflfcit behalten wirb; fo fotgt, bag attgcmcm bic 
IJroiefttcn bcr Tangente auf trgenb eine ebene auc^ bte ^rojef^ 
tton ber Äuröe auf biefe (Sbene in ber ?5roj[eItion be^ Serii^ 
rung^punfte^ berüf^ren toixi* 



§. 135. 9tormaIett nnb Stptmalthtnt auf einet ftnc^e 

im Rannte* 

drgenb eine gerabe iinU, totX^t auf ber Stiftung be^ftnr^ 
soenelemente^ ober ber 2!angente an btefem (SIentente pttptnüta^ 
lax {tept btibet eine 9t or male auf ber ^x^t, unb eine auf ber 
SCangente ))er))enbifular flel^enbe ebene bilbet bie 9lor malebene» 

9Ran erfennt, bag e^ für j[eben $unft einer Rnx^t imac 
nur ünt einzige Sangente, aber unenbli^^ ^itU dtormalen ^ibt, 
totl^t Sedieren fammtti^^ in ber 9lormaIebene liegen« SEBenn man 
bie 9leigungdn)infel irgenb einer 9lcr malen in bemjienigen f^nnfte 
ber fturt>e; beffen jfoorbinaten .r^, jr,, Zj ftnb, gegen bie bret 
aren OX, OY, OZ ref^)* mit X, /«, v unb bie ber SCangente 
in bemfelben |Junfte ber Äur^e, wie i)or|iin, refp* mit a, /?, y 
bejeic^net; fo i^at man megen ®(ei($ung (128) unb n)egen ber 
©Wt^ungen (206) 

COSX + T^ COS/t* + ;t^ COSV = 

ober au(^ 

a;r| cosA dxi cosX 

ober wenn man bie Äoeffijienten ~^^ unb .5?^ ter affgemtv^ 

cos X cos h ° 

neu ©lei^ung (116) einer geraben Sinie refp* mit m unb n bt^ 

jeitbnet, 

Slu^ biefer @(ei^ung {ann bie eine ber beiben ®rj§en m 
unb n befiimmt werben ; nac^bem bie anbere gegeben fein wirb* 
SBenn S)ie« gef((e|^en ifl ; fo fteOt 



§. /36. ßidiixun^Uhmt unb Sangenten tmn fnmimni gl&^e. 339 

(rt==af+[yi+(:p-ar,)fii]/ -t+[z+(x-a?,)iiV ^V ^--(212) 

He ®Iet(^ung Ux fragli^^en 9tonna(en bat« 

Um bie ©(etc^ung für He 9{orma(e(ene in bemfeKen 
fünfte ber Stutzt ^er}uflet(en; Uaviä)t man nur ju (eacf^ten^ ba^ 
He o(tgen SBinfel a, ß, y {ugleic^ He 9Ietgung^tt)infeI ber ^tor« 
malen auf biefer 9lormaIe6ene gegen bte bret Streu OX, OY, OZ 
beset^nem jDemnac^ ^at man tt)egen ®Iet(^ung (142) für bte®Iet((ung 
ber fragttcl^en 9iormatebene in einem fünfte ber ihtrt^e, beffen 
jtoorbinaten X|, y,, z, ftnb, 



((>)=af+.vv^ ^\^ 



LI 



y^^i^z:T,,,,(213) 



ober oxiiif tt>enn man au6 ben ®(ei(^ungen (182) ar unb y a(4 

<2:r 

gunftionen t)on 2 entoicfelt unb bie J)ifferengiaIIoefftjienten -j- 
uttb ^ nimmt, 

az 



Sevft](fttii(|^eteiie, Xattdeiitett, StPtntale tmb 9tovi 
malebettett einer frnmmett S^A^^* 

S. 136. Serft^rttng^eteite tmb Xattgenten an einer 

frttmmeit 9I£dbe* 

3rgenb ein CTement einer frummen gW(()e, beffen ©imen«' 
ftonen nac^ allen 9li4>tungen ^tn unenblitf^ Hein ftnb; fann offene 
bar atd ein unenblic^ fleiner 2:^ei( einer QF6ene angefef^en n)er^ 
ben, n>el^e bie 93erü^rung^e(ene ber gegebenen %\aiit an 
ber Stelle be^ fraglichen Slemente« bitbet 3tgenb eine in bie^ 
fer $kne liegenbe unb burc^ ben Seru^rung^punft ge^enbe 
®erabe tfl al^bann eine S£angente an ber frummen Sl&c^e. 

Se^t man nun in ber allgemeinen ®(ei4^ung 



340 • i 136. SBcrfttmingtebene unb ^necnten 

fftv irgenb eine ^&^t, in tvelt^er x unb y nnai^&ngtg ))er&ni' 
berli(^ ftnb unb z eine gunftion t)pn Uiom, alfo 

2 = FCar,y) .♦•.(2163 

iji, @in 2Rat a:=ar, unb y=yi , »oburc^ 2=F (.r,, y,) =z, 
Wirb, aWbann a:=ra:i+clrr unb y=yi, tvoinx^ zinF(,xi'\'dx^yO 

= ¥(x,,yO + ^^^^dx, = z,+^^dx, übergebt, aW^ 
bann x=Xi unb y=yi +rfyj, tt)obur4) z in F(a:i,y, +ii|f,) 
=F(x,,y,)+ ^^^^J^-»'^ dy, =ri-P^^dyifiber8e?t,unb enbti* 
x=^Xi'{'dxi unb s=:y,+rfyi,tt)obur(|>2inFCar,+darj,y,+dyi) 

+3-^ dyi fiiergefit, foba§ in biefen «u^brüdCen refc. :t- unb 
ayi ax 

^ bie ^jartieUen Differentiattocffijtcnten bcr gunition F in 
dy 

Se^ie^ung ju ben unab^&ngtg ))er&nberli4^en ®rof en x unb y 

bejeit^ncn; fo er^K man bie SBert^e ber JBeltoren »on ^xtx 

IJunften ber gegebenen %\ä6)z, bereu ^rojielttonen ouf bie (Sbene 

XY ein Sted^ted t)on ben unenblitj Keinen Seiten rfar, unb dyi 

bilben tverben. 

3)iefe »ier fünfte felbjl »erben im SRaume allgemein bie 
(Edpunfte eine^ ^araUelogramme^ fein, weld^e^ bad Clement 
ber {rummen gldc^e unb ju gleid^er Seit ba6 (Element ber 93e« 
rfi^rungd{Ia(|e in bemjienigen fünfte barfleUt, beffen ftoorbinaten 

Um nun bie ©leid^ung ber (£6ene )u beflimmen, meiere burc^ 

fo{genbe brei fünfte ber frummen glac^e gefit, 1) bur^ ben, 

bejfen Äoorbinaten Xj, yi, Z| jinb, 2) burc^ ben, bejfen Äoorbi* 

dz 
naten a?, +dafi,y,,z,+ T-^<tei juib, 3) burc^ ben, beffen 

CLX • 

dzt 

jfoorbinaten a?i,yi+djfi52|+ t— * dyy jtnb, braucht man in ben 

«yi 

Sormeln bed S«. 129 nur 



^ 



an (inet Vcummni ^^. 341 

o, =dx^y 6| = 0, Ci=^rfxi, 
«2 = 0, 6a = dyi> ^« = d^^»i 

jtt fe^en* Die« ctgtW für bic fficrt^c »on ^ unb ^ au« bm 
©leic^ungen (168) 

....(217) 

unb bemnad^ ^r bie ©let^ung bev fraglit^tn Serü^tungöetcne 

(p)=^+yV :rr+[,,+(,-a:.)gi+(y-y,)^] / :n V ^1 

....(218) 

Sßcnn man tn btcfer Oleic^ung x=x^+dx^ unb y=yi+dyi 
feftt; fo tt)irb btefclbe 

(())«xi+cte+(y+dy,)V^+(2i+^da:i4^ XiV —1, 

unb man fte^t, ba^ {n btefer &mt an^ ber t){erte ber oMgen 
IJuttltc liegt, beffen Äoorbinaten 

äBenn 9 ben 9teigung«tt)infel ber 9erfi|>rung«e(ene gegen 
bie (Ebene XY unb x ben SBinfel Bejetc^^net, unter tüü^tm ft^ 
bie £)ur(^f4^nitt«Iinte jiener (Sbene mit ber (Sbene XY gegen bie 
Sire OX neigt; fo ^at man koegen ber (Steigungen (155} 



342 §. 137. 9lormaU unb 9lonnale6en<n 

1 



cos 9 = 



v^'+Öi^y+(^; 



) 



ober 



'^^ = ^(^)' + (3^) 



♦♦♦•(219) 



uni 



jDte Sage ttgenb einer Xan^tntt an itt frummen ^läc^e 
in bem fünfte, beffen ^oorbtnaten x^, j^, Z| ftnb, tfl burt^ bte 
S3ebingutigen befhnimt; ba§ fte bur4^ ben leiteten $unft ge^e 
unb in ber S3erü^rung^ebene liege, ober biefer Sbene paraKel 
feu Der erfleren Sebtngung tt)trb ein ©enfige geleiflet/ kvenn 
bte ©leic^ung ber erwo^intcn Cinie bte gcrm 

l^at Cf» ®(ei($ung 118); tt^orin bie ^oeffijienten m unb n no^ 
gan) unbeflimmt ftnb. S)te gleite Sebingung liefert nac^ ber 
©leic^ung (174) gtt^ifd^en ben betben ©r^fen m unb n bte Se^^ 
Jte^ung 

^-« *I-+„=:0 ♦♦♦♦(221) 

9la((bem bte Sine ber betben ®rof en m unb n gegeben tfl; tcixh 
man bie anbem t)ermtttelfl biefer 93e}te|iung beflimmen unb in 
©leid^ung (220) fubflituiren fonnen. 



§. 137. fttotmalt nnb 9tPtmaIetetteit auf tintt ttnm* 

Die ©(eicfiung ber Normalen auf ber frummen ^I&cjfe 
ober auf beren SSerül^rung^ebene in bem ^erüi^rung^))un{te, bef^ 
fen ßoorbtnaten ori, yi, zi ftnb; tt)irb bte aOgemeine %oxm 



auf tintt fntmmm gli^e. 



343 



^aitn* Dte ftoeffi)iettten m unb n ftnb n)egen ber ©leic^ungen 
(172) utib ber SBert^e »cn /" unb ^f a\x^ ben ©Ictc^ungen (217) 



1 



♦♦♦♦(222) 



fi = — 






|)ierna# wirb btc (Sleit^ung bcr ßefut^tcn Wormalcn 



(^)«^+ 



yif(a:-a:j) 



dyi 
dz\ 
dxi J 



/^+ 



21 — 






V^V^*-(223) 



aScnn man bie SReigung^wtnlet ber SKormalen gegen bte 
aren OX, OY, OZ refp» mit X, ^, v bejetifinet; fo ^at man 
wegen ber ©letc^ungen (119), tt^enn man bafeI6p bte SBurjet 
gr6§e negattt) nimmt 



cosA = 



dz, 



^' +©■+(!;) 



rfz.V * 



C08^ = 



dz, 



....(224) 



v/'+^)"+(|^) 



? > 



cosi; = 



^<+(S^) +(ii^)' ■ 



3n biefen ®{ei^ungen ifl bte SSur^elgrofe ))oftttt) ju ne^« 
men, tvenn btefetben bie StidSftung be^jienigen 3::^etled ber 9{or' 



344 §. 137 9loniiat(beneii anf dnet {rammen gl&^e. 

malen (ejeic^nen fottett; mX^tx mit ber 9re OZ einen ^^ii^m 
Sßinfel 1/ einfc^Itegt 

Srgcnb eine butc^ bte 3lcxmaU gelegte ober auf ber ©e* 
rfifirung^eiene tm S3eru^rung^punfte ))er))enbthilar ftefienbe QFbene 
bilbet eine 9tormaU(ene auf ber frummen glätte« 3^re ®lei> 
(!^ttng koirb bie aUgemeine ^orm 

(p)=a.+yV -l+[2i+C^-:r,yi-|-(y-»i)i^i]>r^\^ ^1 --(225) 

liai^en (f. (Sleic^ung 152), tt)ortn bie Jtoefft}tenten ^ nnb ^^ 
no(^ nfi^er )u ieflimmen ftnb. S)ie SSebtngung, ba§ bie frag^ 
li^t (Sitnt auf ber Serfi^rung^eiene per))enbtfu(ar flehen foOe, 
liefert »egen ®Iet(^ung (178) unb wegen ber SJBertpe »on f 
unb g aui ben ®iei(^ungen (217) bie Sejiepung 

tDoraud bie (Eine ber beiben ®rofen /*, unb gr, gefunben tverben 
fanU/ nad^bent bie anbere gegeben i% 



ßinpt ^bfd^nxil 



ihtet dnantität unb Sage iitt flflaume^ 

§. 138. anantit&i tiutt ^Uä^t unb 9lää}tntin1$tit* 

!Bon ben räumlichen ®xi^zn, ml^tn iai SRetfmal ber 
Duantttät unb ber SRtc^tung jufommt; |ia(en tt>ir in ben ftfl^e^ 
ven $lbf4imtten nur bie Stuten, al^ btejientgen ®xö^tn ittva^* 
M, an benen jiene (Stgenfc^aften tn ber etnfa^^flen äSeife au^ge«' 
pxaQlt ftnb* 

(Sine anbere klaffe räumlicher ®rd§en, bie unter ftc^ in 
fi^nli^en Seiiepungen ftt^m, tt)ie bie Sinien, ftnb bie Sl^^f^«/ 
fobalb biefelben nacji t^rer SUt^enaudbe^nung unb nacji ipren 
gegenfeittgen Sagen im Slaume in SBetrac^t gebogen tverben. 

2)ie Quantität einer gläc^e if} bie abfolute ®ro§e {|>rer 
Slu^be^nung nac^ gmei jDimenftonen be« ätaume^, fo(a(b man 
{t(( biefelbe in einer (Ebene ausgebreitet benft« 2)er 93egrif 
t^on ber ® rd§e ober üudbe^nung einer JDberfläi^e ifi ein aus ber 
@innenn>elt in glei^er Sßeife abflfa^irter urf))rflngli^er Segrtf, 
toit ber ^on ber ®r(§e ober S&nge einer Sinie« 9Ran erfennt 
lei^t, bag beibe Strten »on ®r$^en, bie Unit unb bie S^&c^e, 
»oinommen ungleichartig ftnb, unb ba§ man burcb 93erfD(gung 
ber Unterfud^ungen ber frfifieren Sl^fc^nitte fiber Linien, niematt 
aufben {Begriff ber ®r(§e einer Slac^enaudbefinung tvürbe fommen 
Unnen^ Um über bie festere %xt ^oxt ®r6gen Betrachtungen 
anfleQen )u fonnen, ifl eS bemnac^ not^menbig, juioorberß ben 
®runb(^arafter ii^rer Quantität fefl)u{leKen , um barauS eine 
(Sin f^eit ab}u(eiten, auf totl^t fx^ alle übrigen gleichartigen 
®rd§en besiegen unb burc^ tt>elc^e ftc^ biefelben meffen laffem 
jDiefer ®runb^arafter ber gtac^engrogen (priest ftd^ nun au« 
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in itv f(^on tttoa^nttn 8lei($)eit{gett 9tt«be^nuttg na^ 
itoti jCtmenftonen^edÜtaumed; ober m^ ben (eiben jDiincii^ 
ftonen din unb berfeI6en Sbene« 

(£^t toix im @tanbe fein Q)erben; bte 93e){e^uttgett axit^mt^ 
ttf(^ }tt tntwidtin, in tt)e(c^en loerf^^tebene Stadien tfiret DuantttAt 
nac^ Sueinanbet ^tfytn, mfiffen tt)ir eine beutlic^e SorfteKung 
))on ber (Sntfie^ung unb ^orth'Ibung ber %l&^tnx&nm ^abtn, 
tottt bie t)erf(^iebenen C))eraticnen ber SCrit^metif nur eine 
{ontfeinirte Slnn^enbung btefer 93tlbttngd))rin)ipien jum 3^^^ 

SBir f(^Ite§en ^ier^et, tt>ie bei ben Linien, ba^ eine ^fic^e, 
ald abgeft^Ioffene^ ©ange/ }ut)örberfl eine ©ränje j^a^en mfi^e, 
unb bag eine ^oxU ober 9lud6i(bung berfelben in ber unenblic^tn 
Steige aOer gleichartigen ©roßen nur burc^ eine fletige Bewegung 
jiener ®rän}e erjeugt toerben Urne* Sei ben Sinien ti>ax bie 
®r5nje ber einfache; au6be^nung6lofe ^mttt ba berfelbe feine 
Sonn befa§; unb ba ber QT^arafter ber Duantitat einer Sänge 
in ber (Srflredung na^ einer einzigen Dimenfton be^ Stauntet 
beflanb; jiener $unft {t($ alfo bei ber ®rofen(i(bung nur in 
berfetben geraben Sinie fortbemegen fonnte; fo mu^tt bie Ouan« 
tit&t ober Sfinge einer Sinie offenbar »on ber gorm iprer 
®ran}e unabi^ängig feiu; inbem biefelbe für aOe Sinien eine 
gleiche au^be^nung^Iofe ©röße toax, unb au§erbem mu^te bie 
gorm affer jiener ©rofen t)on ben t)erf4iiebenflen Duantitöten 
biefeße einfädle ©eflalt annehmen« Sei ben ^fic^en (welche, 
koenn e^ ni^t au^brficflic^) bemerft i^, fletd ald eben angefe^en 
werben) ifl 2)ie« nit^t ber %aU. 3^re ®rdnje ift bie (gerabe 
ober frumme) ?inie* £)a biefelbe fetbfl au^be^inung unb gorm 
beft^t; fo tofirbe fte tt)£^renb i^rer Semegung ober tofi^renb ber 
SBeranberung i^rer Sage auc^ jiene (Sigenfc^aft namlit^ i^re %oxm, 
änbem fonneu; unb %\&^tn erjeugeu; toc^t bei gleicf^er Üuan^ 
tit&t öerf (Rieben geflaWete Orfinjen befi^en* ^ieraud folgt, baf 
bie ®ro§e einer glatte t)on i^rer äußeren gorm abhängig fein 
toirb« 38enn e^ nun be^uf Sefh'mmung ber Sänge einer Sinie 
nur erforbertic^ n^ar, einfa^ bie ®rofe anjugeben, um tveld^e 
ft(^ i^re ®rdnje; ber ^unft; in einer gett>tffen 9lt4itung bewegt 
^atte; fo wirb ed jie^t befiuf 93e{limmung ber $(u^be^nung einer 
9(&($e neben jiener Sngabe nod^ erforberlic^ fein, iai ®efe9 ava^ 



itnb glftc^meinl^t 
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gubrüden, m^ ml^m jiene ®rän}e »fi^renb tprer Sen^egung 
in einer gemijfen 9li4itung i^rer %cxm gefinbert ^aU 

S)ur(^ bie flettge Setoegung einer geraten Sinie paxaUcl mit 
fi(^ feli^fl unb in einer auf i^r ))er^enbifular {lepenben Ütic^tung 
n)irb man nun aüt moglicf^en a(foIuten e^äc^enquantitaten 9cn 
bem SSert^e M^ oo erjeugen ffnnen; bei glei(^)eittger 93aria' 
tion ber ^txm jiener Sinie nac^ beliebigen ®efe$en ti^irb man 
aBbann auc^ alle g^äc^enräume 9on benfelben Duantitaten nnb 
t>on ben t>erf(^iebenartigflen formen barfieKen fonnem 

dene erjeugenbe Sinie bilbet im erflen Slugenbltcfe ifirer Se^ 
megung ben 9lun)>unft aQer i$Iä($engrofen. (S^ leuchtet tin, 
bag bie abfolute Sänge biefer Sinie, burcfi beren 93en>egung ani 
einer urfprflngH^^en Sage man alfe Duantitaten )Don gidcfien 
t)on bem SSert^e bid qo erjeugen n^id; itoax beliebig groß ober 
nein, aber burc^aud ni^t =0 angenommen tt^erben fann, wtii 
fi4> biefelbe fonji auf einen ?5unft rebujiren würbe , burt^ bejfen 
Bewegung leine ^la^t befc^rieben »erben fann, ba§ atfo nur bie 
Sinie unb ni4>t ber ?Junft aW 5Rutt}>unft atter gläc^enquanti^ 
tat angef^^en werben fanm 

3(1 nun YOX irgenb eine unbegränite (Sbene im Slaume, 
OX irgenb eine gerabe 2lre unb OY bie auf OX ))er))enbihilar 
flefienbe Site; fo fei AB gleid^ ber Sdngenein^ett X, S)enft man 
{t(^ biefe Sangeneinf^eit AB in eine folc^e Bewegung gefegt; bag 
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jie fortwa^renb ber «re OX parallel iUiit, unb ba§ |t(^ ein 
ieber ii^rer ^unttt parallel jur Slre OY in ber JRic^tung OY 
(ewegt; fo wirb biefelbe fu()eff!))e in bie Sagen AB, A|Bi, CD 
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§. 139. SSeßnmmiiie bei ffliO^in^aUtB 



A3B2 etc. tovmm uni ba^ei an fletige« ®9flem wn Sl&c^m« 
quantttdten it^^xtiitn, wn weltfern bte gl&^ett AB=0, ABB , A , , 
ABDC, ABB2A3 etc. etnselne ©lieber (tnti. £)iej[emge ^la^c, 
ABDC, meiere man er^&tt; na^itm ein jieber ^mtt ttx S&ngen« 
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ein^ett AB einen fftanm AC=BD= ber edngenetnl^eit AB fe»{} 
burc^Iaufen ^at, atfo bie Stacke be^ über ber Sängeneinfieit (e^ 
fi^rieienen JDuabrate^, (tibet al^bann bie ^lä^^enein^eit, 
burc^ ml^t bie Ouantitäten ottet äbrigen glac^en ebenfo ge^ 
nteffen n^erben, n)ie bie Sangen burt^ bie ^ängeneinfieit unb bie 
abfoluten ^al^Un burc^ bie Sc^^Uncin^cit U Sejeic^nen toix biefe 
gl&^enein^eit bur^ <Z>» 



§. 139 fBtftimmnn^ bt^ ^Ud^ettinlftalte^ eine^ ffttd^t* 

ecf e^ attd feinen beiben ^tiitn* . 



® enft man ftc^ fott)ol bie ^tUt AB=X, n^ie bie ^tiit kC'^X be6 
bie $(&(^enein^eit <Z> barfleltenben Ouabrated ABDÜ in n gleid^e 

SCffeile getfieitt, »on benen alfo ein jieber bie Sänge — befi^en »irb, 

Im 

nnb bur(^ bieauf ABentfle|ienbeniC^eiIpunftemitberSCreOYttnb 
bur^ bie auf AC entjie^enbe Xf^eilpunfte mit ber Site OX ^aral* 
leten gebogen; fo xoxxl baburc^ ba^ Duabrat ABDC cfenbar in 
n^ einanber gleiche Heinere Duabrate {erlegt/ t)on tenen ein 

lieber ben (^iat^eninpaU —^ beft^t* 

3ft nun AEE9A, ein Ste^tetf, beffen Seite AEp foU^et 
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« 

^tilt, »on betten feber = — tjl, unb bejfen ®titt AA, 

X 

qrberftletd^en X^txlt entfiäW, fobaf bte Sauge t)on AE=p — 

unb bte »on AA^ =q — #; foleudptet tin, mm mon fic^ 

iüxüf t»ie SJ>eit>)unIte ouf AE unb AA, tefp. mit OY unb OX 
^axaUtUn gejogen benft^ ba§ ba« Sle^ted AEE^A, eine ^nja^I 
=P7 foI(^er neineren Duabrate enthalten tvtrb/ von benen ein 

jiebe« = -^ ift S>ie Sr&c^e V bed aeba^ten diec^tede« iß 

bemnac^ 

b* ^. btefe^ 9led^tetf enthalt ^ gW^enetn^eiten* 

Sejetc^net man nun bte Sangen ber @etten AE unb AAj refp« 
mit a unb b unb bte abfotuten 3^^^"/ ^elc^e beren 93er^ 
paltnig jur Sangtnetnfiett x angeben; mit a unb ß, fobag 

a=aX unb b=ßX 
ober 

«=„ unb \ = ß 

ifi; fo Ieu(|tet etU/ mit na(fy bem JD^tgen bie Sänge a au^ 

=p. — unb bte Sdnae b=q. — fein fott, worauf 
n n 



folgt; ba§ man 



«=£. unbA=i 
X n An 



£-==a unb '^—ß 



fiaben müjfe* 

©ubjHtuW man bfefe SBertl^e für -^ unb -3^ in ben «u*» 

brud Cl) ; fo erf^alt man ffir bte Slad^e be« Sted^tede« AEE, A,, 
beffen Seiten tefr* a=aA unb 6=/3X ftnb; benaSJertf^ 

y=aßO ....&) 



350 S- 139. ga^fflin^alt eine« BMi^tede^. 

|)terin Uiti^ntn a unb ß gtDci abfolute Sagten, tt>el($e ba^ 
93er^a(tni§ ber ©eiten a unb b }tt ber S&ngenein^ett ;i an^* 
ixüäm unb a> tfl bte ^a^tntin^tit. 

t>tx Stnfac^^ett n^egen ifi e^ nun uMt^; tn ben soorflef^en^ 

bcn Sludbrud für a=-^ unb /?= -r- unmittelbar bic artt^mc' 

ttfc^en 3^t(^cn a unb 6 für t^re abfoluten Sangen etnsufü^^ren 
unb bad3^t(^^n O fiir bte Släcf^enetnf^ett iu unterbruäem SSenit 
man ^terna(|^ ben 2Bert^ ber ^läc^e bed 9le(^tec!ed AEE3A3 

fi^rctbt; fo fe^t man immer jliltfc^ttJcigenb »orau^, ba§ bic beu 
ben Stnien a unb 6 bur^ biefelbe Sängeneinffett gemeffen feien, 
unb ba§ ftc^ ber numerifc^e äBert^ bed $robufte^ ab auf ^ä^ 
d^enetn^eiten be)ie^e, benen j[ene Längeneinheit }um ®runbe liege* 
a^ n)äre jfeboc^ ganj irrig; tt)enn man ben toorfle^enben Ku^ 
bnirf C3) fo beuten n^ottte, ba§ ber gldc^eninfialt tint€ ffttifyU 
ede^ glei($ bem ^robufte au^ feinen beiben Seiten a unb 
6 tt)dre; berfclbe jleUt nur in abgeWrjter gdrm ben inx^ bie 
gcrmel (2) au^ge^rod^enen 6aft bar, ba§ bie angabt ber ^ä^ 
(i^enein^eiten eine^ Ütec^tede^ gleit^ bem ^robufte ber $(n)a^Ien 
ber Sdngeneinfieiten feiner Seiten a unb b fei« 

jDad borßefienb aber bie Sered^nung be^ e^dd^enin^alted 
eine^ Stec^tecfe^ ani feinen Seiten ®efagte gilt gn^ar nad) ber 
babei gema^iUen 3Ret^obe nur für folc^e Stec^tede, beren Qtittn 
a unb b in Segie^ung gur Sdngeneinl^eit A {ommenfurabel ober 
für ti>tl(S)t p unb q rationale Sa^^tn ftnb, m\^t al^bann au^ 
immer gange S<^^^t^ tt)erben {önneur n^enn man bana<^ nur bie 

®rö§e bed obigen ZptiM — ber Cangenetn^eit ober bie ®ro§e 

ber 3a^t n ge$6rig todpit« Da nun aber au^ befannten arit^* 
met^ifi^en ®ränben atte @d$e, meiere t)on ffimmtli(^en rational 
len 3a^Ien gelten, an^ für bie irrationalen Sultigfeit ^aben; 
fo folgt, bag bie obigen Siegeln auc^ auf Stec^tedCe mit irratio^ 
naien unb bemnac^ auf aOe 9le4^tecfe o^ne Stu^na^me Slnmen^ 
bung finbem Sei ben SRec^tecfen mit irrationalen Seiten braucfite 

man p($ an^ nai^ $♦ II» ben ^üi — ber Sdngeneinl^eit nur 



9Ii4Minf)att ireenb etnec ebenen Sfgur. 



3dl 



unenblt^ Hein ober bte 3<t|^I n unenbltc^ groß )tt benfen, ti^O' 
burt^ btefe Seiten ben rattonalen gleich tverbem 




$.140. Vlldemettte Se^fntmoitd be« SUd^eitiiilftaüte« 
itgeitb einet eteneit $i(|tit ati^ i^vet Segrfingtittd^ 

Sbttxa^ttn tüix sut)orberfl tint $tgur AAiGBiB, n^elc^e 
auf bet unteren @ette bur4^ einen Z^dl AB ber %xt OX, fett^ 
to&xU bur^ itüti Z^tilt AA| unb BB| ber in A unb B auf 
OX t)erri4)teten ^erpenbifel unb obermärt^ burc^ eine beliebige 
jturt>e A|GBp bie fiberaff gegen OX fonfa\> ift unb aufer^ 
bem )tt)if^en ben in A unb B auf OX errichteten $er))enbifeln 
AC unb BD liegt; begr&njt ift* 

2)iefe ^i^nx tarn baburc^ entftanben gebaut xotxitn, ba^ 

ftc^ bie Sinie AB aufwärts 
bett)egt, inbem fte gleic^geitig 
i^re %oxm dnbert unb in bie 
ber Sinie AiGB, übergebt* 
jDie {Jormöerfinberung ber 
Unit AB fann aber folgen»^ 
bermaagen auf eine fefie Sie* 
gel gebracht tt>erben, bie in^ 
glei^ ein SKittel jur SefKmmung be^ babei bef^^riebenen S(d^ 
(benraume^ an bie J^anb gibt. 

Wlan benft {t(^ ndmli^ bie AB in i^re demente; ivie EF, 
]»on unenblit^ geringer Sänge dx serlegt; unb nimmt an, baß {i$ 
tin jiebe^ berfelben j^araüel ju ber äre OY fortbewege* 2)iefe 
Elemente befcbteiben aber nic^t aDe gleicbe Bege; fo befcbreibt 
ba^ bei A liegenbe Clement ben SBeg AA|, ba^ bei B liegenbe 
ben SSeg BB|, ba^ (Clement EF bemegt ftc^ burcb ben 9taum 
EG ii^ in bie Sage GH u. f. f. 2)a^ ®efe$ nun, na^ mU 
d^em bie einjelnen Elemente ber Unit AB in ber 9ti(^tung OT 
wxxüdtn, tann offenbar baburt^ au^gebrädt »erben, baß man 
ben Slbflanb trgenb eined dUmtnM, toit FF, t)on irgenb einem 
fefien ?JunIte ber «re OX, j.S5. t)on O, alfo bie Sinie OE mit 
X, ferner ben ))on bem (Elemente EF=<b: in ber Stic^tung OT 
burd^Iaufenen SßegEGmitjfbejeid^net, unb y aH eine Sunftion 
wn X angibt. jDiefe Sunftion 



EF 



B 



352 



§. 140. 8l&4«m]i^ itqioA einer ebenai S^dur. 



wirb btefelbc fem, m\ä)t gtt)ff(fien ber Orbtnate EG = y uttb 
ber Sbfjtffe OE ber Äurioe AjGB,, njeld^e bie obere Segrdn^ 
iutig ber fraglichen <$Iäd^e bitbet, ftattftnbet 

SRac^bem bte ©leit^ung (4) gegeben tfl, jieHt jic^ ber orit^* 
metifc^e ?lu«bru(f für bie ®rö§e ber gtac^e AAjGB^B leicht 
bar, wenn man Uai^ttt, baß ein jieber mit OY paratlete ©trcifen 
berfelben, »te EFHG, wegen feiner unenblic^ geringen ©reite 
EF, wie ein fRti^ttd 5[)on ber ©reite EF = rfj: unb Don ber 
^J^e E G = y angefe^en werben fann* 2)te gtäcfie biefer cle^ 
wentaren gläcfie wirb bemnad^ unter Serüdfic^tigung ber in $• 
139 n5|>er erörterten ©egriffe burcf^ 

ydx=:F{x).dx 

bargepefft* ©ejeii^net man nun bie Slbfjiffe OA mit a:, unb 
bie OB mit ar,; fo i|l bie gWc^e AA, GB^B gteic^ ber ©uuime 
aller ber SBSert^e ber »orfle|>enben gormel, weI4>e man er|>Stt, 
wenn man barin fufgeffiDe für x bieSBert^e ar^, x^-^-dx, xi'\-2dxy 
xi+Sdx,...x^—dx fubjlituirt* Die anal^fe« le^rt, bag Wefe 
Summe Hx^ iai befiimmte integral 



^9 

= /ydx 



♦ ♦♦♦C5) 



a?, 



bargepettt werbe, worin man für y ben SBertl^ in x an^ ®UU 
c^ung (4) jtt fubjHtuiren ^aU 

3|l enblic^ affgemein ber gldcfienin^att einer gigur A'A"B'«' 
8tt beflimmen, welcfie feitwärt^ burcf^ bie auf OX errj^teten ?5er^ 
})enbifel A'A" unb B'B" unb oberhalb unb unteri^atb burtj bie 
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§. 140. ^ä^^nAv^tt bc^mh dner cbenm ffi^t. 353 

ÄttTt>cn A"B'' «nb A«' Begrdttat ifl; fo leud^tet ete, ba§ »enn 
mott bte Orbinate EE" irgenb eine« fünfte« ber oberen «urbe, 
weld&e bcr «bfjtjfe OE=ar ongelfört, mit y" bejeic^net, fobag 
man 

fiat, ber gWc^enin^ott ber gigur AA^B^'B burc^ * 









tatgefleOt tvtrb, worin art=OA unb »,=06 {{b 

IBesei^net man femer bte Orbtnate EE' ber unteren fturve, 
wel^c berfelben St^fiifTe 0£=a; angeftfrt, mit y', fobafi man 

iKtt; fo wirb in gleicher äBeifc 

r' 

"=Jydx 






ber Su^brnd f&r bie Siac^e AA'B'B fein. 

@($neibet man bie Untere %l&^t t)on ber erfleren ai, tvatf 
arit^metifi^ bur^ bie Operation ber @u(traftion bewirft wirb; 
fo erhält man für bie gläc^e A'A"B"B'=V ben Su^brutf 

V"-V'= 



*i *» *i 

V = fy''de—Jy'dx==/(jf''-yO dx .... (8) 

«Ti 4^4 »Ti 

3n bem üu^brude auf ber rechten Stitt biefer ©teic^ung 
ifl offenbar bte ®rö^e y''— y'=E'E"; jiener »u^brud würbe 
alfo bem ^aUt entfpre(^en, wo man fid^ bie gläcf^e A'A"B"B' 
in ber SQBeife entflanben backte, bag ftd^ bie Elemente ber unte^ 
ren ftur^e A'B' in paxaütUx 9ti(l^tung ju ber %xt OY Hi in 
bie entfprec^enben £)rter ber oberen ßttrt>e A"B'' betoegtem 

23 
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§. 141. ffiSuMlaai^U tinH ^naMtcccptit^ ic. 



§. 141. 9l&ä$tuiu%alt tiut4 V^atalUtttapttt^, eitte# 

m 

A'A"B"B' fct irgcnb rin ^aralleltrapej mit ben para^ 
lelen ©etten A'A"=a unb B'B"=6. 5Kan benfc ft(f> Mc am 
beren betben @etten bt^ gu tf^rem jDurc^fc^mttdpunfte O unb bte 
paxaUtUn @etten beliebig nac^ A unb B t)erlangett* stimmt 




man hierauf ein aui bem fünfte O ouf bte dti^tnni ber porol- 
Wen Seiten gefdOte« ?JcrpenbifeI OX aU bic obige abfjijfcnare 
nnb bie 8lt<^tung OY j[ener ^axaUtUn felbfl aW bie Örbinoten^ 
axt an, errid^tet in irgenb einem ?)unfte E jwifd^en A unb B 
ba« ?Jer))enbifeI EE'E", bejeid^net OA mit x,, OB mit x,, 
OE mit ar, EE' mit y* unb EE" mit y"; fo ^at man, »eit 
A'A''=a unb B'B''=6 x% bie befannten ®ejie^ungen 



a _y'' — y* 6 



moraud 



9 






♦♦♦♦(9) 



3 



olgt* @e^t man ben (Einen ober ben anbeten biefer betben 
SBert^e für sf"— jfS J. ©• ben erften, in bie gormel (g); fo er* 
l^cilt man für ben gl&c$enin|»alt be« $araaettra))e)ed A'A''B''B' 



=/— afdir= 



g 
2x, 



(x2«-ar,«) 
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§. 142. 8l&4<iHn^tt ciM Jtrrirrt. 355 

@e9t matt bett ))er))enbtfulateit 9bßanl) ber bfftett ))arallelett 
Selten ober btc ^öje be« |JaraBettra^)eje^ AB = ar9-"Xi =A, 

unb beachtet, bag wegen ber ©leic^ungen (9) -^=— ifl; fo 

loeretnfad^t ftcf» ber t>orflef^enbe äudbrucf ffir bte Stäche bed fof 
radeUrapesed auf bte befannte {formet 

gür ben gaff, bag man y"— y' fonflant =6 ^ätte, würbe 
fic^ ba^ ^Jaralteltrapej A'A"B"B' auf ein ^Jarallelogramm 
Don ber ©runblinie 6 unb ^on ber ^ope h rebujiren* SOlan 
cr|fält für ben gläd^entnl^alt be^ Se^teren 

Y=Jbdx = fiCarj— ar,) =6A, • . ♦ • 00 

waö einer ©ubjKtuHon »on 6=a tn bte gönnet (10) entfprt^^t 
®e^t man in ber gormel (10) fSr ba^ |>ara((eUra))e) bte 
Ctne paxaUtlt ©eite o=0; fo ftefft 

V=:i6A ♦•••(12) 

offenbar ben glfic^eninffatt etned jDreteded t)on ber ©runbßnie 
b unb ber $£^e & ban 



§. 142. ^Ud^entttlialt eine^ ftreife«« 

SQSenn man fi(^ ben ^unft O tn ben Umfang unb bte Sljce 
OX tn bte SRtcfitung etnc^ Durd^meffcr^ be6 gegebenen Äteife« 
gelegt benft, unb bie Sänge be^ ^albmcffer^ mit r bejei(^net; fo 
finbet man für ben in bie gormel (8) an bie ©tctte ^on y'^—y' 
gu feftcnben Sert^, welcher offenbar bie Summe ber abfoluten 
Sangen ber beiben Orbinaten ber Ärei^Itnie über unb unter jener 
Stre fein wirb, J 

unb für ben gefuc^ten glät^enin^alt be^ Äreifeö 

2r 

V=y2/27i^ar>.da:. 





356 §. 143. SH^tmid <in«r ebenen ^l&^. 

/ 

iß; fo finbet man (eid^t 

2r 

V= /-/ 2ra?-a?».ite=r*Ärc.cos(— D— r^arc.cosl=Är^ ♦♦•♦Cl3) 



oM eine (efannte e^omtel für ixt Rxtiifl&^t ^ovx |)aKmeffer r. 

§. 143. 9tiä)tuni einer ebenen Slfid^e« 

Sud bem SBorße^enben ^at ntan gefc^en, tok bie ebenen ^ä^tn 
t)on ben ))erf(l^teben{len Duantttäten unb ben manni^falti^tn 
{formen burc^ bte 99ett)egung ber einzelnen Z^tiU ober (Elemente 
einer geraben Sinie OX, toti^t na^ beiben ©eiten unbegr&ngt 
gebac^t n)irb ; in einer auf biefer Sinie per))enbifularen 9ti(|»tung 
OY eraeugt tt^erben f£nnen. 

2)ie $Iä4^en t>on t>erf(t^tebenen formen {erlegen ft(| l^iemai!^ 
in eine unenbli^^e äßenge elementarer Streifen, wn benen ein 
jieber burc^ bie Semegung eined Sangenelemented ber Sinie OX 
in ber 9li4>tung OY entflanben ifi* J)er Inbegriff atter biefer 
Streifen bilbet ben ^la^tnmyalt ober bie abfolute Ouantitat 
ber gegebenen ^ia^t, bei bereu 93orf}e0ung man ni^t eine be^ 
fonbere ($orm ber fingeren ©ränge oor 9lugen }u l^aben braucht, 
unb n>el(^e bemnad^ aU ein ©lieb ber unenblic^en fftti^t t>on 
gläc^engrofen angefe^en tt)erben fann, bie man in §« 138 burc^ 
bie fletige 93ett)egung ber in ber 3(xe OX irgenbkoo liegenben 
Cfingenetnpeit AB in ber Sltd^tung OY erjeugte* 

6obaIb man ba^er beab{t4ittgt, nur Unterfuc^ungen über bte 
einfädle Duantttat unb augerbem über folc^e Stgenfc^aften ber 
t>erf(^iebenen ^la^tn im dtanmt anjuileUen, bei n^etc^er bie ^orm 
ber äußeren Umgranjung ale unit)efentft4ied SRerfmat oernac^^ 
(äffigt tt)erben !ann; fo n>trb man ^^ barauf befc^ränfen fonnen, 
aUt gläc^engro^en in ben einfachen go^^^n ^^^ S^ 138/ aU 
aied^tecfe, anjufel^en, bereu in ber 8lxe OX Itegenbe ®titt gleich 
ber Cängeneinf^eit unb bereu pcrj)enbtfular ju OX gerichtete ^titt 
gtetc^ einer Cänge ift, bereu numerif(^er Sa^lmxt^ juglei<^ bie 
Singaffl ber in ber gegebenen ^(äc^e entf^altenen S(ä(^euein$»eiten 
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gfi^ft. Unter btefem ®e{tc^t«))unfte werben W nad^foTgenben ®e^ 
trac^tungen u(er bte 9lt<^tung ber ^(ac^en angebellt tverben^ 
tDetd^e ofeniar }u benjientgen Stgenf(^aften ber Slac^engrjfen 
geifert, bte ^on t^rer linearen Segränjung unab^ngtg ftnb* 

2)te 9tt(|;tung einer geraben Unit n)ar biejentge einjige ^U 
tnenfton be^ abfoluten Staunte^/ in totl^tt ber erjeugenbe fJunff 
t)on irgenb einem fefien 9{ua)>unfte au6 fortgef($ritten fein mugte, 
um icne Sinte ber Singe unb Sage nad^ )u ergengen, Set einer 
ebenen %Xi^tf beren ^^arafter glei^jettige Slu^bel^nung nad^ 
gn^ei aufetnanber re(^ttt>tnf(ig fte^enben Dimenftonen bed aSfo«" 
luten Staume^ i% n)trb bte 9ti(^tung burc^ bie Sage berjfenigen 
(Sbene be^ abfoluten Slaumed bargefteHt; tt)el(^e gleti^ieitig bte 
beiben jDimenftonen OX unb OY enthält; bur(^ beren ttiipxtUi 
Sortfd^retten ber Stnen in ber Stic^tung ber anberen bie frags 
(t(^e Sl&c^e erzeugt tt)erben fann. J^ieraud erftel^t man, bap alle 
glichen (Sin unb berfelben (Ebene XY im Slaume biefefbe dti^* 
tung l^aben; ba fte fämmtttc^ aU burc^ ein ^ortfc^retten ber 
etnjelnen ^etle ber 2)imenftcn OX in ber 9ii($tung ber ^u 
menfton OY entflanben gebac^t n)erben fonnen. 

^ierau6 folgt, ba§ ba^ obige @9ftem 9cn gl&d^en ($. 138), 
beffen 92uII^unft bie Längeneinheit AB ifi, unb beffen ©lieber 
9tt^Uät t)on ber %oxm ABB^A, bi(ben, nid^t bIo§ ade in ber 
(Sbene XY liegenben ^äd^en i^rer Quantität nac^, fonbent 
<tu($ i|frer 9li($tung nac^, n^elcbe Se^tere allen ®Iiebem itnti 
€9f}eme^ gemeinf(^aft(t(^ angehört, «vertreten fanm 

jDie (Sbftte XY, auf beren Sage im 9taume toir bie fRi^ 
tungen atter äbrigen SI&($en ju bejie^en beabfi^tigen, nennen 
iDir bie primäre (Ebene unb aKe in i^r liegenben ^&^tn 
pxim&xt §(ä(^en, ä^nlic^, toit bei ben Sängengrofen bie/emge 
Stic^tung bie primäre 9lre genannt n^urbe, auf tDeld^e bie 9ti(^^ 
tungen aller fibrigen Sinien im 9taume beaogen tDerben fotttem 



$. 144. 9lr{tlbmetifci&e S^arflellnttg httitui^tn ^läO^tu, 

ipeld^e in (Sbenctt Hegen, bie ftA gegen hit ptimätt 

ebene neigen« — lOeflinationöfoeffiatent* 

Mt in ber primären (Ebene XY liegenben e^äc^en, tt)el^e 
je^t nur t|frer Ouantität unb 9ti(^tung na^ betrachtet t^erben. 
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§. 144. S)(VIiiiQtiotiefoffR}t(nt hev gl&(|nt 



M benen atfo bte ^orm t^tet duneren Segtangutig gar ntc^t 
totittx in Setrac^t fomnit, tverben auf bte SOBetfe entflanbeti ge» 
ia^t, bag fic^ bte tn trgenb einet feflen Slre X'X Itegenbe S&n^ 




getietni^ett AB tn »Jerpenbihtlarer Mti^tung OY ju ber 8tre X'X, 
ttnb gwat nac^ (£tn unb berfelben Seite von O gegen Y fottbe:: 
ti^egt S)te Stnte AB tfl al^bann ber 9!uUpunft aKer prtm&ren 
9(&(^en unb ein j[ebe^ SRei^ted, tt)te ABFE^ fiettt ben abfotu^ 
ten Sßertf» trgenb einer ^Iä($enquantität bar« 

Sßenn man auf biefe äBeife bte fufjefftt) immer ^of^ereit 
©lieber AB, ABML, ABFE etc. eined O^tigen @9{iemed wn 
gtdc^engrSfen (onfhuirt f^at; fo leuc^^tet ein, bag man, Don fu 
Um biefer ©lieber, j. Sb, t)on ABFE anfangenb, aUt niebrtgt^ 
ren ©lieber baburc^ erzeugen fann, baf man bie obere ©rcinge 
EF betreiben in einer ber früheren bireft entgegengefe^ten 
Stid^tung YOY' fortfc^reiten lä^t, ober bag man bad ®efe$, 
na<^ toelc^em ftc^ bie JDuantitäten bed erfleren @9fleme« bilbeten, 
feiner Stid^tung nac^ umgefe^rt. £)iefer Slft ber 9tä(fbilbung ber 
©lieber jiened S^fleme^ entfpric^t in arit^metifc^er Sejief^ung 
ber @ubtraftion gewiffer Släc^^engrogen ^on anberen« 

92a(^bem bei ber le^teren S3ett)egung in ber 9lic^tung 
OY' bie Sinie EF in bie Sage AB gefommen fein n)irb, ^t 
man ba9 erfle ©lieb be« 6y{lemed aOer abfotuten Sl&c^en^ 
r&ume erreid^t Se^t man bie Setoegung in berfelben Stic^tung 
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fiiet AB ^titau^ fort; fo nofob man effenBar tin toem ftfi^etett 
A^nltd^e^ Spfiem t)on ^U^tn, tcit ABF'Es erjeugen, beten 
Duantttäten benen be^ erfleren @y|lented wtStovxtntn gleid^ ftnb, 
iDeld^e ft(^ aber babur«^ i[)on jienen unterfd^etben, ba§ ba^ (inU 
{le^ungd)>rtn}t> an iffnen in einer ber früheren bireft entgegen^ 
gefegten Stiftung au^ge^rägt ifl, foba§, tt>enn eine ®ra§e ber 
leiteten $(rt, toit ABF'E^, mit einer ®rj§e ber erfleren fixt, 
wie ABFE, burc^ Slbbition Derbunben tt)erben fottte, l^ierburi^ 
ni^t eine gortbilbung ober S3emie^rung ber (enteren in ber 9ti<^^ 
tung OY, fonbern eine StfidbUbung ober SBerminberung berfelben 
in ber Slid^^tung OY' }ur 93ebingung gemalt n^flrbe* 

Sowie man alfo bie in ber Sbene XY liegenben ^Ific^en 
banac^ unterfd^etbet, ob fte burd^ eine ®ett)egung getoiffer SCf^eile 
ber äre X'X in ber JRic^tung OY ober in ber entgegengefe$ten 
Stic^tung OY^ entftanben ftnb; toerben bte erßeren ju ben Te^te« 
ten in berfelben SSejie^ung flehen, n)ie a0e pofitit>en ®r(§en 
ju ben negatit>en flehen. 9Iennt man bana^ bie glac^en ABFE 
bed erfien ber beiben eben betrachteten @9{leme ))ofitit)e gli^ 
<l^en, unb bejeicf^net biefelben mit bem B^ic^en +; fo toerben bie 
glad^en ABF'E' negative glätten fein unb ba« 3ei4)en — 
er|falten mfiffen. 

Um bie SSorfleDung t>on ben ))ofttioen utib negatit>en e^Iac^en, 
tt)el(^e $ierna<^ beibe in berfelben (Sbene XY liegen tt)firben, 
flrenger su ftriren, benfe man ftd^ bie nad^ attcn Seiten erweis 
terte (Sbene XY unb bie nac^ beiben Seiten unbegrdnjte 3(xe 
X'X a\i eine materielle Erfüllung be^ abfoluten 9laumed^ fobag 
an ber (Ebene XY gwei Oberflächen ju unterfc^eiben finb, eine 
obere, auf n^elc^er bie Sinie OZ normal ftt^t, unb eine untere, 
auf welcher bie Verlängerung OZ' »on OZ normal fle^t; ind^n* 
lieber SSeife ftnb an ber Slre X'X, wie an etnem splinbrifd^en 
Stabe, eine unenblic^e tDtenge ^on Seiten ju unterfcf^etben, welche 
bur<^ bie Slid^tungen ber in ber QEbene YZY'Z' t)om fJunfte 
O au^ gezogenen Sinien angebeutet werben; biefe Slre X'X liegt 
bergeftalt gwifc^en ber oberen unb unteren gliche toon XY, ba§ 
fte beibe gleichen berufirL 

X)a« §)rtnsi)) ber Silbung irgenb einer gldc^engrSf e beflebt 
nun barin, ba^ atten (Elementen eined Z^tiiH AB ber 9lre X'X 
Me g&l^igfeit mitget^eiU wirb, {t(^ paxaUü au einer befKmmten 
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SWc^tutig, i. »♦ gtt OY, fo fortjttbewegeti, ba§ hti Mefer 95ett>e^ 
gung fletö btej[en{ge @ette ber aU gplinbrifc^ geballten Stnte AB 
t)oranf(^rettet, »»elc^e (ei ber urfprfingltc^en Sage in ber SIre 
X'X bem fünfte Y gugefel^rt ifl; hierbei bcf<^reibt fon>oI Wc 
obere @ette ber ald @tab gebac^tett Sinie AB, tt)e(<^e bem ^unttt 
Z gugefe^rt tfl; n)te bie untere @ette^ welche bem fünfte Z' sui» 
gefe^rt i^, eine matfiematifcf^e g^ftd^engrilfe, t>on benen bte 
obere/ alfo bie in ber oberen ^&^t ber a\€ materiell gebac^ten 
(Ebene XY liegenbe, bie ^ier betrachtete @rö§e i% din 9tüä^ 
to&rtdf (freiten ber Sinie AB, toobei bie fragliche Btitt bet^ 
felben bem Bi^U, m^ n)elc^em aKe Elemente t^on AB ftxtbtn, 
ni^t bireft jugeiDanbt, fonbern meffr ober tt)eniger abgen)anbt 
tofire; ifi fiiernai^ unmdglid^/ unb eine fotc^e Bewegung fann nur 
bann $er^orgebra<bt n^erben, nad^bem bie 9re X'X eine ^Tbt 
Umbre^ung um ft(^ felbfi gemacht ^at, fobag al^bann bie bti ber 
Setoegung ooranfc^rettenbe @titt t>on AB biefelbe ift, tt)e[(lb^ 
früher, bei ber Sewegung in ber 9ti(^tung OY, ooranfd^ritt 

9la(fibem ji(^ aber bie «re X'X gur ^atftc um ficb felbfl 
gebre|>et ^at, toirb bie Seitenfante an i^r, weld^e bie in •Siebe 
fommenbe glad^e befc^^reibt, ni4>t mei^r in ber oberen, fonbern in 
ber unteren, bem ?Junfte Z' jugef ehrten Oberfläche ber aW ma«» 
teriett gebadeten Sbene XY liegen, unb man erfennt leicht, bag 
bie negatioen gtad^en ABF'E', aW auf ber unteren ©cite ber 
(Ebene XY, auf welcher OZ' normal fielet, Itegenb, angefe^en 
werben muffen, tca^xtni bie pofitioen gtäc^en AB FE auf 
ber oberen BtiU jener (Ebene Hegen, auf »el^er OZ nor* 
mai fielet, ober bag bie negatioen Stächen an^ ben po\u 
tioen erhalten n)erben> tctnn man fi(^ benft, baf bie 
erfieren um bie $(re X'X eine f^albe ttmbrepung ge«' 
mad^t pabem 

^iernac^ fann man ftc^ benfen, bie pofitioen Stachen feien 
folc^e, n^el^e auf ber oberen Btitt ber aU materieK angefe^e^ 
nen (Ebene XY burc^ bie Bewegung einer beliebigen geraben 
ober frummen Sinie in gang beliebigen 9ti(^ tu ngen ergeugt 
ftnb, unb bie negatioen glac^en feien folc^e, tt)elc^e bur(^ eine 
]^albe Umbre^ung au^ ben ))ofttioen entfielen, bemna(( auf ber 
unteren &^iU ber &tnt XY liegen, gleic^oiel, burc^ toelt^e 
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gerabe ober frumtne Stttte unb tn tvelc^en Stic^titttgen biefelien 
erzeugt feien. 

3Ran erfennt )n){f(^en bet t)orfie^enben Sestefiung bet nega^ 
tit)en Stächen ju ben ))cfttiiDen unb itDtfc^en ber @r}eugung bet 
erfleren burc^ ben ^cxt^^xitt ber ©ranje AB in ber Slid^tung 
OY unb ber (^rjeugung ber le^teren burd^ ben ^ortfc^ritt ber 
©rinje AB in ber 9ti(^tung OYs nad^bem biefelbe eine f^aKe 
Umbref^ung um {t($ felbfl gema($t ^at, leicht bie Analogie ju ber 
Bestellung, n)el(^e jn^ifd^en ben pofttit)en unb negatiioen Sinien, 
fpn)te jn^tfc^en ber Srgeugung ber erfleren burd^ ben ^crtfc^ritt 
eined $unfte^ in berfelben Stic^tung unb ber (Srjeugung ber Ie$^ 
teren burcfi ben gortf(^rttt j[ene^ ?5unfte^ in entgegengefe^ter 
Stid^tung; naci^bem biefer ^unft ebenfaO^ eine fralbe Umbre^ung 
um {t(& felbfl gemacht ^at (f. S. 33)« @(^Iigt man nun ^ier 
einen jiener 9lna(ogte entfprec^enben unb in ^ben S§. 35 bi^ 45 
für bie S&ngengrö§en näfier entiDicfelten ®ang ber Betrachtung 
ein; inbem man beachtet, baf einer fialben Umbrel^ung ber ^ofi^ 
ti))en S(ä((en ABFE um bie Slre X'X eine a»uItif)(ifation mit 
bem gaftor —1 ober (— ) entfpric^t; fo finbet man jutjorberfj, 
ba^ einer Siertelumbre^ung jiener ©rogen, wobei biefelben in 
bie Sbene XZ gelangen, xotl^t in X'X auf ber )>rimären (Sbene 
XY |)er})enbifular fle^t, eine SWuttipIifation mit bem gaftor 

V" ~i ober (— )» entfprec^en mug* Diefe Sbene XZ, tt)et(j>e 
bie Stic^tung ber imaginären ober fefunbaren Stächen be^ 
getc^net, wollen wir bie fefunbfire (Ebene nennen. 

Stilgemein jetgt ftc^, ba§ wenn bie burc^ X'X gelegte Sbene 
GABH mit ber primären Sbene ben 9BinIel GAC = iii9r ein« 
fc^liegt; bie gl&c^e ABKJ, beren abfolute Quantität gleii^ ber 
^on ABFE ober =A ifi, bur(^ 

bargefieUt fein wirb» 2)a§ eine ($l&c^engr6§e fowoT iffrer Dan« 
titdt A, tcie i^rer 9ti(^tung na<^ betrachtet fei/ werben wir aud^ 
^ier, wie bei ben Sinien, babur^ begeid^neu; bag wir biefetbe in 
ftlammern einfc^liegen« J^iernac^ pat man bie @leid^ung 

(A) = C-rA ....(14) 

®e|fen wir jieftt weiter, unb fuc^en wir eine üebe SFIac^en^ 
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8t0§e, alt bte $oten) irgenb einer ®tuttb)a^I a, alfo in ber 
gorm a«" barjufteden. 9Sßenn tt)ir un^ ffter flatt be6 in §» 44 
utib 45 ittxa^ttim Seftorrabtud eine ^I&c^e ABKJ toorfleffeit, 
beten Srette tn ber Sitc^tung X'X f}et^ gletc^ ber Längeneinheit 
lutb beren Sänge A J glet4^ ber 8änge jiene« fßttt^xi i% »fiffrenb 
ft(^ t^re (Ebene unter bentfelien SBinfet JAE gegen bte primäre 
isbene neigt, unter welci^ent ftd^ bort ber SSeftorrabtu^ gegen 
bie primäre ober reelle Slre neigte; fo ftnbet man üu^ ^itr, 
ba§ wenn a>i ifl, bnrc^ ä^ biej[enigengld<^en bargejleUt mer* 
ben, toelc^e gr6§er ftnb, aU bie Sl&cf^enein^eit AB FE unb bur^ 
ar^ biejienigen gWt^en, »etc^e Keiner jinb, aU jiene gläc^enetn^ 
^tiU gür 9=0 er|»ä(t man burc^ bie formet a*" bie %l&i^tn* 
einffeit AB FE felbft* Cd^t man nun, j)on biefem ffiert^ «• 
anfangenb, Sin SRal 9 in ber Steifte ber pofttit^en Bc^^Xen unb 
ein anbere^ ^al in ber 9tei^e ber negati\>en 3c^W^ aufileigenb 
toariiren; fo entfpric^t jDiea Sin 9)2al einer 83ett)egnng ber Sinie 
EF in ber Sti^^tung OY unb ba6 anbere ÜRal einer Setoegung 
berfetben Sinie in ber entgegengefcjten 9lic|itung Y O. J)ie le^ 
tere ^Bewegung ber Sinie EF fann nur bann aU möglich ge^ • 
bacf^t werben, nac^bem {t(^ biefelbe, wie ein materieller @tab 
jur ^dlfte um ji<^ felbfl gebreitet ^at, fobaß bte/enige &tiU ber* 
felben, melcfie vorder t^oranf(^ritt, auc^ bei ber le^teren SBewe* 
gung ^oranfc^reitet. Sd§t man bie Ctnie EF aber nid^t gerabe 
eine fialbe Umbre^ung =9r, fonbern einen beliebigen SC^eil ber* 
felben = mn annehmen; fo wirb biefelbe augenblicftic^ {t<^ ilber 
ber (Ebene XY in einer (Ebene EFKJ erf^eben, welche ^^ unter 
bem Sffiinfel mn gegen j[ene neigt« Die ^ierburd^ erjeugte neue 

8Id(^e ABKJ wirb burc^i a<->'"^ bargejtettt fein CS- 54). i>Ut man 
nun m fonflant, unb Id§t man q> unter ben abfotuten ^a^Ien wn 

an fletig 5[)ariiren; fo wirb «<■"> ^ na^ unb nac^ bie »erf(^tebe* 
neu gldd^en ABKJ barfieUen, bereu untere Segrdniung AB ift, 
unb beren obere fBegrdnjung JK ber Sdnge nac^ ebenfadd glei(^ 
ber (Einf^eit AB ift, beren fuf)ef|tt>e Cagen aber eine fpiralför* 
mige ^lä^t t>on fonßanter iSBreite um bie Site X'X befi^reiben* 
jDie le^tere gldcf^e beft^t ferner bie (Eigenf(!^aft; bag ffd^ jebe 
9erai^rungdfld(^e an berfetben, ). 93. bie (dng^ ber Sinie JK 
an biefelbe gelegte, ffc^ unter bem fonflanten SOSinfel tu« gegen 



§. 144. DcninationfCoefllgtcttt ber giad^en. 363 

bte %U^t ABKJ ttetgt. 3rgenb etit ^ux^S^nitt biefer f^M^e 
r.it einer su YZ paxaUtlta (Ebene Mtbet femer eine (ogarttfM 
mifc^e Spirale« 

mm 

©eftt man nun in bem Slutbrude a<~^ •* m = J unb a = ber 
Saft« 6 ber natfirlic^en^ogaritf^nien; fo »erben bur(^ bie gormel 

tDenn man barin q> t)on Ui oo t)ariiren (ftf t, ade %l&^tn, tvie 
ABKJ bargefiedt, beren abfolute Ouantit&t gleich ber SI&(^eni> 
ein^eit ABFE ift, unb bei welcher bie ©rfinje JK bie Ober^ 
fl&d^e eine« 39linber« mit frei^fürmigem Ouerfc^nitte bilbet, bef" 
fen ^albmeffer AE=AJ= ber S&ngenein^eit i% Siuferbem 
iß bei einer jieben burc^ e^^-i bargefteHten %l&^t ABKJ ber 
92eigung«iDinfeI JAE berfelben gegen bie ptlm&xt (Ebene XY 
gteic^ 9 Cf« bie Unterfuf^ungen be« §« 450 unb man ^at bem^ 
nac^ au(^ f>ier 

(A) = Ae^'^-T = C— )«A . ♦ ♦ ♦ C15) 

iDber 

6» »'-^ = (-)«, 

tt>orin 9 = mÄ ifj. 

2)a nun ferner e»*^ = cosg>+smy.l/'=l ijt; fo^atman 
au(^ 
(A)=(— )*A = Ae»*'^ = A(cosg>+sin9 V ~0 

= Acos9> + A sin<p.V' —' ♦♦♦♦(16) 

3{l nun bie abfolute Duantttät ber glac^e ABKJ gleich A, 
fobag bie Sinie AJ A Sängenein^eiten tnty&U, unb ifl ABML 
bie ^rojieftion jlener ^l&^t auf bie primäre (Ebene XY unb 
LMKJ bie $roj[eftton berfelben auf bie fefunbare (Ebene XZ, fa# 
ba§ bie %nia^t ber in AL unb LJ enthaltenen Sfingeneinffeiten 
refp* gteid^ Aoos^' unb As\nq> ifl; fo ^at man offenbar 

ABML = Aco89) unb 
LMKJ=A8in9> 

unb bie Slac^e (ABKJ) flefft ftc^ m^ (9Iei(^ung C16) ali bie 
arit^metif(^e ©umme 

(ABML) + (LMKJ) 
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ii^tcr ^ro/dttonen reft)* auf btc pximixt unb auf We fehinbdrt 
(Stene bar« 

S^ tx^tütt, ba§ t)ter<^d Slefultat i[)on ber ^otm ber tn ber 
(Ebene GABII Itegenben %la^t A gan) unabhängig ifi. 2:)enn 
benft man ^^ btefelbe ^on einem beliebigen linearen Buge eingc« 
f($(Dffen, unb aldbann burc^ ^axaütUn ju ben beiben xt^ttvittfliQcn 
Stic^tungen AB unb AG in eine unenblid^e SRenge einanber glet> 
(^er Duabrate ))on g(ei(t^em unb unenblic^ Reinem 3n^Ite 3er- 
f(^nitten; fo mirb bie Slnja^I biefer f (einen Duabrate genau fo 
gro§ fein^ aU tt)enn man bie glac^e ABKJ, beten ®roge tbtn^ 
faü€ =A fein foK, bur(^ ä|^nli(^e ^arattelen in gleid^ Qvo^t 
Ouabrate t>on bemfelben ^n^alte ierf($nitten waxt, diu jfebe^ 
biefer Duabrate mirb ftc^ nun in berfelben SBeife fott)o( au^ ber 
dintn, toit au^ ber anberen e^igur )Don bem %li(^mnfyalU A, 
auf bie (Ebene XY unb auc^ auf bie (Ebene XZ, überhaupt auf 
jiebe betiebige (Ebene im SRaume <)ro][i5irem ?)ierau* folgt, ba§ 
bie Summe ber ^rojeftionen (euer Duabrate auf irgenb eine 
<Sbene au^ ber (Einen ^i^nx gleich ber au^ ber anberen fein n>ivt>, 
unb ba§ baffer eine jiebe ^igur ber Sbene GAB t>om ^n^aiU A 
burc^ bie %oxmtl 

(A) = Acosg) + Asing>,^ ^ 

aU bie arit|>metif(^e @umme i^rer $roj[eftionen auf bie )>r{märe 
unb fefunbare (Ebene bargejtedt n)irb* 

9(na(og, n>ie bei ben Sinien^ nennen mir ben 9teigung^n)inf et 
ber (Ebene, in melc^er bie glätte A (iegt, gegen bie primäre 
(Ebene XY bie Deflination jiener g(ä(^e unb ben Äocffijienten 

D=(r-T=^^^= cos(p + sing) V — l ♦ • ♦ ♦ i^T) 

ben SDeftinationdfoeffijienten berfelbem 

§. 145. IBemetfititgeit ftlber ben ®(brattd^ beö iCeCUtta« 
tion^f (effizienten ber ^iääitn. 

aßenn mir nn^ bie Sbene XY aU materiell; mit einer 
oberen unb unteren ®titt benfen, auf mel(^er refp« OZ unb OZ' 
normal flefit; fo ift ed glei^gultig, burc^ metcbe 93emegung ber 
Sinie AB mir Und tint primäre ^läcf^e entflanben benfen: bie« 
felbe mirb pofttiio fein, menn fte auf ber oberen Qtitt von XY 
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Itegt; uvb negatt», tt^enn fte auf bet unteren Seite t>on XY (tegt; 
bte ^oftttt)en unb negatit^en ^läc^en entfielen al^bann einfa^ 



X — 




ivLX^ eine |>albe Umbrepung ber Sbene XY ou^einanbet. 3f* 
atfo in bem S(u6brude 

CA)= Acosy + A sing) ♦ ]/ ^ 

für bte gW(()e (AK) bte ®röge cos 9 ^jofttit); fo liegt bte ?Jro^ 
ieftion (AAl)=Acosg? ouf ber oberen ©cite »on XY unb ift 
bem ?Junfte Z gugcwanbt. 3P nun bte glac^e AF bur(^ bie 
Drehung um ben ffitnfel q> in bte Sage AK gefommen, unb 
benft man ft(^ auify AK aU eine materielle (Sbene, auf beren 
oberer Seite bie fraglt(|ie gläc^e A liegt; fo ;\eigt ber Umflanb, 
bag i^re ?)ro][eftion auf XY pojitiiD ober bem fünfte Z juge* 
fc{)rt fei, an, baß bie iJIac^e A in per^jenbifularer SRicfitung jur 
ebene XY ebenfaW bem fünfte Z, unb ni^t bem fünfte Z', 
Xugefe|>rt fei, ober bag bie 9Iormate auf A mit ber Slre OZ tu 
ncn fpi^en SBinfel birbe* 2Benn ber SGBinfel 9 jwif^en 90 
unb 270® liegt, wirb bie ?Jroj[eftion Acos^ negatit) fein, alfo 
auf ber unteren gld(^e t)on XY liegen, ober bem fünfte 2/ ju* 
gefeiert fein, foba§ für biefe Cagen bie Slormale auf A mit ber 
äre OZ' einen fptfien ober mit OZ' einen fiumpfen SBinfet 
bilbet. pr SGBert|^c t)on y gitjifc^en 270 unb 360o toirb bage* 
gen bie ?Jroj[eftion Acos^ »ieber po^tix^ tt)erben, auf ber oberen 
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91&(^e t)on XY Itegett unb bem fünfte Z jugefe^rt fefiiy fobof 
aM bann bte 9lonnale auf ber Slcic^e A mit ber fixt OZ ti>te« 
bev einen fpi^en Sßtnfel etnf(^Ite§t 

Sienn bte prtmdre (Ebene XY burc^ X)re|^ung um 90^ in bte 
Sage ber fefunb&ren dient XZ gefommen ift, tt>erben bte poiitu 
t)en felunbdren ^(dc^en auf berjientgen @ette \>on XZ liegen, 
auf toti^tx OY' normal ^e^t; unb bte negativen fefunbären 
gldd^en werben auf ber anberen Seite ^on XZ liegen, auf wth 
^tx OY normal pe^t* 8fl8irb nun bte gldc^e CAK)=CA3 aU 
arttf^metifd^e Summe 

CAM)-|-CLK)=Acosg)-}- Asincp . V^-^ 

iprer Beiben ^roJ[ef Honen auf bte 3li(^tungen ber (Ebenen XY 
unb XZ bargefteUt; fo ^at man {t(^ an bte @te((e ber ^ro^ 
jieftton (LK)=Asin9. V ^j tt)el(f>e t>on ber äußeren (Sränje 
LM ber ^rojieftton AM in bie dunere ®rdn}e ber red^tminflt^ 
gen ^la^t AK ffi^rt; gett)t{fermaa§en einen X^til ber fefunbären 
(Ebene XZ gefegt, ober biefe (Ebene ^axaM mit fi^ felbfl in bte 
(Ebene LK verrfidt ju benfem 

3fl aWbann <p<lSO^, alfo sin 9 pofttit); fo liegt bte ?Jro* 
Keftion Asinqp.y^^ auf ber vorberen %iä^t ^m XZ ober 
MJ unb ijt bem ?Junfte Y' jugcfef^rt, b* ^. bie gld*e A ift in 
yerpenbifularer 9ti(^tung )u ber (Ebene XZ ebenfalls bem fünfte 
Y' jugefefirt, ober bie 9lormate auf A bilbet mit ber äre OY' 
einen fpi^en S3infe(« Siegt bagegen 9 jioifd^en 180 unb Z60^, 
ift atfo sin 9 negatit); fo befinbet ft(^ bie ^rojeftion Asing)/ ^ 
auf ber (hinteren @eite t>on XZ unb ifl bem fünfte Y juge^ 
fe^rt, foba§ in biefem ^aUt bie 3loxmalt auf A mit ber Sre 
OY einen ^pii^tn, ober mit OY' einen flum^jfen SBinfel cinfc^lief t. 

S$)urc^ biefe !Borf}e((ung k^irb ade 3n>eibeutigfeit ber Cage 
ber Sldd^e AK mit tf^rer nur nacb (Einer ceite t)ertdngerten 
9lorma(en; ml^t bei ber anfdngti^^en Sage jiener ^Idd^e in ber 
(Ebene XY mit $(re OZ }ufammenf[el, gehoben. SRan erfennt, 
ba§ ftcb hxoti ^la^tn mit entgegengefe^ten £)e{Unationd{oefftiien^ 
teU/ tüit A(cos9+sin9.]/"^i) unb — A(cos<^+sin9)V--f) 
baburc^ t)on einanber unterfc^eiben , ba§ fte auf ben beiben ent^ 
gegengefe^ten Seiten (Ein unb berfelben na^f aQen 9ti(^tttngen 
l^in erkoeiterten (Ebene liegen, ober bag i^re 9lormaIen bireft ent^ 
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mf^t auf bct e^ren @eitc Ux^tibm <litm (fegt, fentei nni 
180» s^^i^'^'i f<* >>''''' i^' IleQtnationdtoeffiiient cosC^i + a) 
+»111(1)?+»)/ ~i=— (cosy + sinip.v' — ^) unb Wtfelbe fiUt 
aldtiann, wenn fit gtVvrig etmettert wfib, mit btc 9It(^tung berfc 
nigen 3täc)»en jufammen, meiere jeDt auf ber unteren Seite 
btc (f6ene AK lieBta. 



g. 14«. «rittmetif«« S>atfieUiitifl »er ?U«ett In »<ii 

«ecfd^ttbcNffcn «betten be« kannte« - 3Nfllnatton«> 

foeffijieiit 

9ta<$bcni man im Staume bie )jrimfiie <£6ene XY feftgelegt 
unb bartn eine Sie X'X mit bei ^er^enbifulartn OY angeRDio' 
men ^atte, traten aUe biejenigtn gld^tn, wet^e in Siieneii Ia< 
gen, bie fii^ gegen XY neigten, unb jugteit^ iax^ bie Are X'X 
gingen, in biefenigen 3tiie(ungcn ju tinanber nnb }u ben ptu 
mditn Ställen, »)el(|ie im vor^erge^enbtn ^aragra^^e cntmidelt 
unb mit ^aife beä SDefiinatiendtoefftiienten bargtßtUt ftnb. S>it 
Sßa^I ber %xt X'X in btr Sfiene XY war hierbei fcbot^ ganj 
UtiUfÜTlii^, ba bie 9ti(f»tung einer Sbenc ebtr irgenb einer bann 
liegenben gigur burc^ jebe jwei beliebige tet^twinfltge Hren bec» 
felbtn befttmmt ifi; man ^ttt fener Sie ^ebe beViebige anberc 
9It(t>tung in fentr (f bene geben Ednnen. öätte man j. 9. ^tt 
X'X bie SUe iru gtnonmcn, auf mX<fyn OV tictfienUfnlar 
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fle^t; fo ttjflrbe eine in U'ü auf XY normat flc^enbe (Sbcnt 
ixt fefunbäre getDorben fetm ^ä^en, toit GH ML, meiere tit 
(SUntn liegen, bie ft(^ unter bem 3&inUT(p gegen bte prtsnäre 
(Ebene neigen unb auferbem burc^ bie Site U'U gef^en, mtirben 
attbann burc^ 

A(co»9+siiiy -l/^) 

bargefleKt fein, unb ju einanber unb ju ben primären glac^en 
ber (Sbene UV genau in berfclben ©ejiej^ung flehen, »ic bie 
Stächen AB FE t>on berfelben jDeHination )u einanber unb ju 
benfelben ))rimären ^lä^tn ber Sbene XY flanben* 

2)ef[enungea(^tet ffaben bie Stächen GH ML unb AB FE 
ober i^re (Ebenen ganj t>erf(^iebene 9ti(^tungen im Slaume, ba 
t^nen gleic^geitig ni(^t jwei, fonbem nur ®ine 2)tmenfton beö ab* 
foluten Stoume^; n&mlic^ i^re gemeinf^a^Iicfie iDurct^fcfinttteltnte/ 
gemein if}« 

ÜRan erfennt; ba§ eine jebe glatte, toit GM, auf s^et SBet^ 
fen au^ ber i^rer Duantit&t entfpred^enben prim&ren Stäche AD 
erjeugt n^erben fann. (Suttotitr fo, ba§ {t($ bie (Ebene t)on AD 
ju\)örberfi um bie «re X'X um ben SBinfel FBD = qp breitet, 
t90bur(^ AD in bie Sage AF fcmmt, unb ba§ ftc^ al^bann bie 
glac^e AF nm bie »re OZ um ben SBBinfet UOX=* brcjet, 
t9obur(^ AF bie Sage GM annimmt/ ober auf bie SSeife, baß 
ft(^ bie Slä^e AD }u))(rberfl um bie Site OZ um ben Sßtnfel 
UOX = ^ bre^et, »oburd^ biefette in bie 8age GK übergef^t, 
unb ba§ fi^ aUbam GK um bie Sire OU um ben 9BinfeI 
MHK=<jp bre^et, »oburc^ offenbar biefelbe Sage GM, wie bor^ 
l^in, erreicht toirb« 

Da nun bie S)re^ungen einer primären ^la6)t A um eine 
in ber ebene XY liegenbe »re X'X ober U'ü arit^metifc^ bttr<J 
bie 9)fuUipIifation mit bem 2)ef(ination^foeffi}ienten 

D=cos9-|-siii9.V' ^ 

bargeflettt ioirb; fo ifi man ju bem ©(bluffe berechtigt, bag eine 
2)rej>ung irgenb einer gläci^e um bie auf ber primären »re XY 
perpenbifular fle^enbe are Z'Z bur4> «inen äj^nlicben Äoefftjieni^ 
ten J, »eichen »ir »ieberum ben 3nfrination«Ioeffiiienten 
nennen toerben, arit^metifcf» au^gebrüdt fei« SOBie nun in geo^ 
metrif((er Sejie^ung bie ^orf^in ertoäf^nten beiben SRet^oben ber 
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jDre^^tttig, inx^ n)el^e AD tn ixt Sage GM gelangen tann, }tt 
bemfelben 9lefu(tate führen; ebenfo tDtrb in artt^metif(fier äSebett^ 
tung bie Stet^enfolge; tn totli^tx bte 3)Iu(ti)>Itfattonen mit ben itu 
ben ^oefftitenten D unb J an einer glad^engröge (A) ))o((gpgen 
tt>erben; einerlei 9tefultat ergeben, ^an ^at aUgemein für bie 
i^rer Duantttät unb 9ti(^tung md) betra^tete ^\a(S)t GM 

(A) = JDA. 

SBeffuf jDarßeUung be« 3nf(ination^foefftiienten J ifl e^ er^ 
forberlid^, eine neue arit^metifcf^e Sinf^eit ein}uf&^ren; burc^ noelc^e 
bie \)erfc^iebenen 3nffinattonen UOX ber gläc^en GM nacf) Slna* 
legte ber Delltnationen MHK gemejfen werben fonnen* ^terju 
»ä^ren wir wieber, wie im j weiten äbf^nittc id ben Cangen* 
großen, ba^S^it^«« -r ober ben Äoeffijienten -^l, welcher an ben 
bamit behafteten ©rJgen eine 3nHtnaticn ober eine 2)re^ung um 
bie «re OZ Joon «=180» beici^net. 

SSie in §« 104 f., ftnbet man nun leitet, bag ber j^ccffijient 

eine ^nflination ober S)ref»ung einer ^li(^t um bie SIre OZ 

um ben SQSinfel -jt- = 90® bejeic^net. SBBirb i^iernac^ eine fcfun^ 

bare/ in ber Sbene XZ liegenbe S(d(^e Al/~i noc^mafö mit 
bem 3nMination6foeffijienten ]/^\ für eine SSiertefumbre^ung 
um bie SIre OZ behaftet; fo erf^&(t man aU Slu^brud ber in ber 
(Sbene YZ liegenben gläc^en bie atfgemeine gotmel 

CA) = A>^:flV-i. 

2)ie burc^ ben Äoeffijienten v^^i V —^ bejeic^nete Cbene YZ, 
welche in ber Slre Y'Y auf ber prim&ren Sbene per))enbifular 
flefft; werben wir bie terti&re Sbene unb atte barin liegenben 
S(&d^en terti&re ^lac^en nennen. 

di jeigt ftc^ ferner ol^ine @c^wierigfeit, ba§ ber aKgemeine 
SCtt^brud bed ^nnination^foefftjienten J für irgenb eine dnflina^ 
tion ober jDre^ung um bie 9lre OZ t)on UOX=^=n}r 

J=(-r)" = cV'^n = cos^ + sin^.^Zri .♦.♦(18) 

fein wirb, ^inftc^tlic^ ber Sebeutung ber ©rogen co« unb «fn 
f. §. 104«. 

24 
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§. 147. (Bemecfunsen übet ben (Bfbrdtt^ 



2)er gaftor 

tDoburc^ bte 9tt(^tutig trgenb etner ^(äc^e GM tm Staunte üi 
®cj<e]&uitg }u ber JRi^tung ber primoren Sbenc XY utib btr 
ärc X'X t)ott!cmmcn befHmmt ijl, ^ei§e auc^ ^itx ber 5^011^ 
flfinbige 9ti(^tung^foeffiiient ber gläc^en. 



§. 147. JBemetfiiitiieii Aber bie Sebeittittio nttb htn ®e> 
htanä^ be« 3tif ünation^f oeffisietiten bet %lä^€wu 

saScnn eine |)rimarc glac^c AD mit trflcnb einem Snßtnation^te' 
efpitenten «?«^»A"*- V ^i bej^aftct wfrb; fo etitfpric^t ©ied ctner 
Drehung berfetten in ber primären &tnt XY felbfl, &pnti^, 
toit eine SKuItipIifation ber f)rim&ren Sinien mit einem folc^tn 
ftoefftjienten nur einer Drehung berfelien in ber primdren Slre 
fettP entfrro^» 3ene glac^en +A, -r-A, A^ -iR, -f-AV'^i 
unb affgemein A(co8^-f^iot//.y:ET) ober — A, -. — A, — Ay^ -s-i. 



AV'^i unb äff gemein — ACcos^ + rfn^.y^ 4-0 btetben 
baffer refp» po|?tit)e ober negatit>e primäre glätten t)Ott ber 
Duantit&t A* S3etra^tet man biefelben alfo nur al^ abbitttoe 
ober fubtraftiöe ®rö§cn; fo finb bie erfleren mit 4-A uab 
bie teftteren mit — A gleit^bebeutenb^ ©obatb biefetben j[f boij 
ali ^aftoren auftreten unb mit einem 2)ef(inationdfoeffiiteiiteii 
D = cos<3t) + 8iii9).V ^ Jtt muttipligtren finb, mac^t fic^ tin 
c^arafterifKfc^er Unterfc^ieb jn^if^en benfelben fenntli($, ba }« 9* 
bie glfi^e 

(GK)=A(coiiv/+ *|n^ V ^0 
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Ui einer 9Ruttt>(t{aHon mit D = eo9q> + ünip.y^i in He 
(Shtnt GM tritt, tvA^renb 

(AD) = A 

(ei einer !DIttItt))Iifation mit bemfeften ftceffijienten in bie (S(ene 
AF gelangt» 

Slu(^ no^ Dem, toa^ in S« 145 über ben Q^axattex entge^ 
gengefe^ter gJäc^en gefagt ifi, ge^t ^erioor, bag bie $roj[efc 
tion irgenb einer Stäche im 9tQume auf bie (Sbene XY, fei btefe 
|)roj[eftion nun pcfttit) ober negatit) ))rtmar, bur^ eine fpätere 
S)re^ung jener e^Iacfie um bie Xre OZ niemals in bie entgegen^' 
gefegte, alfo reft>. negotiöe ober i)oftti\)e t^erwanbett iverben Mnne» 
ffiine gWc^e, wie AF= A g. Sß., tt>tii)t auf bcr oberen ©eite 
ber (Sbene AF liegt, mithin bei ber Cage in ber obtgen ^xqvlx 
eine Dettination »on <3p<90<> bep^t unb eine pofitiie $ro* 
jeftion AC0S9) auf bie @bene XY jiat, tti>irb au(|f Ui jeber fer* 
neren 2)re^ung um bie Sre OZ, wobei fie j» S. in bie Sage 
GM fommt, auf ber oberen ®titt jener glä^e liegen bleiben, 
p(^ ba^er in per^enbifularer Slid^tung ju XY immer bemfelben 
fJunfte Z jufe^ren unb folglich {}et6 tinc $ro][eftion auf jiene 
^bene ^aben mfiffen, wel^e ftc^ ebenfalls bemfelben fJunfte Z 
gugefeljirt ober ^tH |)oftti50 ift. 

Da^felbe gilt «)on ben negati))en ))rimären ^läc^en ober ben 
negativen ^rojieftioften auf bie (Jbene XY, tt)el(|)e immer, aW 
auf ber unteren &titt liegenb, geballt werben, auf welker 
OZ' normal fle^t* 

SBenn eine auf ber oberen @eite ber Sbene AF liegenbe 
glätte um bie Sire X'X fo t)iel weiter gebrefiet wirb, baß fie 
ft(^ unter bem Deflination^winfel ar — 9 gegen bie Sbene X Y 
neigt, fo wirb il^ire ))rimare $roj[eftion negatit) werben* treffet 
man jiene Släc^^e jebocff um ISO** um bie S(re OZ; fo wirb i^re 
primäre ^rojeftion |)ofitiJO bleiben; in ber X^at ifi jene gläd^e, 
obgleich i^re Sbene in beiben %&Utn in biefelbe Sbene bed abfo«* 
tuten 9laume^ fdUt, im erflen %aUt bem fünfte Z', im itt>iittn 
bem fünfte Z gugefe^rt. 93erme^rt man bie !Z)eflination ber %lä^t 
AF bur(^ SDre^ung um X'X bi^ auf 2x—(p\ fo wirb i^reSage 
nod^mald mit ben beiben eben betradfiteten in biefelbe Sbene be^ 
abfoluten Slaumed faUen ; i^re |)roj[eftion auf X Y wirb al^bann 
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dbtx tDteber pofiKt^/ wit Bei ber um 180<^ um bie 9re OZ 00^ 
bre^eten, unb e^ leuchtet ein, ba§ btefe betbcn %l&^tn auc^ auf 
betfelben oberen; bem fünfte Z jugef ehrten @ette einer überall 
erweiterten Sbene liegen, totlä^t mit ber Sbene XY bte J>tttv 
nation »— <p ober 2ä-^9 einf4»tie§t* 

Serner jteKt ftcf^ f^erau^, ba$ bte pofttit>en fefunbdren ^ä^ 
i^en ber Sbene XZ, n>e((^e burcf» eine X)re^ung ber )>ofittt>e]i 
))rimären SIä(^en um bie Slre X'X um 90<» in ber m^tnnQ YZ 
entitanben ftnb; auf ber loorberen Seite ber fefunbSren (£btnc 
liegen ; welche bem fünfte Y' jugefef^rt i^, ivä^renb bie negativ 
toen fefunbären S(&(^en auf ber f^interen ^titt wn XL liegeif^ 
toelcfie bem fünfte Y }ugefetirt i% !Bei einer 93ef^aftung etncr 
fefunbären glac^e ±aV— i mit bem 3nffination^foefftjiente 
-T-1 für eine X)re$ung t>on 180^ um bie Slre OZ tt>irb nun of^ 
fenbar bie frag(icf>e gleiche auf bie entgegengefe^te Seite ber aU 
materiell gebacf^ten Sbene XZ tran^portirt. ^ieraud folgt , ta§ 
tpenn man jiene %la^tn nur i^rer ©roge unb 8age nac^ anfc^auen, 
ober n)enn man biefelben nur aU abbitit^e ober fubtraftit>e &xi* 
feu; unb nic^t aH SaftoreU; in eine arit^metif(^e 9{e(^nung t>n* 
^tä)ttn toiU, man einfach j;:Ay/~i für -^C±Al/::^) fubfl^ 
tuiren fann« 

Q^nblic^ errettet/ baf bie pofttioen terti&ren Stächen ber 
(Sbene YZ, toelc^e burc^ 2)re^ung ber ))ofiti)[>en fefunbären Slä« 
c^en um bie Slre OZ entflanben ftnb; auf ber rechten, bem 
fünfte X }ugefe^rten Seite, unb baf bie negati))en tertiären 
%la^tn auf ber linfen, bem fünfte X' gugef ehrten Seite ber 
aU materiett gebacf^ten ebene YZ liegen* 2)a auc^ biefe %la^tn 
burd^ eine ^a\bt Umbre^ung um bie Sbre OZ ober bei ber Se« 
fiaftung mit bem gaftor -rl \)on ber Sinen Seite ber (Jbenc 
YZ auf bie entgegengefc^te geführt werben; fo folgt, ba§ 
man unter ben me^rfacf^ bejeic^neten Sinfc^ränfungen attgemein 
-^C± W :iriV - O = + A v^ 4:1 / ~T feften fjnne- 

3lu^ bem SBorfle^enben ge|^t eine ÜbereinfKmmung }tt)if((en 
ber 93ebeutung beö dnflination^foeffiiien ten ber gl&^en mit bem 
im iDor^erge^enben Stbfc^nitte betracj^tcten dnfIinationdfoefft}ienten 
ber Sinicn unjweibeutig fferioor, 2)iefer Äoeffijient af^jirt bie 
glatten in einer i^rem (^^arafter entfprec^enben 9Beife genau fO; 
wie bie Sinien* !D?an bemerft ani^, ba§ man bie 9{i(^tung einer 
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Sli^i^e feffr gut burcff bte ^itd^tung einer auf i^x ernc^teten, nur 
naify (Einer @ette ))erlängerten ytoxmaUn (efKmmen fdnnte* jDenft 
man ftd^ nämlicf^ t)te %iad)t in t^rer )>rtmdren Sage mit ber obe^ 
reu SW4ie ber S6ene XY jufammenfattenb; fo wirb bte fragliche 
9tormaIe mit ber Slre OZ, wie mit einer f)rim5ren ^xt, gufam^ 
tnenfaKen unb {i4f bei ber obigen 2)ref^ung ber St&4ie tn S3e}ie« 
l^ung ju jiener 9lre OZ gerabe fo bewegen, wie fic^ bte im loier^ 
ten 9bf^nitte betrac(^teten beflinanten unb tnf(inanten Linien ge^ 
gen bte ))rim5re 9re bewegten« 

§. 148. Satftcnttitg irgenb einer ebenen 9Ud^e im 
9tanme t^ermittelfl be« i»oUftäbi^tn Wid^tungöfoef. 

fi^ientem 

Slud bem im «)orfie^enben ^aragrapl^e aber bie Sinwirfung 
Ui 3nHination^foef|iiienten auf bie primären, fefunbären unb 
tertiären Sldc^^engrogen ©efagten gefit ^tx^cx, bag man bie SSUnU 
ti)pixfatxon be^ 3nf(inationdfoefft}ienten mit bem 2)ef(ination^^ 
(oefftitenten in bem allgemeinen Sludbru<fe 

(;A)=A(co8^-f«lnt^.y^^i)(cos9+sin9.l/~i) ♦•♦•(20) 
hii )tt ber Sntwidelung 

+ A6in7»»Jn^.y^ Xfy^ —1 , , ^ ^ (21) 

an^ii^rett unb aldbann einfach 

(A)=Acos(p+Asin(pcos.^V^— i+Asin9>sin^.j/If^lV/^,»»»(22) 

fe$tn fonne, wenn e^ nur barauf anfommt, bie fvläd^e (A) in 
i^rer Duantität unb Sticf^tung ju ber ®rd^e ber Släc^^enetn^ett 
unb }tt ber 9tt(^tung ber primären (Sbene anjufc^auen ober bie«> 
fetbe aU Summanb ober @ubtra]^enb, nic^^t aber aU %attcx, )u 
gebrauchen, in welchem Unteren SaUe bie Slbfiiraung ber formet 
(22) nic^t flattftnben barf unb entweber ber toollßänbtge aiu^brud 
(21) ober (20) beibe|>atten werben mug (öergL §• 106)* 

3(u« ber ©leic^ung (22) ge^t ^eroor, baf fic^ irgenb eine 
%Ui^t (A) aU bte arttffmetifd^e Summe breier anberer %l&6)m 
barfieOt, welche refp» in ben 9ti(^tungen ber primären, fefunbären 
unb tertiären ifbene liegen unb bie 9)ro][efttonen von (A) auf 
biefe* (Ebenen bilben« £)ie abfoluten SBertfie ber ^te^t erwäfin^ 
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teil ^rcictttonen wn (A) refp. auf btc &tnt XY, XZ, YZ 
ftnb 8(et(^ itn abfoluten äSert^en ))on 

Acosg?^ Astn^cosV', A sin 9 sin V'. 

Sltna^Uta tint $ro][efticn auf ber oieren ober unteren 6ette 
ber Sbene XY, ber t)crberen ober f^tnteren @ette ber Sbene XZ, 
ber reiften ober linfen @titt ber &tnt YZ liegt, b* ^* fenat^ 
bem {t(^ btefe ^rojleftioneii beut fünfte Z ober Z^ bem ^'unfte 
Y' ober Y, bem fünfte X ober X' jutoenben, fiub ftc pcfttv» 
ober negattt); unb umgefel^rt 2)te][emge @ette ber Qbtnt, auf 
toelc^er bte %la^t (A) Itegenb gebatikt lotrb; ober auf melc^er 
i^re nur na^ Stner @ette verlängerte 9torma(e errichtet ifl, tt^en« 
bet ftd^ tn ben «)orfle^enben ^aütn ebenfaUd refp. bem fünfte Z 
ober Z% bem fünfte Y' ober Y, bem fünfte X ober X' ju, b* 
J» bie fragliche Normale btibet refp* mit OZ ober OZ', mit 
OY' ober OY, mit OX ober OX' einen fpiften StBinferj bir 
f^i^en asinfel mit OZ', OY ober OX' entfpre^en a(6bann auc^ 
fiump^tn aSinfeln mit OZ, OY', OX unb umgefe^rt 

jDem d^i^cn + unb — nad^ entgegengefe^t finb Abetf^anpt 
fold^e %la^tn, n>el(fie auf ben beiben entgegengefe^ten Btittn Hin 
unb berfelben unbegr&njten (J^bene liegenb geba^^t koerben mäffen, 
ober beren 9torma(en eine entgegengefe^te 9ii(fitung ^abem 

^iernac^ ))erf(^ioinbet jiebe 3weioeutigfeit aber bie Sage einer 
mit $u(fe bed 9ii4itungdfoefftsienten bargeflellten ^Icii^e« jDtefer 
ftoeffiiient bejeic^net bie Sage j[ener Släc^e immer fO/ al^n>enn 
{te burc^ bie obigen Slfte ber S)re^ung um bie Slren X'X unb 
Z'Z aud ber pofttiven primären Sage ber QFbene XY, auf toe(^ 
^er OZ normal fie^t/ in bie neue Sage gefommen uoire* 

§* 149. Sbtiti^ntn mir j[e$t tvieber bie 3)dF({natiott ber 
%l!i^t (A) ober ben 9leiguttg«toinfeI i^rer Sbene gegen bie pxu 
m&re (Ebene XY mit a, unb bie ^nftination, b« ^^ ben SBinfel, 
um meieren fi(fy biefe Sbene um bie Ure OZ gebre^t ^at, ober 
att($ ben 9leigung^n)infel ber 2)ur(t)f4in{tt^(ime ber (Ebene ^m 
(A) mit ber primären dUnt XY gegen bie Slre OX mit 9), toie 
2)ied an^ in $« HO f. be^ oierten Slbfc^nitte« bei bm Sangen^ 
grj§en gefd^e^en ifl; fo i^at man aKgemetn 

(A)==sACco«g>-j-»lnqp.y^::fl)(cosa+sin«.V^— ♦♦♦•(23) 
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pber a^Mxit 

(A)==Acosa+Asinacos9.v^— l+Asinasin9)V -FiV' ^1 ♦♦♦♦(24) 

gfltmmt man an, t>xt gläd(^c (A) fei mit ^ülfe bicfe^ aJgc» 
fttrgten 8H(^tung«oefffstcnten burc^ i^te ?)rojefticnen X, Y unb 
Z refi)» auf bie })nmäre; fefunbdre unb tertiäre Ebenen XY, XZ 
unb YZ in ber gorm 

(;A)=X + Y/=^ + ZV^>^^ ♦♦•♦(25) 

gegeben; fo |fat man tt>egen biefer unb ber ))or^ergepenben ®Iei^ 
(^ung bie ^ejiei^iungen 

X = Acos«, 

Y= A sin a cos 4p, J ♦♦♦♦(26^ 

Z=: Asinasin^. 

^txaui ergeben ft(^ bie ©leic^ungen 

A = /x»-fY*+i* ♦♦♦♦(27) 

X _ X . _ VY^=Fg _ VYq:g 

^^*^V x*+Y4-hz» ■" A'®*°'*"^vxq^+z^ A 

tÄnga='2 — ^i — , ♦♦♦♦C28) 

V 7 Z 

cosy= / " y^^^^ , siny = ^^,q-p , tang9 = ^ ♦•♦♦(29) 

3n biefen ©leic^ungen ifl bie aOBurjelgröf e V X'+y^+zs 
tveli^e bie abfolute Duantttät A barfieUt, fiet^ pofiti^ ju ne^^ 
mem 2)ie SBurielgrüge ^^YH^z» bleibt j[ebo(^ ebenfo jttJeibeu^ 
tig, »ie bie SBurjelgröße yft-^^^ <" '^^^ ©leic^ungen (17) unb 
(18) be« 8« 106; e6 iji nur erforberli^, baß biefelbe in atten 
9u«brfiden xcCxi bemfelben 3ei($en genommen tt^erbe« SVan über« 
Seugt fid^ aud^ ^ier bei ben Statten, wo bie J)repungen ber De^ 
flination unb ^nHination um gau) anbere Sxen vor {!($ ge^en, 
»ie bei ben Linien, noo aber au4^ ber begriff 9on 9ii4^tung ein 
gmt)berf(^iebener \% ba§ man fletd biefelbe Sldc^enric^tung imSiaume 
er^fttt f ob man bie ® roge y Y^'+z« fiberatt polttix) ober überatt 
ttegati9 ne^me; e< toirb n&mli^ in beiben Satten eine Sbene er^ 
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^altett; mt^t t^re ÜUx^^t mit btx utfprang({<l^ barauf ernc^ 
teten Slotmölen gin unb benfetten ^^ntttn öon Z, Z% Y% Y. 
X, X' }ugefe^rt; ober beren 9tormate mtt benfetten Kien t>oii 
OZ, OZ', OY', OY, OY, OX' einen ^pi^tn aOStnfel Hlbef- 
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illter ®td#e nnb 9tiäitnuq uadi batoefteUtett ^Ifi^fB* 

Sßenn man ft(^ bie ))erf^tebenen SIäc^engr6§en nacf^ i^rea 
SBe$te^ungen )u ber pofiH))en prtmdren Stnfiett, aud mefc^ei Ite 
burcff Duantttätd« unb 9tt(^tungdt>er&nberung gefe$md§tg tnU 
{lanben finb; toit bie geometnfc^en dtepräfentanten be^ abßraften 
3a^tenf9{leme^ ^oxficUt, mt T>it^ tn ben frfif^eren Hb^^nitttu 
aud^ mit benSinien gef^ieffen tfl; fo fannman mit benfelben titu 
bie arit^metifc^en Operationen t)orne^men, toelcf^en bie abfhraftei 
3a$ten untern^orfen n^erben, ba biefe D))erationen 3t\^t^ toeitet 
t)eTlangen; al^ eine 93eränberung ber i^nen unterzogenen ®rö§eii 
na^ ben ^rinji^ien^ toelc^e bie Silbung ber einjelnen ©lieber 
jiene^ allgemeinen Syfleme^ c^araftertftren. 

Wlan toixi )n)ei ^läc^en abbtren, fubtral^iiren , mitetnanber 
muttiplijtren unb biiDibiren unb eine jebe glad^e potentüren fön« 
Item 2)ie Slefultate n^erben if^rer Slrt nac^ natürlich immer ti>ie' 
ber Stächen bleiben, unb bie fpejtene SIu6fflf^rung jienet finjel« 
nen Operationen ergibt {t(^ (eicf^t aud ben (Srunbfä^en/ ttaii 
m\i)tn bie attgemeinen »u^brikdfe (23), (24) unb (25) für eine 
beliebige %\cid)t au6 ber e^Iäcfienein^eit burc^ bie begriffe bet 
Slbbition, ^ultipKfation u« f* w. erjeugt ftnb. 

aWit Sejugnafime auf bie ^aragrapbe (107), (108) unb C109) 
wirb f^ier nur nod^ in ber Äürje fotgenbe« bemerft: 

a) «bbitipn ber ffW^en» 3^r ^rinjip if» gortbilbung ber 
(Einen gläc^e (A) in ber Slicbtung unb um bie Duantitfit einer 
anberen (B). ^citte nun bie erjle glätte (A) eine ganj tüiütüx* 
Ii(^e Segr&njung, in n^elc^er {t(b jiebod^ eine einzige gerabe 8inie 
befdnbe, bie ber 2)ur4>f(^nitt^linie ber beiben (Ebenen t)on (A) unb 
(B) parattel wäre, fo tonnte man f!d(^ burc^ biefe $inie eine (Ebene 
parattet gu (B) gelegt benfen unb in biefer (Ebene an jiene Cinie 
eine glä(be (B) t)on ganj beliebiger gorm tragen, beren Ouan* 
titAt Bi=B to&re. SDAd^te man ft(^ hierauf bur(^ bie ädrige 
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lineare ©egranjug ber betben gtguren (A)unbCB,), wct^emdjt 
fc^eti tn ber gcmei'nfc^aftKc^en Durt^WnüWlinie läfle, eine gliche 
(C) gelegt, bie tm aifgemeiiten gefrümmt ober tci) gebro* 
(^en fem würbe; fo mfigte bie geltere i^rer OuantiWt unb 
gugteit^ ber 9lt(^tung x^xtx etnjelnen glemente naä) bte Summe 
CA)+CB) börjleaen. SoK nun btefe gtäc^e (C) wteberum eine 

ein jige ebene fein; fo ifl e^ erforber^ 
H(^, bag bie bciben ©ummanben (A) 
unb (B) ni^t in ttJißfürlic^er gorm 
gegeben feiern SBietme^r ffot man, 
n>cntt cd bie gemeinfc^afttit^e 2)ur(^* 
f(^nitWjId(^e ber ebene toon (A) unb 
(B) ijl; in biefer «inie eine beliebige 
Cange, j. ©♦ cd, anjunef^men, aWbonn 

(owol tn ber Sbene »on A, tok in ber t)on B jttjei beliebige 
parallelen burc^ bie fünfte c unb d gu gießen unb bie beiben 
gläc^enAunb B gtt)if(^en biefen ^araMen al^ bie ?5araIIeIo* 
g ramme cdba^k unb cd/e = B bagujlettem 2)enft man ft($ 
l^ierauf burcb bie einanber gleichen unb parallelen Sinien ab unb 
ef iai britte Parallelogramm abfe gelegt ; fo tvirb ba^felbe = C 
fein unb bie @umme 

(C) = (A) + (B) 

geometrifc^ barflellen* 

9Ran erfennt Ui^t, ba§ e6 gang tpiUfurlic^ ifi, m\^t9tx^* 
tungen man ben parallelen cn, db unb ce, df ref^. in ben Sbe^ 
nett t)on (A) unb (B) gibt» SOßenn cdba = k unb cdfe = 'R 
fein foll; fo n^erben bie })er))enbi{ularen Slbfiänbe ber ©eiten ah 
unb cd, fott>ie ber Seiten ef unb cd unb bemnac^ ber iptx'ptvbu 
fulare abflanb ber Seiten ab unb ef be^ fJarallelogramme« 
abfe — C unb mithin a\x6f beffen ^nl^alt immer fonflant bleiben* 

Sbenfo geigt e^ jt(b/ ba§ tt gleid^gältig ifi, tt>ie lang man 
bie Qtitt cd in ber gemeinfd^aftlicf^en 2)ur(l^fd(^nitt^Iinie ber (Ebe^ 
nen von (A) unb (B) annehme; ba^ Parallelogramm abfe tt)irb 
^tti benfelben gl&cfienin^alt unb biefelbe Slic^tung im 9laume 
bef^atten« 

|>inft(^tti(^ ber Stiftungen t)on (A) , (B) unb (C) ift noc^ 
gtt bemerf eu/ ba^ wenn man {t(^ ifire (Ebenen a\i materieO bentt, 
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«i^ rir«r *• airr::Är: im, larclic muO^ aar 

«. ^ ?^ 

ScDs aus ü 2sc STZ Xcs trrn Om m i ^abdc, 
flif« Kr«rurt S,.-Trir. Cif ci^cIsxit^ol A^i j uJ tf; fr in 
»iticx ^tt ^.iiaci: ^A^ ac ^T" xBBcsi^fil^ mmSt CO i 
ACT v^j ait ^F^ sxiszti^Ljt xm X^ inacrteCh hce^fttbt 
t«Ir mam iij' af tcr rcarfmaÄ^rai €cste t€T GFI 
(d rac ÄI^^rr f.^ac. icnx ^i^ =C tfr »cfi^c fll 

= Bt ^A^ ^ ^r = ^O TT. 1^ iTf *^ Smmmt bcr txci 

€^lt«ic4>a:. *>r,^ IhcriX^-vcraÄiK Hlbca, glai$ Bi 
3im w^i 45^ j^c te;!« xcnjiuaa SOiAai ac# mit» 4^ 

»mit« t.Vt 4i;pa« l!Vrjr«uaj-i-^ Iw^W^iia^ bcfj 
wT^l'^r*'"'' "'"^« ««»^ tertiäre ebene mV^ 
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(St fitUt ftcff ^{erbur^ aud^ leitet Me ati^ttgfett be« aUge^ 

en ©aßc^ l^erau^, boß bic ©ummc alter inneren ober 

^eren 9egräniung^f(a(^en irgenb etne^ t>on ebenen 

-r frummen ^lä^tn ringsum eingefcf^Ioffenen dtan* 

' ' -i glet«^ null fei, ober ba§ bie Summe einer belie* 

-en Slngaf^l du§erer Sdegrdnjung^flfic^en gleidj ber 

" =^*mme ber übrigen inneren 6egr&n)ung^fl&4^en, unb 

-— -gefeiert, fei. 

- ' .- b) ®ei ber ©ubtraftion ber gläc^e (B) »on (A) ^at man 

- ^0 negatit) gu nejimen, alfo aH auf ber entgegengefeftten Seite 
: - -er (Sbene liegenb anjufe|>en unb ju CA) m^ ben obigen SBor^ 

riften gu abbiren* ^xit^rntti^^ tnt\px\^t X>it^ einer ©ubtrat^ 

r rrn ber ?Jroj[eftionen ber gläc^e (B) \)on benen ber glätte (A). 

- -:=. c) ©ei ber SWulti^^lifation ber glä(^e (A) mit CB) oermeljirt 

rn. :^ bic Duantität A in bemfelben SBer^ältniffe, wie B gur glfi»» 

— .eneini^eit ^t^t, au§erbem abbirt fi(^ refp. ber Dellinationd* unb 

: >nflinationdn)infel )oon (B) gu bem gleicbnamigen SBinfel ^cn 

- • A)* Srit^metifct^ n>irb biefe Operation bur(^ eine toirf lit^e ÜRul* 
* .plifation ber mit {)fi(fe be6 t)o((f}änbigen Stic^tung^foeffigienten, 

: 3:r^f^ ^^ ^^^ ^^^^ be^ Slu^brude^ (23) gegebenen ^iäd^tn aM^ 
_ «-yeffil^rt* 

_ _; d) »ei ber Diöifion finbet wirf lic^e S^eitung ber Quantität 

^' r.oe^ jDi))ibenbd burcf; bie bed DtDiford unb Subtraftion ber ^c^ 

iMinatitni* unb. 3nflinationdn»infel, wie bei ben geraben Sinien, 

f .jflatt* Slrit^metifc^ werben bie SHu^brfide biefer ^iä^tn in %oxm 

"..Tber ®lei(^ung (23) nac^ befannten Siegeln bit)ibirt* 

f ^ e) Der SSegriff ber ^otengiirung entfpringt aud bem ber 

me^rfac^ mit bemfelben gaftor wieber^olten SWultiplifation; man 

.^ ^nbet l^ter bei ben glfic^en fowol fiir bie ^otengiirung gu gangen, 

' '^. wie für bie gugebro^enen Crponenten ober für bieUBurgelau^^ 

giel^ung Stegein, welche benen gang analog ftnb, bie in S. 109 

fftr biefe Operation an geraben Sinien na(ier erörtert ftnb« di 

finbet im Httgemeinen eine eigentliche |)otengiirung ber Duantit&t 

itnb eine SRultiplifation (refp« 2)it>i{ton) bed 3)eHinationd^ unb 

^nftinationdwinfett bur(^ ben (Erponenten ^att« 
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auf bereit (Sttier @ette refp* bte ^i^tn CA) unb (B) Kegeti^ 
biefe Släc^en bei t^rer Slnetnanbertragung tn ber Stnte cd immer 
etne folc^e Sage gegenetnanbev erhalten muffen, ba§ man fte auf* 
einanber beden fann, wenn man bte Sine ober bte anbere (Ebene 
na^ btefer ober jiener Seite um bie Sinie cd aU %xt bre^et* 
jDie Släcfien (A) unb (B) liegen a(fo entbeber (eibe auf beti 
t)orberen ober beibe auf ben Hinteren @eiten ber Ebenen abdc unt) 
edfe* Die @umme CC), totldfyt al^bann auc^ entiveber auf ber 
iDorberen ober ber Hinteren %la^t ber Sbene abfc liegt, ivirb 
immer eine folc^e Sage ^aben, ba§ tvenn i^re (Ebene um bte 
ftante ab ober ef gebrel^iet toirb , biefelbe nicf^t auf bie %l&^t 
(A) unb (B) nieberfaUen fann» 

äßenn man ftc^ ben ^on ben brei (Ebenen abdc, cdfe unb 
ahfe begrän^ten Staum aU abgef(fiIo{fen t^orfleUt; fo toerben tnU 
tveber bie gl&cfien (A) unb (B) innerhalb unb (Q au^er^alb 
ober (A) unb (B) au§er^alb unb CC) innerl^alb be^felben liegen* 
Denft man ftc^ auf ber entgegengefe^ten Btitt ber (Ebene loon 
CG) eine anbere Sl^c^e, beren ®r6ße =C i^, tvefcffe a(fo burc^ 
— CG) bargefleat werben würbe; fo folgt, weil (CD + [— CQ] 
= unb CA) + (B) = CQ ifl/ baf bie Summe ber brei innere 
^alb ober au§er(^a(b be^ soorfiin erwähnten 9taume^ Tiegenben 
@e{tenp(^en, welcbe Parallelogramme bilben, gleicf^ null iR* 
3ie^t man auc^ bie beiben breiedigen ^(äcben ace unb bdf mit 
in Setracfit, welche ber (9r6§e nacf^ gleicf» unb ber 9ti(^tung na(^ 
entgegengefe^t ftnb, wenn fte beibe innerhalb ober beibe auger^alb 
be< ^ri^mad af liegen; fo folgt ferner, ba§ bie @umme atter 
inneren ober äußeren Segrängungi^fläcf^en bee ^ridmaö bcf gleich 
tiuK fei* 

SBenn bie Sbbition jweier %\iiiitn arit^metif(^ «ioOjogen 
werben foU; fo gefcfiief^t j^ted, tcit iti ben Sinien, wenn biefel« 
ben mit ^u(fe be^ abgefürjten 9ti(fitungdfoefftiienten, alfo burc^ 
bie formet (24) ober C25) gegeben ftnb, inbem man bie ^rojef^ 
tionen auf bie prim&re, fefunbäre unb tertiäre (Ebene refp* ab^ 
birt* 2)iefe D))eration ftimmt nicfit aKein mit ber i[>orfle^enben 
geometrifcf^enffonjhuftion ))oßfommen uberein; fie le^rt fogar bie 
(Srfpe unb 9li(btung ber @umme CC) finben, o^ne baß man no^^ 
l^ig ^^t, bie 6ttmmanben (A) unb (B) {uvor in ^araKelogramme 
wx ber pprbefc^riebdten 9rt ^u ))erwanbelm 
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(Si ßedt ftc^ ^terburcl au($ Xtxö)t bie »{(^ttgfett be« affge^ 
meinen @a(e^ i^eraud^ ba^ bte @umme alter inneren ober 
äuferen Segransung^fläc^en irgenb eine^ )oon ebenen 
ober frummen ^läd^en ringsum eingefcf^Ioffenen dtan* 
tned iUid) null fet, ober ba§ bte ©umnte einer belie^ 
(igen fltiid^l au§erer 99egrdn}ungdfTfi(^en gleich ber 
6umnte ber fibrigen inneren 6egrän}ung^f(ä^en, unb 
umgefe^rt, fei. 

b) ©ei ber ©ubtraftion ber gläcbe (B) »on (A) ^at man 
(B) negatit) gu nehmen, alfo aU auf ber entgegengefe^ten Seite 
tl^rer Sbene liegenb anjufe^en unb }u CA} nac^ ben obigen Sor^ 
fc^riften }u abbiren. Slritf^metifcf^ tnt\pTx^t X>it^ einer &uhtxaU 
tion ber ?Jroj[eftionen ber gläc^e CB) »on benen ber gla^e CA). 

c) ®ei ber SWuItijjJifation ber gWd&e (A) mit (BD \)erme^rt 
ftc^ bie Ouantität A in bemfelben SSerf^ältniffe; wie B )ur ^(a^ 
^enein^eit fle^t; au§erbem abbirt jtc^ refp* ber Deflinationd^ unb 
3nHination^n)infeI )oon (B) )u bem gleichnamigen SBinfel ))on 
(A)* 9rit^metif(b n^irb biefe Operation bur4» eine toirflic^e 9RuI«> 
tiplifation ber mit {)ulfe be^ t)oafiänbigen 9{i4»tung6foefftjienten^ 
alfo in ber ^orm bed Sludbrude^ (233 gegebenen Stächen aud^ 
gefüffrt* 

d) Sei ber 2)it)ifion ftnbet toirflic^^e X^eilung ber Duantitat 
be^ 2)t))ibenbd burcf; bie bed S){Diford unb Subtraftion ber Zt^^ 
tlinatwnif unb. ^nHinationdminfel^ toit bei ben geraben Stnien^ 
^atL 9[rit^metif(^ tt^erben bie S(u6br&de biefer glatten in ^ovm 
ber ®(ei(^ung (23) nac^ befannten Siegeln bii^ibirt 

e) Der SSegriff ber fJotenjiirung entfpringt au6 bem ber 
me^rfa(^ mit bemfeTben gaftor tt»ieber^o(ten SRuItipIifation; man 
ftnbet l^ier bei ben glfic^en fowol für bie ^otenjiirung ju ganjeU/ 
toit für bie ju gebrochenen Srponenten ober für bieSBurgelau^^^ 
iiel^ung Siegeln, n)el(^e benen ganj analog ftnb, bie in S. 109 
für biefe Operation an geraben 8inien nfi(ier erörtert ftnb« S« 
finbet im KUgemeinen eine eigentliche |)otenjiirung ber Öuantit&t 
tmb eine S^ultiplifation (refp« jDit>ifton) bed DeKination^^ unb 
3itf{inationdn)infe(« burc^ ben (Erponenten ^att* 
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{. 151. IBeftimmung bec (Btbte unb 9t\6^tvin^ 



9ini^t SliitDeitbiiitdeit bet votftelfteitbett ^tiu^ipitm 
auf bit ®tomttxit htt btei ^imtnUontu. 

§. 151. Seftimmuitd bet ®td#e nitb 9tiäitnn^ einer ebe* 
neu 9Ud^e hntdi i^tt Vtoieftioneit* 

3Benn bte Sttc^tung trgenb einer ebenen gigur &om abfoluten 
^&(^entn^alte A babur(^ erjeugt getackt tcixt, ba§ ftc^ tie po^ 
Ptfee; otfo bte obere Seite ber »)rimären gbene XY, auf noelc^er 




OZ normal ^t% erfl in ber Slic^tung YZ nm bte 9re X'X um 
ben 9B{nfe( a, aUbann aber in ber 9lt(^tung XY um bte Slxe 
Z'Z um ben SBtnfel qp gebreitet ^at; fo tt)irb üene glätte ber 
®r(§e unb 9li($tung nac( burc^ 

CA)=A(«;.o«g?+»jo9.V'-H)(cosa-f sinaV^) •••.(30) 

ober mit antvenbung be6 abgefiirjten 9tt(^tung^foef{i}ienten bur(^ 

(A)=Acosa+Asinacosg).V ^+Aslna8in<p.V -RV' --i ♦♦♦(31) 

bargefleOt^ Acos«, Asinacoscp, Asinasinqp ftnb pierin bie 
brei ^rojieftionen loon A refp« auf bie ))rtmäre (Ebene XY^ bie 
fefunbäre Sbene XZ unb bie tertiäre (Ebene YZ. Sejeii^net 
man biefetben refp« mit X, Y, Z; fo ^t man 

(A)=X+Yv^:::i+zK^il/~i ♦♦♦♦(32) 
X)ie ^roüeltion X totrb )>o{tti)9 fein, n^enn fte, aU auf ber 



eiiMr ebenen gt&^e but4 tfic^ f)toie!tionen. 38t 

oBeren Seite ber (Ebene XY Itegenb; angefe^en tvetben mu$, alfo 
noenn bte S^^ac^e CA} im Staunte in perpenbifuIareT Stiftung )u 
btefer Sbene ftc^ bem fünfte Z {ufe^rt, ober tt>enn bie 9tonnale 
auf CA) Cwetc^e in if^rer urfprßngtt(^en Sage mit OZ {ufammem 
fieO ntit ber ^albare OZ etnen fpt'een SQBinfel einfdj^Kefit; X tft 
tiegatt», wenn fie auf ber unteren Seite t)on YX liegt ober »enn 
bie 5RormaIe auf (A) mit OZ' einen fpi^en, a!fo mit OZ einen 
flumpfen SBinfet einft^Iiegt» Die ?Jroiefeion Y ift po^ti^, wenn 
{te auf ber loorberen @eite ber @bene XZ liegt; menn alfo bie 
giormale auf CA) mit OY' einen fpi^en SBJinfel bilbet; fte tft 
negatit), wenn jte auf ber Hinteren ®titt Don XZ liegt; wenn 
alfo bte 5WormaIe auf (A) mit OY einen fpijen ober mit OY' 
einen flumpfen ffiinlel einftfiliegt. Die ^rojicftion Z enblic^ ift 
^jofttit), wenn fte auf ber redeten ^titt ber ebene YZ liegt, wenn 
ftc^ alfo bie Wormale auf (A) gegen OX unter einem fpiften 
SBSinfet neigt; fie ifl negatit); wenn fte auf ber linfen ©eite 
»on YZ liegt; wenn alfo bie 5RormaIe auf CA) mit OX' einen 
fpi^en ober mit OX einen flumpfen äßinfet bilbet* 

SBegen ber ©(eicf^ungen C31) unb C32) ^at man bie fßt^ 
giel^ungen 

X = A cos a, 

Y= Asinacosg), } »»»»(SS) 

Z = Asinasing», 

aud welchen 

A = v" x'+Y^'H-z» , ♦..•(34) 

cos a^-r-^ , .,^ __ , ♦♦♦•C35) 

tangqp = -^ ♦ ♦ ♦ . C36) 

folgt. äBenn man au« ben legten beiben ®tei(^ungen bie Sßert^e 
ber 9Sin(eI a unb 9 beflimmen wiO; fo ^at man babei auf bie 
Slu^briicfe für sina, cos 9, sin 9 au« ben ®tei(|ungen (28) unb 
C29) Wfirffic^t ju nehmen. 5E8ie in $. 148 bemerft unb in §*106 
bei ben Linien nä|^er erläutert ifl; gibt e« für a unb tp immer 
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ft itoti x^ktt^t, welche Den S3eite|»ttngeii C33))>oI[f omiitett entfpre^ 
^ttx, welche aber au^ bie Sage Ht %la^t (A) im Staunte goas 
tdbtxmftimmtni angeben* 

klimmt man )e$t bte (Ebene XZ jur ))rtitiären, ZY )ux 
fefunbären unb YX }ur tertiären (Ebene an, fobag bte poßim 
Btittn btefer (Ebenen btefetben ftnb, me(4^e früher bte poftttoeit 
an i^ren n^aren, nfimlic^ bie, auf wcicben refp» OY% OX uni 
OZ norma( fte^en, bejetcf^net unter btefer Sertaufc^ung ber brri 
(Ebenen mit ß bte Defitnatton unb mit \p bte Sntlinaticn ttt 
SI&(^e (A), inbem man bte 2)re^ung um bte Kre Z'Z 6e^uf (Ei- 
aeugung be^ X)ef(tnattondmtnfeId ß in ber Stic^tung XY unb bte 
2)re^ung um bie »re Y'Y bepuf Srjeugung be^ -3nfIinatton^ 
toinUU tp in ber Stic^tung^XZ ober ZX' annimmt; fo mxt ß 
ber 9leigungdn>infel ber Slac^e CA) gegen bte ebene XZ unt» 
^ ber SSinfel fein, unter t9e(4^em ft(^ bie £)urc^fc|^nttt^(tnte ber 
Sbene t>on (A) mit ber (Ebene XZ gegen bte 3Ire OZ in brr 
9ti(^tung t>on Z gegen X' neigt, unb man |^at 

(A) =AcoSj^+ Asin/ycost/// ~1 + Asin/?sin^ y^ ^1 v/ ^, ♦ ♦ ♦ • (37J 

aber au(^ 

(A)=Y+ZK-l+Xv'^l\^-l; ♦•.•C38) 

mithin 

unb 

X 

tangv=-2" ••♦♦(40) 

Stimmt man tnttiäf ZY gur iprimären, YX jur fefunbarew 
unb XZ jur terti&ren Sbene an, foba§ bie po^iti^tn Seiten bte^ 
fer (Ebenen bie früheren bleiben, bejei(^net bie Deflination m^ 
3nfItnation ber glScJ^e (A) für btefe« neue ©pftem ref^ mit y 
unb X , inbem man bie Drehung um bie Sfre Y'Y belauf (f rje«^ 
gung ber (Erfleren in ber 3lidS>tung XZ ober ZX' unb bie J)re^ 
^ung um bie ?lre X'X gur (Erjeugung ber «enteren in berS?t($^ 
tung YZ annimmt; fo bilbet y ben Sleigung^winfel ber p*e 
(A) gegen bie gbene YZ unb j; ben SBBinfel, unter Weldfem ^ 
bie jDur($f(|^nitt«Iinie ber (Ebene ^on (A) mit ber (Ebene YZ 
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gegen bte 9te OT m bet Slfd^tung t)on Y gegen Z nrigt, nnb 

man ^t 

». 

CA)=Acosy+A8inycos%|/ ^T+Asinysin^V^ -H\/ —1 ♦♦♦. (41) 

aitt <m^ 

CA)=Z+Xv^:=r + Y-/xiv^-i; ...♦(42) 

mithin 

unb 

Y 

tang;|r = -^ -♦*(44) 

3tt>ifc^en bcn SBtnfcln «, ß, y, tp, tp, % P"*^^^ offenbar auc^ 
bte SBestef^ungen C42), (43), (47) W^ (50) be^ §« 110 fiatt; 
man ^at- näntlic^ 

co8^a+cos^/? + cos*y=l, ♦••♦(45) 

tangqp tang^/ tangx = ^ ? ** ** (46) 

cos/^ = sin cccos g), ♦ ♦ ♦ ♦ (47) 

co8y = sin a sinqf, ♦ ♦ ♦ ♦ (48) 

tangv/=7 ; — , ♦♦•♦(49) 

^ngx = tangacos^) , • « ♦ ♦ (50) 

SRan erfennt Ui^t, baß bfe 9BtnfeI a, /?, ^ au(^ bte ^in* 
fei barfieOen, welche bte 9{ormaIe auf bet ^ac^e (A) ref)»* 
mit ben «ren OZ, OY', OX etnfc^Kegt 



§. 152. fBtfiimmnn^ bet 9Iid^tfiit0 einet Obene nub 
beten S^otmalen, tDenn bie fia^e il^tet t^etfd^iebenen 
Vnnfte ohtt beten lineare S^eltottabien bntäf bie 
eieiAnn^en be« t^ietten St^fd^nitte«, S* IBft ff , de* 

deben finb» 

SRan benfe ^<fy eine (£bene^ n^eld^e nic^t butc^ ben 9htK))un(t 



3d4 {. 152. 8efUimnmi0 Uk 8ti((tun0 cuifc dbent, wenn hltfdbt 

tinti linearen redt^tmtnntgen ftoorbinatenfpfteme^ d^^t, tn i^xn 
gegenfetttgen Durcfifc^nttten mit ben bret Rooxtimttntbtntn XT, 
XZ nnb YZ. Die Durc^fcfintttenmen mit btefen bret dUnn 
tt)erben etn Dretcd formtren, beffen abfolute Duanttt&t^ ali ^i^ 
(^engro^e (etrac^^tet; =A unb bejfen $TOj[efttonen refp* auf kic 
«benen XY, XZ unb YZ rcf^ X, Y, Z feten. (S^ errettet, 
ba§ bie ^rojiefHon X burc^ ba^ re(^tn)inf(tge Dretecf bargefieUt 
wirb, welche« j^if^^en ben Slren X'X, YY' unb bct iDuriJ» 
f^mtWlinie ber gegebenen gbene mit ber Cbene XY ober XY' 
liegt* Sbenfo ift bie $ro][eftion Y burc^ ba^ re^tmtnfttge Dret^ 
td bargeftedt; n^elc^ed in>if4^en ben Srcn X'X, Z'Z unb trr 
2)ur(^f(^fiitt^Iinie mit ber Sbene XZ liegt. QEnblic^ ifi bie 9»' 
jieftion Z g(eic(^ bem re4^tn)infltgen Dreiede gmifc^en ben üren 
YYS' Z'Z unb ber ©urcl^fc^jnittettnie mit ber (Sbene ^1 
ober Y'Z. 

9e}ei(^net man nun bie Slbfl&nbe )Dom StuUpunfte 0, in 
welchem bie gegebene gbene refp. bie Slren XX', Y'Y, ZZ' 
bur4^f4^ne{bet mit x^, y,, z^ woiti bie 9{i(^tungen OX, OY', 
OZ al^ bie pofitiioen an^ufef^en finb, mlä)t bie Sttc^tungfo 
ber SRormalen auf ben j)ofiti»en Seiten ber tertiären/ fefunbare« 
unb primären (Ebene YZ^ XZ unb XY bejeic^nen; fo ^cit mcii 
offenbar 

6tt({Htu{rt man biefe 9Bert^e in b{( Sotmeln C34), (%)/ 
(39), (43), (36;, (40) unb (44); fo fommt 

A = i / ^iV+^W+ViW, .... (52) 
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teög9> = r-» 



taug* = --^, 



♦♦♦•(54) 



tangjr = 



Sfi 



jDa bie Cegttfe, ive(((e U)tr un« naöf aUm Sorf^ergel^eiu 
ben t)on bet ))ofttt)>en unb negattioen Sltc^tung einer Sinte unb 
bet ))0{tHt)en unb negatt)>en 9ttdt^tung einer Sl&c^e mac^en^ gan} 
Derfd^iebener 9{atur finb, unb biefe 93egrife ganj unb gar ni^t 
in einer folc^en Sejte^ung jueinanber fielen / ba^ n>enn bie ah 
fclute Ouantitfit einer gldc^e, j. SB* ber 9Jroj[eftion X=Jar,y,, 
tnxii bie linearen Dinienftonen i^rer SBegranjung beflinintt unb 
biefe 2)imenftonen auf irgenb tin lineare^ jtoorbinatenfpßem be^ 
gegen ftnb, ebenfalls bie 9li(^tung jiener ^l&^t burc^ bo^/enige 
3ei4en bargefieUt toüxtt, n^elc^e^ ntan an^ ber e$unftion iar^yf 
tx^iü, fobalb man barin ben linearen ©roßen X| unb yi biejie^ 
ntgen 3(^^n gi6t; n^elc^e i^ntn, aU Sinien, sufomnten; fo ifl 
nodi nac^sutveifeU; ob unb in n^elc^er SQSeife bie obigen ®UU 
(jungen (51) auc^ bann unbebingte 9li(^Hgfeit ^aben^ n^enn man 
baburcli bie ®rößen X^ Y, Z ni^t bIo§ i^rer abfofoten Ouan^ 
tität, fonbem auc^ i^rer 91 i d^ tu ng nac^i t>ermittelfi ber linear 
ren Itoorbinaten x^^ y^y z^, benen i^r S^^tn m^ ben hx^ 
f(^iebenen 9ti(btungen t)om fünfte O an9 uxiit^tn i% barfleQt 
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3u Wefem IBepufe faffe man Mc wn ben «ren X'X, Y'Y, 
Z'Z ge^tlbeteti 8 te((tn)tnf(tgen um ben §)unft O l^erumltegenbcn 
Ur))erltdt^en (Sdtn tn^ äuge, loon benen eine jebe buTc^ dne brev 
edtge Saft^; bereit ^palt =A ijl, a(^ ^^ratnpbe rtn^^um bc^ 
gränjt ift, foba§ btefe 8 breiecftgen ^lac^en A ein Dftaebtr hiV 
ben« 9{itn bejetc^ne man bte )>or^e^enben (^den mit ben ®rttiib« 
Pc^en A folgenbermaagen: 

Iflc (£(te ZT'X mit bet fBaft« A| (=Ziyiar, in betSfigur^ 

^ * A„ 

' ^ Aft, 

* * A4, 
«^ ^ A5, 
' ' Ae, 

* ^ A,, 

* ^ Ag. 

OZ bie ))o{tH))en 9t{($tungen ftnb^ na(^ ivel' 
i^en bie ffooTbtnaten x^^ y^, z^, aU Stnien, gemeffen «»erben 
[offen; fo würbe man, wenn bte §Jroj[efttonen X, Y, Z ber gri* 
i^en A|, A3, As « « . burc^ He ©leic^ungen (51) au^ tpttt 
flti^tunQ, aU ^I&c^en^ nac^ bargeßeOt werben foSten, ^Igenbe 
®e}{e|»ungen ^aben: 

fttrbielfie«c(e + ar„ +yi, +2,; alfo an^ +X, +T, +Z, 



2te 


» ZXY * 


3te 


* ZYX' . 


AU 


* ZX'Y' * 


5tt 


« Z'Y'X * 


6U 


* Z'XY .r 


Itt 


* Z'YX' . 


8te 


» Z'Y'Y' » 




2)0 OX, OY', 



2te 


^ 


+^1* — yu +«1} 


^ 


^ 


-X, +y, — z, 


3te 


^ 


-ar„ — ji, +»,; 


^ 


^ 


+ X, -Y, -z, 


4te 


^ 


— arj, +yi, +2i; 


# 


* 


-X,-Y, +Z, 


5te 


^ 


+ a:„ +»1, —z,; 


^ 


^ 


-fX, -Y, — Z, 


6te 


* 


+ ari, — y„ — Zj; 


# 


% 


-X, -Y, +Z, 


7te 


% 


— ^1» — Jfi> — zi; 


^ 


9 


H-X,+Y, +Z, 


8te 


4 


^i> "TJfn *iJ 


# 


a 


-X,+Y, -Z. 



S)tere aBert^e ber $roj[ef ttonen X, T, Z ftnb in berSt^at baatt 
geeignet/ bie Stid^tnngen ber Sl&c^en A|, A,, A^ . . . imStaume 
)u befUmmen; j[ebo<( fO; 
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i' A, imtx^aib 

^ Ag attßeT|»aI6 

^ A4 inneT^alb 

' A5 inntx^ätb 

^ A^ au§er^a(6 

«» A, tenerj^aft - * * * 

^ Ag ott§er^oft ^ ^ * ' 

fobaß auf Wefcn ©etten ber gldcj^eti A„ A^, A3 ♦ ♦ ♦ bteietitge 
SRormale entertet gebac^t wirb; welche atifänflltcj mit ber Hre 
OZ gufammenjxer, aW biefe gldc^en in ber iprimdren Cbene XY 
lagen unb burc^ bie ben glichen eigene 2)efIination unb ^nfli^ 
nation in bie neuen Sagen gebracht tt)urben* 9Ran erfennt/ ba§ 
bie 9tomta(en auf ben ^(dc^en A, unb A^, A, unb Ag, A« 
unb A5, A4 unb A^ ni($t entgegengefe^te, fonbem genau bie^ 
felie Stic^tung ^aben tperben* 

Um ba^ ^'rinjip; n^elc^e^ ftc^ in ben ))orf}efienben Sejiefiun^ 
gen 'au^f))ri(^t/ beffer }u burd^fc^uen; fo finbet man leicht, ba§ 
bie einjelnen e^^dc^en A„ A^, « « « Ag ^Xif> ber erflen in ber 
(Ede ZY'X auf ber derberen @ette ober aufler^alb bed tM^t^ 
ber^ liegenben Sldc^e A| burc^ folgenbe Sett)egungett fufgeffboe 
erlitten werben: 

2)er $unft y^ rfidt gegen ben StuKpunft ein unb ftberfc^ci^ 
iti benfelben in ber 3li(^tung Y'Y, foba§ y, in .— y, ubergefft^ 
wd^^renb bie übrigen beiben fünfte x^ unb z, beibe|^atten wer^ 
ben* $ierburd^ fommt bie ^txit ber Sbene (A), auf n)el(!^er 
toorl^er bie S^^c^e A, lag; innerhalb be^ Oftaeber^ 2^ liegen 
unb bilbet bie $(dd^e A^« ^e^t werben bie ßoorbinaten Zj unb 
— jd beibej^alten, unb ber ?Junft ar, rücft gegen ben 5Rull(j)unft 
eiU; überfcf^reitet benfelben in ber Sli^itung XX', fobaß bie ßoor^ 
binate x, in — Xi fibergef^t {Herburc^ {ommt bie Sldcbe A, 
Wieber au§er^a(b beö Oftaeber^ {u (iegen unb bilbet bie^Idcbe 
Ag, u* f* w» 

Ttat^bem man ^ierburt!^ in ben 6tanb gefe^^t \^, wA ben 
Beid^en, welche bie ^Jrojieftionen X, Y, Z )[>ermöge ber f^ormeln 
i^iSfi9 i^^iZj» iifi^i annei^meu; auf bie Stid^tung ber gldc^e 



388 §. 152. eeftimmitag bec Sttc^iid einet QUat, wan tiefelbe 

■ 

CA) ober beren gtormalen ju ft^Kefen; fo fct fttr We pofiH^tn 
«oorbtnatcnrti^tttttgett OX, OY', OZ aagemctn 

z=c+(a:--p)/+(y— 6)^ ♦♦♦♦(55) 

folgt; bie ®Ief(i&ttttg für ben SBeftorrabfu« irgenb eine« ^tttitted 
ber geflebenen Cbenc ([♦ §♦ 127)^ C« leuchtet ein, bag bie obu 
gen ®r6§en x^, y,, z, au^ ber \>orflef>enben OWd^ttttg C553 
aU We SQSert^e t)on ar, y, z erl^aWen werben, wenn man taxin 
erji jf=0, 2 = 0, aWbann ar = 0, z = unb enbKi^ ar = 0, 
y = fe^t 2)ie^ ergibt 



_ c—af—bg 
a?, — /. 



« ^ — 9 

Zi = c — a/^ — bg. 



♦♦♦♦(56) 



©ttbfütttirt man biefe SQSert^e in bie ©leic^ungen C51) W 
(54) uttb bi\>ibirt Sanier unb gienner ber ®Iei(Jungen C53) burc^ 
ben üebenfatl« »>ofttit)en gattor (c—af—bgY unb 3&!^ttt itnb 
!Renner ber ©leid^nngen (54) burt^ ben gaftor C'-af—hg^ fo 
erhalt man 

^ , jc-af-bgr 

Y=-.Cc:r£^Z^,\ ....(57) 

„ . jc-af-bgy 



A=i(c-a/-5i7)V/4^ + 7r+-^ --..(58) 



bitr^ tint ®Id4^und M vierten Kbr^nttted eegeben tfl. 389 



cosa = 



f9 






\_ 

f 

co.s/J= — .^ '- -. ,\ ♦♦♦•(59) 



^ /*^* ^ r' ^ 9" 



cosy = 



9 



f 

tang9)= ^, 

tang*=— y-,' 

tanga; = — ^. 

3n ben ®Iet($ungen (58) unb C59) tfi bie SOSurietaro^e 
butc^aud poftttt) }u nehmen, ba A eine abfolute Quantität be^ 
{eignet ^i U){rb ba^er gefiattet fein, ben Saftor )>ov btefer 
9Bur)el0tj§e burc^ eine pofttiioe 3af^I {u btt)tbiren unb glei^^ 
yAii^ ben 9SeTt|» unter bem Siurjetjeid^en mit bem Ouabrate 
jlener 2fi^\ }u ntulti))liiiren» SQüd man aber ben ^aftor loor 
bem SEBurgel^eic^en burc^ eine negati)>e 3a^I bimbiren unb ben 
SBBert^ unter bem äQurielgeic^en mit bem Ouabrate biefer Z^\ 
multi:plt)iren; fo ^at x^^n \>oA fraglic^^e aSurjelsei^en negatin) su 
nepmem 2)emna($ fann man flatt ber ®Ieid^ungen (58) unb 
(59) ^Viii fe^en 

1 

cosa = 



±V^l+/*+S» ' 






390 §. 152. Bcßfmmviid bcv Ki^ttttig einte (Sbene, totm Uefe(6e 

wxin iai 3^^^n + ober — ju nehmen tfl; j[ena($bem ba^ ^ro« 
buft Z*^ ))oftti)> ober negaHt) iß. 

2>ie SBert^e ffir cosa, cosi^, cos/ aud ben ®(et(^ungen 
C62)/ n)obuT(^ bie 92etgungdn)tn{e( ber 9}orma(en auf ber gege^ 
benen (Sbene ref))« gegen bie %xtn OZ, 0Y% OX bejlimmt finb, 
entf))Ted^en ben S3ert(^en fflr cosi/, cosA, cos/tt au^ ben ®Uu 
c^ungen (154) be« §^ 127. 

S)er SSert^ t)on tang<p aui ben ©leic^ungen (60) i^, ber 
Ouantitat na(!^^ bem 9Bertf>e t>on tang;^ au^ ben ®Ieid^ungen 
C155) be^ $^ 127 gletc^/ bem 3(i($en nac^ aber entgegengefe^t. 
S)ie^ {Hnimt ntit ben ^ringipien fiberein^ nad^ melden im gegen^ 
iv&rtigen unb im borttgen Slbfc^nitte bie Sage ber ^aö)t (A) 
= Car, jfiZi) an^ ber Sage ber Cbene XY erjeugt i% ^itx 
ivirb burd^ q> ber ^nflination^tpinfel XotiU bargefieOt unb bort 
ber SQSinfel Xa?,y,, n^eld^er ben 9lebenwinfet bed t>orfle^eiibes 
Wtbet 

jDa au6 ben ©(etc^ungen (59), (60) unb (62) bie @ro§es 
o, 6, Cj toti^t ftc^ auf bie paraQele Serrücfung ber gegebenen 
(Ebenen ^om 3lviUp\inttt be^ie^en, )>erf^tt)unbcn ftnb; fo folgt, 
baß biefelben t)on biefer SJerräcfung unabhängig ftnb, mithin auc^ 
bann no($ ©fiUigfeit behalten n>erben, n^enn biefe Sbene buri^ 
ben 9luapunf t O felbp ge^^t, in mt^m gall a=0, 6=0, c—0, 
unb bemnac^ au(^ X=0, Y=0, Z=0 unb A=0 wirb. 

X)ie t)orf}e^enbe Sef^auptung t&^t {i(^ nocb auf nac^fofgenbe 
allgemeinere SSeife bireft bartf^un. 3Jlan betrachte eine QFbene 
wn ber Sage ber erflen ®runbf!ä($e ber obigen 8 ^^ramtben, 
bei welcher bie Formate mit einer i'cben ber brei Jtren OX, 
OY', OZ einen f»)iten SBinfel einf(blie§t. Die ®fei(^ung bie* 
[er Sbene in Sejief^ung }u ben ebenerm&f^nten brei jtoorbinaten* 
ric^tungen fei allgemein 

ivorin 

2=F(x, jf) ♦♦.♦(63) 

ift S^ fommt und j[e^t barauf an, bie ®x5^t unb 9ti(i^tung 
eined Stftded biefer (Sbene fennen ju lernen, xi^tKfyti bie cberfle 
f^iefe ^lai^t tint^ ^xiMat bilbet, baö auf ter iSbene XY' ))er^ 
))enbi{ular fttfyt unb beffen Seiten mit ben (Ebenen XZ unb Y'Z 



paxaUd ftttt). S)et SI5($enttt^aIt btefe« @tü(te«; toelc^e« ein 
^ataffelograimn btlbcn wirb, fei =A, SBenn nun P ber Sdt 
^tttift btefe^ ^arattelogramme^ iß/ meld^er ber %xt ÖZ am n&c^:» 
fleh tit^t, ferner Q ber auf P folgenbe (Sdpnntt in ber/enigen 
@eitenpd^e bed ermähnten $n^ma^; n>el(^e mit XZ iparaUel 
tfl/ ferner R ber auf P fotgenbe däpnnU bed §)ara(Ie(ogrammei$ 
unb S ber t)ierte ffirfpunft, tcel^^er mit P in berfelben mit Y'Z 
iparaKelen @eitenpc(^e beö §)ri^ma^ liegt; fo U)irb P ber ^6^^t, 
R ber tiefße (Sdpunft bed ^araaelogramme« PQRS fein, unb 
ein ieber ber beiben fünfte Q unb S tt^irb tiefer liegen . aU P, 
unb ^^tx, aW R* 2)ie ^Jrojieftiott t)on A=:PQRS auf bie 
(Ebene XY' fei X=P,QiRiSi, bie auf bie Cbene XZ fei 
Y=PjjQ,R^Sa unb bie auf bie ebene Y'Z fei Z=P4Q4R,S8. 
@inb nun a:, y, z bie Äoorbinaten be^ ^unfte^ P, alfo x, y bie 
be^ fünfte« P,; fo feien Aar unb Ay beliebige 3i>fremente ber 
beiben le^teren jfoorbinaten unb bemnatb or-f A^ unb y bie 
Äoorbinaten beö ^unfteö Q,, x-i^/^x unb y + Ay bie be« 
^unfted Ri, X unb y-fAy bie be^ ^unfte^ S,; al^bann U){rb 
ber Siac^enin^alt ber ^rojieftion P^Q^R^Si 

X = Aa:Ay .•♦♦(64) 

fein» 

aRan erfennt leitet,, ba§ bie SJrofeftion PaQ^R^S, ouf bie 
ebene XZ ein Parallelogramm bittet, bejfen Seiten P^ Sj unb 
Q2R2 ^aratlel gu ber %tt OZ glei(!^ bem $d|^enunterfc(^iebe ber 
beiben fünfte P unb S, alfo, ba 2=F(ar,y) if», 

=F(ar,y)-FC:r,y+AyD="-[FC^,y-fAy)-F(a:,y)] 

ftnb ; unb bejfen ^5|>e = A ^ ip^ SBejeid&net man nun ben ne^ 
gati^en Sa8erti> ber ®txtt P^S^ ober baö Sfnfrement F(ar,y+Ay) 
— FCar^y) ber Orbinate. z, xoiliftt man erhält, wenn man in 
ber gunftion für 2 bie ®rJge y in y + Ajf übergeben lägt, 
xo^xtn\> man or ungeänbert U§t, unb ^ien>on beti früheren äBerti^ 
z fubtrajfirt; burc^ 

F(a?,y+Ay)-F(a:,y) = Ai ^y; 

fo fKit man f&r ben glfi^eninpalt ber ^roüeftion Y 



392 S. 152. et^imtiums bn gtU^ttme onec 9bm. 

2)ie IJwJleftt'ott P,Q,R,S, auf Me Sbene Y'ZcttMic^ 6U' 
bet etenfatt« dn ^JoraKetogromm, beffen @ettc P,Q, ober S,R, 
in paxaUcUx 9«(^tung jurare OZ gref«^ bem ^ö^enimterf^id)« 
b« befben fünfte P unb Q unb beffcn $(S^e = Ay ifr ©«et 
ma« baficr, bem Sßor|ie^enbeii anolog, 

P»Q«=F(*,y) -F(«-f A«,») = - [F(*+Aaf,y)— F<x,3f)] 

A« . 
Aar ' 

fo «gibt ftt^ plr bte btitte ^Jwjlefttott Z 

Z=— A«A»^ ..«.{66) 

eubflituirt man bt(fe 38ett^e fttr X, Y, z in bie Somtcln 
(34), (35), (39) unb (43); fo er^ÄU man 

A=AxA,v/< + (ff)'+(f|y C6D 



cosa = 



1 



v-+(i)'TM' 



_A£ 

cos^^ Aj^ 



v.+(f!r+(fi) 



«M •♦♦•C68) 



oosy = 






V'+cfD'^cir-j 



Senn nun fär irgenb eine (Ebene 
iß; fo ftnbet man leicht 



§. 153. 9NdMutt9 brr Serfi^tunG^ebene unb brr 9lonnaffn. 393 

Ax ' Ax 

tttib ) ..••(69) 

A« A A w A« 1 

— Ay=9Ayfit>iX'^=9. 

unb bur(^ @uif)ttutton biefer äBert^c ttt bte ®Iet($ungen (68) 
bie frftl^erett ©letc^ungen (62). 2)te borttge IBebtngung^ ba§ 
man in ben gormetn (62) ba^ 3et(^ctt + ober — au nehmen 
))(At, {tnac^bem ba^ ^robuft fg ))oftt{t> ober negattn» o^äre/ gej^t 
bei ben Formeln (6$ in bie ober, ba§ man barin ba6 d^i^en 

+ ober — )u nehmen f^ate, jienac^bem ba^ $robuIt yT"-^ 

))0{tt{t) ober negatit) ift Unter Seobac^tung biefer Siegel tt)irb 
bie Sage ber (Ebene ober bie Stic^tung )>on beren 9lormaIen fo 
be{Kmmt; al^ tt)enn bte glfic^e A auf ber 93aft^ t>on (Einer ber 
früher betrachteten 8 ^Jpromiben unb jrnar auf (Einer ber oben 
näl^er beieic^neten @eiten läge. 



§. 153. Stid^tnitii ber ^erftl^tttttO^ebeiie Vinh ber 9lor* 
malen auf einer frnmmen Cberfl^dfte. 

Sßenn wxi ber (9Iei(!^ung ffir irgenb eine frumme Ober^ 
{I&c^e 

z = F(ar,y) ..•.(70) 

folgt; fo leud^tet ein, ba^ ein unenbli^ Heiner St^eil PQRS 
berfelben^ beffen $roj[eftion auf bie (Ebene XY wn ben unenb(i($ 
Keinen 3nfrementen dx unb dy ber Jtoorbinaten x unb y irgenb 
eine« fünfte« P eingefc^Ioffen ifi unb ba« aiet^ted PiQiRiS^ 
= c{a:.c{y bilbet/ aU ein ebene« Parallelogramm anjufe^en 
ift Pr bie ^oorbinaten ber iDier (Edpunfte biefe« §)araKeIo^ 
gramme« Q)irb man fiaben 

filr ben ?Junft P ar, y, z, 
^ ^ - Q ar+dar, y, *+5^^*5 

dz 

^ .^ :« R ar+dar, y+dy,. z + 2^d«+ j|dy, 



394 §. 153. 9K4tond bcr Secfi^n^Mene unb bec SümacHen. 

»oritt ^ ttttb ^ refp* bie paxtitUtn jDtferenjiattoefltjientcti ber 

Sunftion (70) tn Sejteffung ju ben unabf^ängtg IBeränbeTltc^en 
X uni y bejetc^nen* Denft man ft(| bte burc^ ba^ t>orße^mte 
Parallelogramm iefHmmte (S6ene na^ aütn Seiten ertveitert; fo 
txy&U man bte Seru^rung^ebene ber gegebenen frummen 
Dberfifid&e im fünfte P. affimilirt man nun biefe^ ^Jarattelo* 
gramm PQRS mit bem gleichnamigen be« loor^erge^enbcn ^a^ 
xa^xap^i fo ftnbet man^ ba§ bie (Formeln (69) bte 9li(^tung 

ber fraglid^en Serft^rung^ebene barfieHen; fobalb man bariii -j^ 
fftj Af unb ^ fflr ^ futjHtttirt. 2>ie« eraiW 

1 

CO»« = . . -;. . . a -> 



V>+(i)+ö|) 



C08/9 = 



rfy 



±v/.+(fe)+ai) , 



♦ ♦ * • (71) 



cosy = 



*v/'+(g) +(!!)'■ 



3tt biefen JJormeln bejei^^nen c, /?, y bte 9?eigung^tt)tnfel 
ber »erüf^rung^ebene refp» gegen bie brei ebenen XY, XZ, 
YZ in ben befannten oben nä^er bejei^^neten ait^^tungen ^erum, 
ober aud^ bie 9leigung6tt)infel ber 91 or malen auf ber frummen 
Oberfl[a4ie im ?)unfte P ref»)^ gegen bie »ren OZ, OY', OX. 
di ip in benfelben ba^ Seiten + ober — ju nef^men, jenac^bem 

ba« ?Jrobu!t ^^ ^ ^oftti» ober negatto i% wenn man bie Wor^ 

male nur auf einer Btxtt ber SBerü^rung^flad&e unb jtoor auf 
ber/enigen errichtet anfe^en totU; tt)e((|ie ][e nac^ ber Sage biefer 
gt&c^e tnnerf»(f(b ober auger^alb \>tt im t>or|^erge^enben $ara^ 
gra))]^e n&^er bejeid^tteten Oftoeber« tiegt äßtU man fic^ Hebod^ 



§. 154. Sl&d^enta^att einer fcmimiett Ohnfi&^t. 



395 



bie 3lotmaU auf Beiben. Stittn itx Serüi^ruttg^fld^e t)etlfim 
gert benfen; fo metben bte ®tet(^ungen (71) immer benjiemgeit 
2:^etl ber 9IormaIen barftetten, »»etd^er mtt ber Sre OZ einen 
fpi^en äBinfel u tin^^lk^t, fabalb man barin nur ba6 obere 
Sti^tti + ioor ber 2Burjetgrö§e beibehält a»an erfennt leicht 
bie Übereinfitmmung be6 2Qertf^e6 für cosa mit bem ffir cos? 
aud $. 136 unb auc^ ber 993ert(ie für cos«, cos/^^ oosr trfp« 
mit benen fär cosi/, cos^c, cos^ au^ S* 137« 



§. 154. Seftimmfttt« bed ^Ud^ettift^alted eilte« Bo 

oränstett Sl^eile« einer {rnmmen CberfUdbe an« ben 

S>imenfiottett feiner ®rdln$e, toenn bte ffUd^e oermit« 

telfl red^ttt^ttttliger »oothinaitn barfteftellt ift* 

SttbfKtttirt man in ©(ei^ung (67) refp* dx unb dy fftr 

^ A^ unb Ay, femer bie partieJ* 

dz 
dx 




len Differenjiafloefftjientett 



«„b^fär^wnb#^;foer. 
dy Aar Ay^ 

l^dlt man für bad (Element dV 

bed SIä(^enin^a(te6 ber gegeben 

nen frummen Oberfläd^e, totl^ti 

ft(^ in P^Q^RjSj aWeinSRec^t^ 

ed »cm 3n^atte dx dy auf bie ebene XY' ^)ro][tjirt, 



dv=d,dV.+(ii)+e^) 



♦♦♦•(72) 



SBirb e« nun geforbert, ben 3n^att V be^ienigen Steile« 
ber frummen JDberfläc^e s« beftimmen, »elcber ft4> auf bie (Ebene 
XY' in ber gigur A'B'B"A'' profiiixt, bie obermartö »on ber 
«ttr\)e A'B', unterwärts ioon ber Äiirve A"B", linf« unb red&tö 
5^0tt ben ju OY' )paxaUtUn Linien A'A" unb B'B" bcgrdn|t iji; 
fo fei für bie ^nxu A'B', bereu JDrbinaten in ber SRici&tung OY' 
»ir burd^ y* barjietten, 

y'=F,(ar) .♦♦♦(73) 

unb für bie Äurt)e A"B", bereu Orbinaten in ber SRic^tung OY' 
bur(| 2^' bargefieUt tt)erben; 



396 §. 154. gÜU^enin^alt einer frommen Ohetfi&d^e. 

augerbem fd OA=Xi ^^ OB=ara. 

jDenft man ftc^ burd^ ben $unft P| , befen ftoorbtnaten s 
unb y ftnb; bte Stnie £E" unb burc^ ben $unft Q, bte Stnie 
FF" ^)ardttel gu OY' gejogen; fo wirb bcr ^tä^tnin^alt bee 
2|ettr^ ber frummen £)6erjlac^c, wctc^er ftc^ auf E'F'F"E" pro* 
Hiitt erhalten; tvenn man in bem Slu^brude (72) x aU fonfron: 
anfielet/ unb atdbann bte @umme aUtx SQBert^e nimmt, meiere 
man barau6 er^ätt/ fobalb man y t)on y' bi^ y" Mxiixtn (ä§t. 
S>ied ergibt 

9" 



''fw^+m'^(^^' 



dyJ ' 

3limmt man j[e^t bie @umme atter Sßertf^e be^ le^terco 
flviStvxdti, tt>et^er/ nac^bem man bar in für y' unb y** ipn 
Sertfie aui ben ®(ei(^ungen (73) unb (74) fubfKtuirt ^at, nui 
eine ^unftion ber SBerdnberlic^en x iilbtt, gwifd^en ben ®rän« 
Jen x=Xi unb x^o:,; fo erhalt man für ben ^nl^alt bd auf 
A'B'B"A'' ^)roj[ijirten S^eile^ ber frummen Dberjldd^e 

y=/«/d,v/«T@|)'+"(|)' ....(«) 

a^i y* 

SBenn bie ^rojleftion A'B'B^A'' eine in fic^ feftfl gufam* 
menlaufenbe fturioe bitbet; fo werben natürlich bie Sinien AA" 
unb BB'S burc^ beren abjlanb toon O bte äbfjiffen x^ unb x, 
befHmmt ftnb; mit ben 2:angenten an bie fragliche fturDe gu« 
fammenfaQen, toet^e pataM gu OY' ftnb. 

SSenn bie frumme Oberfl&^e burc^ bie Umlodlguttg ber 
Aur^e A'B' um bie %tt OX entflanben n)dre; fo toeretnfac^t 
fi($ ber ^orflel^enbe Ku^brud baburc^, ba§ man bie ©teii^ung 
biefet £urt>e 

y'=:F(x) •••.(76) 

fe^t unb itaäfttt, ba§ at^bann nadj^ S. 131'', ®Ie{($ttng (187), 
((»)=x+y/^±V[FW]*-!^' y/^^iyT^ ..,,(77) 



§. 154. glft^^bi^ fbicr fnttmiMn O^crttt^e. 397 

ober 

^=±V PW-V ♦ • • • GS) 

toie ®tei((ttttg bet fraglichen Utnk))a(}uttg«flfi(^e ifl» S)a< 3e{d^en 
+ gilt fßr bell ober ber Stene XY Itegenben Z^ttt, ba« 3et(^ett 
— bagegen für ben nnttx^ath berfelben ttegenben SQ^ett ber frum^ 
men gtSc^e« Setrac^ten mir autoorberfl bie obere J^5(^e; fo ^at 
man fftr biefette toegen ber ©teic^ung (78) 

dz _ F(jr) dF(ar ) 

unb \ ♦ ♦ ♦ ♦ (79) 

({z — y 



V*+^dx; +(dy; " V tlf (*)]»-»» 



wenn man ffirFOr) einfa4^ ben aSert^berCrbtnatey' ber erjeugen^ 
ben ftur«)e aui ®Iei($ttng (76) fubfHtuirt. S)a nun bie ^unftion y* 

nur »on x unb ni^t wn y abl^fingt, mitl^in au^ y'\/l + (^Y 

eine \>on y gan) nnab^fingige gunftion iß; fo ^at man 

= jVl + (gy(coust -«rcco»^). 
Sea^tft man nnn fetner, te§ bie ®t&n}en y" »ob y' be« 



I 

■ 

\ 



398 §• 154. 9(ft4niin^t etwr fcnmmen Qhtxfiiä^. 

»orfle^etibctt SntegroW aui ©leicjimg (75) ttfp* +jt »«^ — y 
ober +FCar) unb — F(a) jiiib; fo etfifilt man für badfeOe 

X[— arc.cosl+arccos(— l)]=3rjfV/l + f^Y —(80) 



3)tefcr SDßert^; in ©tctc^unfl (75) eingeführt, ergtM bie obere 
^filfte be^üemgen Xptitt^ ber Umk))aIiung^fI5d^e/ tt)el(^er ivoif^tn 
ben SbfjStffen :r|=OA unb jr^^rrOB ttegt: nimmt man ben tt* 
^altenen Su^brud bo))peIt; fo fommt fSr bte ganjc gt^ifc^en x, 
unb X2 (iegenbe Umwaljung^fldc^e 



^ 



Y=2^ßxr\/i + (^y ....(81) 

S)er iopptltt fßtxt^ be« Slu^brude^ (80), nac^bem berfelbe 
mit dx mttltt>ltatrt tfi, ober bte ®ro§e 2Äy'da?\/l+f ^V, 

fleOt ojfenbar bie £)(erf[5^e eine^ aU abge{ium))fter ftegel gn 
betra4^tenben X^txM ber UmtoäI)ungdfIä4^e bar, ioe(4^et burc^ 

bfe Umbre^ung be^ Äurtoenelemente^ E'F'==cte=da\/i-|.^^V 

(f, S* 98) um bie Ujre OX erjeugt iji, bejfen oberer unb unterer 
^aftmeffer refp* EE'=y unb FF'=y'-i-dy' unb beffen ^5^e 
EF=dx ifi* 3)a biefe ®röße flet« eine abfolute Quantität 
barpeUen muß, biefefte aber negati» »erben würbe, fobalb j' 
negatttD n)ürbe, toenn man ntc^t gletd^jeitig aui^ bte bartn ent^ 
fialtene 9Q3urieIgr5$e negatt)D nä^me; fo leuAtet ein, ba§ iai 
tjorjie^enbe Qntegrat (81) auf din ÜWal immer nur für folc^e 
2:^ette einer UmiDfitjung^fläc^e genommen toerben fann, n>el(^e 
burc^ scheite einer «uröe erjcugt flnb, bie, toie A'B', ganj auf 
einer @titt ber «re OX Hegern 

9Benn bte Umn)filiung^fld(^e burd^ Umbre^ung einer ge« 
((^{offenen ^rtoe A'E'B'E'', bte in i^rer ganjen {(u^be^nung auf 
(Ein unb berfelben &titt ber SIre OX tiegt, um bie Sre OX 



§. 155. 9rifi bn At0el«6(rfU(tc. 



399 



entpanbett i% mi AA', BB' jtnb Me jtt OT' ^jatatteleii San* 
gcntm an Wefefte; fo fei fiht tta ^tii A'E'B' 




y'=F,(it) ....(82) 

uttb für beA S^e« A'E"B' 

y"=FjCx) ....(83) 

We ©lett^ung bet «uwe; ferner fei OA=x, unb OB=y,. 
2)a nun na^ ©Uidfün^ (81) 



V' = 2«/rfx.yVl + (g) 



bte burd^ Umbre^uns be6 «^etled A'E'B' erjeugte Dberfläcl&e 

mtb 

«j 



V"=2«/dx.rV/l + (g') 



bte bur^ Umbrcl^ung be6 SC^ctted A'E"B' erjeugte Dterflä^e 
tfl; fo ^at man für bte gefatnmte nttgf5nntge Umwfiljttng^fläc^e 
V=V'+V", b* u 

V=2./l[^7T^+y.\/l"T^] ....04) 



§. 155. @r»#e ftet fte^eloibetflfif^e« 

9Q3etm man beit 9leigungdtt)tnfel einer Seitenlinie be« ftegett 
mit fret«f5rmiger S?aft« gegen beffen «re = a feftt; ben 9hiJt 



400 §. 156. ®t6fe ha 90tihetohet^U^. 

punft be« ftoorbtnatenfyflemed in ber @pi$e bed ftcgel^ uttt bu 
Ute O X in ber 9re bed Jtegel« annimmt; -fo ifl 

(p)=af+a:tanga.|/'i:ij 
ober I ♦ * • ♦ (85) 

jDie ®tei(^ung ber geroben Unk, bur^ beren ttmbre^utig mi 
bte Sre OX bte Jtegeloberflad^e erjeugt n)ttb* jDer (entere Hui* 
brud tritt an bte Stelle ber ^»nftion (76), foba§ man benfelben 
flatt y' unb augerbem 

g^=tang«, 
mithin 

in bie gormel (81) ju futjUtuiren l^at. JDie^ ergibt für bie 
frumme &ber{Id(^e etned Jtegel^ ^on ber ^i^t A, tt>enn ntoii 
x^=h unb ar,=0 feftt, 

V=2«/1^^^5S^ = ^^*!*55S^ ....(86) 

^ COS« cosa ^ ^ 



SSenn man ben ^al^meffer ber ®runb{ISil^e biefe« Aegeß 

r 1 
=r feftt; fo fiat man -j-=tanga, alfo =^1^:^^^ 



= >^:^; wit^itt 



V=Ärl/"Ä«+r» ober = «r 6, • • ♦ ♦ (87) 

n)enn man bie C&nge ber Seitenlinie V Ä^+^^ <nit 6 (eseic^net 

S. 156. ®td6e ber S^HnberoBerfUd^e. 

9ßenn bie 9re OX in ber üxt \>ti dplinber« ))Ott htiifix^ 
miger Saft« angenommen n)irb; fo ifl 

(Q)=X+ry/—i), 

ober } ♦♦♦•(88) 



§. 157. 9r(|e ber 5ttt0cIo^fr|I&<(e. 401 

bie ®(et(^ng einer mit OX f^araKeleii Sinie^ mt^t (ei t^rev 
Umbre^tttig um bie «re OX bie Obetfliac^e eine« 3vKnber« be^ 
fc^reibt; bejfen JBafi« ein Äreid ioom ^atbmeffer r ifl* Da fiier^ 

wirb; fo ergibt bie gormel (81) für bie frumme Oberfläche be« 
frag{i(|fen 39tinber$ ))on ber $6f^e A, kvenn man barin x, = A 
unb a:,=0 feftt, 

h 
V=27r/rrf.r=:2ÄrÄ ♦•♦♦(89) 





§. 157. ®rd#e ber AiideloBetfUd^e« 

jDie ®(ei(|fung einer ßugetoberfläclfe iDom ^albmefer r far 
ein reclftwinflige« Äoorbinatenfvjiem; beffen »nfang^punft im 
«Ktttelijunfte ber ftugel liegt, ift m^ $♦ 131« ©teic^ung (189) 

(p)=x+yl/~i4l/r'-i'-»«l/^K=l» ♦♦♦*(90) 

tüoxani 

z=yr^''aß-^ ♦•♦♦(91) 

fotgt- 

Senac^bem man bie SBurjelgröge i/r'-ar«-y» ^)ofitit) ober 
negati)) nimmt, fteOt biefe ©leid^ung einen SJeftor bar, toetd^e? 
oberl^alb ober unterf^alb ber (Ebene XY liegt« 

SBegen ber SBesief^ung (91) ^at man 

dz X dz y 

alfo 



^/'+(^)+(g) = 



^ r*-ir'— ; 



.2 



unb na(J (Steigung (75) für irgenb ein Stütf ber (Jinen ^att^ 
fugel, wetd^e« ftt^ auf bie gigur A'B'B"A'' projiigirt, 

26 



402 S. 157. (Mfc hec JhidfloberflAd^. 



^=/^!/'7Ä? 



*i y 



W i^-«» 7 



<^ 



Ober, fc« /VA-^=/^^^^SL 
= Gonst. — arc . cos . j^- - 



V=r/'rf*(-.rc.cos^^^+.rc.co8^^^). 

SDßia man nun bie Oberfläche ber t)oaett ^»aftfuael bcftoi* 
men; fo erl^ält moxi für bte $roj[cfttott A'B'B"A'' i^rer Um^ 
granjung auf bie ffitene XY (wenn man tn ®Ictc|>ung C913 
2=0 feftO 

ttjoburd^ ein größter Äret^ ber «ugel bargefieOt tptrb* Statt 
ber »eateffungen (73) unb 74) ^at man alfo refp^ 



auferbem ^at man a:, =— r unb arj=+r, S)a fitemac^ 
arc. cos -7-4==-^ = arc. cos 1=0 unb 
arc. cos ^ ^--^ =arc. cos (— 1) = « 
' tp; fo erjdft man für bte JDJerfläiJe ber {)ar6fugel 

r 

V = xrjdx^2xr'^, ....(92) 

— r 

ttttb bemitai^ für bie £)(ecpd($e betr gatiatn £ugel 

Vs:4sr' ,...(93) 



§. 158. 9r6fe rinrr bat(i 9olarfoovbinatfii ^t^^bmtn 9(A((e. r 403 

dinfa^tx erhält tnan btefe« Stefultat, menn man bte Jhtge^ 

Oberfläche aW btttdj^ bte Umbref^ung eine« J£)albfretfe« um We 

are OX entflanben anfiej^t, für welchen Jpotifxd^ man jlatt 
©(etc^ung (76) 

^at ©ubpitutrt man tiefe SBSert^e tn bte ®Iet(buttg (81); m 
betit man a:,=r uitb x^=-^r fe^t; fo ergibt ft^ für bteDber^ 
p(^e ber ganjen ftugel unnttttelbar 



r 

V=r 27tr/dx = 43rr', 



— r 



wie \)orf^in^ 

aSenn tnatt in ber )>orf}e^enben ©(eicbung ba6 integral }tt)i^ 
f(ben ben ©rdnjen x^ unb j?! nimmt; mtb ar^-— a:, = A fc$t; fo 
txmt man barau^ ffir bie frumme Dber{Ia(|»e einer 3ugel)0tte 
oon ber ©oj^e A 

V SÄ 2Är /dx=2«rCr2 — ar,)=23rrA, • ♦ ♦ ♦ (94) 

ein au^brurf, toetc^er »on ber befonberen ?age btefer 3one auf 
ber £ugel gan} unabf^angig if}, unb bemnac^ aucb für bie frumme 
Dberjläcbe eine^ Äugelabfcbnitteö \?on fcer $o^e h giU, für 
wetcben man jr^— ^ wnb ar,=r— A f^abcn tt)ürbe^ 

§. 158. Seftimmftttg bed ^Ifidbeninl^alte^ einer ebenen 
$ignr; toenn beren UmgrAn^nnd auf ^^olatlootbii 

naten belogen ift* 

SBenn AB bie ®ränje einer in ber @bene XY liegenben 
gigur AOB bilbet; fo fann man ftcb benfen, bie Quantität ober 
ber gläc^eninf^aW berfelben fei baburcb ergeugt, baf ficb ber fßtU 
tor OA um ben $unft O in ber Slicbtung XY bre^e unb gteid^^ 
jeitig feine Sänge dnbere* ^inbet nun 3n){fd^en ber Sänge bed 
iBeftor« 0G=() irgenb eine« fünfte« G ber ^roe unb bem 



404 §. 158. «rftfe rfncr Mtc4 VolacCoocbinaten ^t^Amm SftiK^e. 

9tdsttnQ«n)tn(el GOX bedfelien gegen bte SIre OX Me 
jie^.utts 




— X 



((») = F(rr3 



•♦♦♦(95) 



ftatt, fobag bte ®{et(|ung ber £ur))e AB, auf fJoIarfoorbtnatai 1 
ieiogeit; 

(p)=^(cos9)+sin<]p.V' ^) = F(<]p)(cos<]p+sin9.V^^) 

tfl; fo fei 011= Q+dg ber 2Bert^ t)oti (>, wetc^en man on^ 
ber Sejteffung (95) erf^alt; wenn man bann q> um ben unenb^ 
K(^ Heinen Sogen H0G=rf9) »ac^fen la^t. »ei btcfct 3>rf^ 
l^ung be^ 93eftor6 (» um ben 28infe( d(p befc^reiM berfeKe btc 
breiecfige ©ettorfläc^e GOH, beren Orunbltnien 0G = ^ ift, 
unb beren ^6^i n)egen ber unenbltc^ fletnen iDre^ung gtetc^ bem 
jhreidbogen angenommen totxUn lann, ben gleichseitig ber Snb- 
pmit G bed aSeftord OG befd^reibt S)a biefer ^et^boges 
= gdq> ift; fo ^at man f&r ben ^la^tnin^olt be^ etementaren 
S)reie(i« GOH 

Sejei^net man nun ben 9Sin{eI AOX mit 9>| unb benSßin« 
fei BOX mit tp^l fo n^irb man ben Slä^enin^alt bed @eftor^ 
AOBHssV erhalten / n>enn man bie @umme atter SEBert^e 
nimmt/ bie ft4^ au^ bem V)orflel^enben $lu6bru(fe ergeben , fobalb 
man barin tp ^on (pi M g), ßetig ^ariiren I&gt« jDied ergibt 






....(96) 



^1 



§. 159. ®c6fc einer bnr^ 9>c(acIoocbina(en gegebenen glAd^. 405 

Den ^fic^entttl^alt eine« Jtreife^ n>arte man ^itxaui 2*9« 
erhalten; menn man g fonfiant =r, fetner <p^=2« unb 9>,=0 
fe^te. SRan er^5(t ^itxtnx^ 



tvie in S» 142. 

Sßäre t)er }n>{f(^en ben 9lt(|itungen O.A unb OB (tegenbe 
X^til einet Sigut, wie ABB'A' ju befUmmen, welche thtxwMi 
bnx^ bie £utt)e AB, fat bie man 

]^abe, unb untetn^ätt« \>ux(fy bie Jhttt)e A'B', fflt bie man 

p'=F,((p) ....C98) 

l^abe; bcgränit ip; fo lenktet ein, baß bie fragliche glfid^engtöfe 
but(^ bie formet 

Y = iJiQ"''—Q'^:)d<f> ....(99) 

»I 
gegeben tfi. 

• 

§. 159. )Q$eft{mmutt0 ber ®rdf|e einet frttmmen ^lääie, 
totnn beten ®lti^nn^ butdft ^^otatlootbinaten ge^e* 

ben ift« 

Die auf ^olatfootbinaten belogene ®Iei(^ung itgenb einet 
ftummen Stäche fei 

n^otin 9> bie Deflination bed 93eftotd () fät itgenb einen $unft 
bet gegebenen ^täc^e, obet beffen Steigung gegen bie Site OX, 
if bie 3nHination biefe^ fßtttox^ obet bie Steigung einet butc^ 
benfelben unb bie Site OX gelegten dUnt gegen bie Sbene XY 
bejeic^net (f. bie Untetfu(|»ungen bed t)ietten Slbf(^nitteO/ unb ti 
fei f eine gunftion bet beiben unabhängig t)etanbet(i^en ®xi* 
f en q) unb v^, atfo 

Q=F{q>,t) ♦♦♦♦(100) 




4t* S- 159. PStift fiwc bunt ^olortoiwtinarni 

gaffen »tr fe^t ein dtemmt EFGH ber fltfleicnm glätte 
»en un«ib(i(^ Ileincit Dimenftonen tng Äuge, »eli^eö jWiTt^en 
jwei bur* bw «re OX ge^enben, unter ben 3nf(ination«»fnfern 
il- unb V' + d* ßesen bie (Ebene XY fi<5 neigenben g&tnen EOF 
unb HOG, fetnet jaifi^m jroet ÄegdotetiTäi^m EOH unb 
FOG tteflt, bete »re OX tft unb beten Seitenfinien fi^ unter bcn 
2)e«infltlon«njmfetn E0X=H0X=7i unb F0X=G0X=9)+d^ 
*] o 9*8«« fme »le neigen. Um bie 

©roßt btefet afö eben ju betrat^' 
tenben nnenb(i(ti Kernen ^ät^r 
EFGH ju bejHmraen; fo feien J, 
K, L bie Duri^ft^inittöpunHe einer 
mit bem |)albmeffet OE = p um 
Itefi^riebenen Äugelcbetflö^c 
tefp. mit ben Stnien OF, OG, 
OH. ©a biefe Pinien auf bei Äu* 
ge(obetfIä($e ober and) auf ber 
iSbene bw aW eben angenoninienen gigur EJKL yetpenbifular 
flehen; fo bitbet bie leitete gigur EJKL bie ^Jrojeffion fce« 
gldi^enelementeö EFGH auf bie Sbene berfelben. Sejeif^' 
net man ba^et ben gidcfieninlialt voti EJKL mit v, ben DIei< 
gungdminfel ber (Jbene EFGH gegen bie fSbtnt EJKL mit.'« 
unb ben glät^enin^t beg (Sitmtntti EFGH mit dV; fo ^at 
man 

dV.cosa = ij über 

dV=— ^. 
oosa 

©tntt man fi(^ bui^ ben ^nnft E eine auf bet Sie OX 
))eT)>enbifu(at fle^cnbe Sbene EPL gelegt; fo tcivb au(^ ber 
5>un(t L in biefer gbene liegen, nnb man ^a( PL=PE. (Si 
folgt fetner, baß EL auf ber (Sbtnt EOF unb mithin aut^ auf 
• ber ?inieEJ, unb ebenfo baß JK auf ber Ebene EOF unb auf 
ber Pinie EJ petpenbilular fie^e, ba§ a(fo bie 5'fl"t EJKL=p 
wie ein füti^ttd unb bie gigut EFGH wie ein ?5araI(eIogtamm 
gu bctta^tcn fei. 

3HnuaOE-p; fo »itb OF=p+ ^dy unb 0H=^+ ^d^ 



degcbmen fnimmcn ObccflA^e. 407 

fein, »orin ^ unb ^ bte paxtictltn Dtffcrcniiottoefjiafenten ber 

gunftion (100) rcfi)» für q> unb ^ fcejetc^nett* S)a OJ = OL 

:=OE=p ftnb; fo ^at man ferner JF=^d9 unb Lfl=j^dif. 

Slugerbem i^ E3 = Qdq> unb mit EP = Qs\nqf unb 28tn^ 
fei EPL=dV' <f*/ EL=(>sin9d^; bemna(|> ^at man für ben 
Släd^emn^t bed Stec^tecfed EJKL 

Um ben 9tetgungdn)tnfet « ber Sbene EFGH gegen bie 
(Sbene EJKL ober ben 9tetgungdwtnfe( ber betben formalen 
auf btefen (Sbtntn gegenetnanber }u befiimmen/ fef^e man ffir ben 
SlugenMtd EJ ali bte Sre OX, EL aH bie 3Ire OY unb etne 
in E auf ber (Ebene EJKL ^er))enbtfular fle^enbe Stnte aU bte 
Slre OZ an. Um nun bte dti^tnn^ ber (Ebene EFGH, n^elc^e 
burc^ bte bret fünfte E, F, H gef^t, gegen bte (Ebene EJKL 
na4^ S« 129 }u beflimmeu; ^at man offenbar }tt fe^en 

a=0, 6=0, c=iü, 
a, =EJ=(>c29)^ 6|=0, C| =JF = -j— dqp, 

0^=0, b2^=^EL^=Qslndif, Ca=LH=T^dV'. 

jDurd^ SubfittuHon biefer Sßert^e tn bte borttgen gormein 
(168) ergeben btefetben 

- _C|^ 1 dg 

' "" a, "" Q dq>^ 

_ Cg_ 1 dp^ 

unb toentt man bicfe Sertl^e für /" unb 9 in bie le^te ber ®itU 
jungen (154) $. 127 einf&^rt; fo er^^ätt man fär ben ßoftnu6. 
bed fragli(|en 9leigung«tt)tnfet« a 



GOSa = 






a 



406 §. 159. 9tbU einer bur^ 9olacfootbmatfn 

jDutc^ Mefen SSert^ fftr cosa unb ten \)ot^erge^etiben ft 
V tt){rb ber obige Slu^brud für bad ^lä^tntUmtnt EFGH 



9le^mett iDir nun an, ber }u befltmmenbe X^til ber gegebe- 
nen Stacke liege iwifd^en it»ti burd^ bie 9re OX ge^enben &t 
nen, tvelc^e ftd^ refp* unter ben SBinfeln V', unb ^^ 9^8^ btc 
Sbene XY neigen, unb auf ben anberen betben @etten fei Uv 
felbe burd^ gwei in ber frummen Dbtx^^t Uegenbe Linien b^ 
grdn}t/ für n^elc^e man refp* 

9)' = F,CV) ••♦♦(102) 

unb 

r' = F3C« •.••(103) 

liabe; fo ergibt bad 3ntegra( 



in n)el^em ^ ald {onfiante ®rd§e betra^^tet mirb, ben gfäc^cs^ 
inl^alt eine^ unenblic^ fc^malen Streifend bed fraglicben ^äc^en- 
tl^eite«, welcher )tt)if(^en ben beiben ern^eiterten (Ebenen EOF 
unb HOG liegt, unb 

fleOt ben ^ni^alt bed ganjen gefuc^ten Slac^ent^eited bar« SBemi 
ber $oI O gan} im inneren ber gegebenen gtäd^e liegt, unb 
man miO ben Onfialt ber gefammten Stäche befiimmen; fo ^^^X 
man ofenbar f&r bie (Srfinjen bed t)orfie^enben 3ntegra(e0 

9'=0, g)"=3r, 

au feiern 

SoKte man t)on ber gegebenen glätte ein fold^ed @täd be» 
fUmmen, wetd^etf burc^ itt)ei Jtegetfl&c^en, beren 6eitenlin{eii ttc^ 



I 



gegfbmen frummen Oberfl&c^e. 409 

refy* unter beti 9StnfeIn <pi unt) <p^ gegen t^re 9ixt OX neigen, 
unb anbererfeitö burcfi itoti in ber frummen ^(t(^e (iegenbe 
Äurt)en begranjt wirb; für »etdj^e man reft)» 

unb 

V/"=F2(<p) •♦••(106) 

i^at; fo n)irb badfelbe ofentar burc^ bad integral 

^2 v" 

ober bur4^ 

bargefteUt« 

3n btefer formet ^at man 

<;p,=0, 92=* 

}u fe^en, loenn ber $oI O gan} im inneren ber gegebenen %li^t 
(tegt unb man ben ^nf^alt ber gefammten Oberfldd^e }u ermatten 
tt)ünf(|t 

SDienn bie ^&^t \>uxä) bie Umbre^ung einer ebenen 
9urt)e, ffir melcfie man 

^'=F((3P) ••••(108) 

^at, um bie Slre OX enflanben i{i; fo n)irb aud^ ber SBeftor q 
für irgenb einen ^unft ber Umn)5l2ungdflä(^e ^on bem SSSert^e 
feinet ^nnination^toinfefö y/ unabf^fingig ober ed toirb 

* %=« ■ 

fein« {)ierbur^ n>irb bie %omt\ (107) 



410 §. 159. 0r6fe etnec bim|^ yolacfocrbmaten gegebenen ^l&äa. 

3Bia man nun eine ganje 3one btefer Urnttjalaunfl^fld^c bor* 
ftetten; fo |fat man if''=2x unb ^'=0 ju fe^en, »obur^ 

atfo 

^2 

Wirb* 

gfir bte 06crflä(^e ber ganjen ^u^ti ^at man j. »♦ 

atfo j2==0;mtt!^fn 

V=2«r« /sinyrfy, 

Ö 

4 

ober tt)et( /sin9)d!9=:oonst.-~cos9) t{i, 
V=23rr' (— 'cosw + cos0)=4;rr'. 



SSt^fitev S^bf^nltt. 



§. 160. finantit&t eitieö »btptt^ nuh Oolnm* 

9la(l^bem wir im ^rfifieren Me Sfingen^ unb ^fi(^engrj§en 
in i|iren gegenfettigen fßer^altniffen fomo( ber Ouantität, tt)ie 
ber Stii^tung nai) hnx^ bie entfprec^enben arit^metifcf^en 3)7et{»o« 
ben bar}ufte((en )?erfu(^t ^a(en, bleiben enblid^ nocf^ bie Uxptx^ 
liefen 9taumgrogen ju Utxa^tcn übrig* 

3fire (fiarafteriftifc^e Sigenfc^aft ifl gleichseitige Hu^bel^nung 
na(^ bvei 2>imenfionen be^ abfoluten dlanmti* ^itx^ 
burc^ ifl ber Segrif ber £luantitdt eined ftot))erd ober 
eined ftorper)oolum^ bebingt* 2)er j{dr))er entfie|it, ton bie 
Sim'e unb bie %liii^t, burc^ bie flettge S3ett)egnng feiner ®rdn)e, 
»ett^e l^ier bie glä(^e bittet. JDa biefe ©rdnje felbfi gorm be* 
ft^t, unb mithin bei i^rer SSemegung nic^t blof i|ire Sage, fon- 
bern auc^ i|^re gorm dnbern fann; fo folgt; ba§ bie Duantitdt 
eine« Aorper« «>on ber Augeren gomt feiner Umgrfinjung in ei^ 
ner dl^nlii^en Sßeife abl^&ngig fein n^irb; n)ieS)ie« im oor^erge^ 
l^enben $lbf(^nitte bereit« "otn ben Std^engro§en na^gen^iefen ifl« 
Um iebocf^ bie Derfcf^iebenen A(r))eroo(umen einjig unb aKein iffrer 
Duantitdt naif )u ergeugeU; n)obei e« glei^^gflUig bleibt, in 
»eitler %xt unbSBeife biefetben begrdnjt feien, genügt e« offen*' 
bar, bag man ftd^ eine getoiffe Sld^^e benft, xot\i)t ft(|^, o^ne 
i^re ^^xm gu dnbern ))ara((el mit ftc^ felbfl in einer befHmmten 
Stic^tung be« 9iaume« fortbewegt* 

Stimmt man ju biefer erjeugenben gldd^e bie im S* 138 be^ 
fc^riebene ^Idcf^eneinl^eit/ alfo ba« ebene Duabrat an, beffen 
ecite gleich ber Sdngeneinffeit A ifi, unb t|iet(t berfetten iint 



412 §. 161 Sßolum eine« |)acane((pipebumd. 

folc^e Bewegung mit, ta§ alle i|ire fünfte in einer auf i^m 
(Ebene f^er^^enbifular flefienben Stid^tung fortruden; fo btibet iai* 
Üenige ftorper)oo(um; n^elcf^ed man er^&It^ nai^bem jene g(a(|e 
um eine ?dnge = X fortgerfitf t ifi, alfo ber SBurfel; bejfen 6eitc 
bie Längeneinheit i^, bie SSoIumein^eit, burd^ wtUft alle 
Jtdrperquantitdten ebenfo gemeffen n^erben, mie bie Sinien bunt 
bie S&ngenein|iett; bie Slcid^en burc^ Slai^enein^eit unb bie ait> 
tuten Sc^^Un burc^ bie 3a^I 1* Sejeicf^nen n^ir jiene SBcIumm^ 
ffeit bur(^ /u* 

Sd leui^tet ein; ba§ burc^ bie ermaffnte 93eiDegung (er 
Sla^eneinfieit ein fietige^ Spßern ^on Jt6rpert)oIumen befcpnetoi 
werben »irb, bejfen erfleh ®tieb =0 bie Statten einbcit 
felbfl i{l unb beffen fibrige ©liebet; bi^ jumSBertlfe oo amoüif 
fenb; re(|^tn)innige priemen bilben, bereu ®runbf{&(^e f^lti^ tet 
Slad^eneinf^eit ifi. 



§ 161. aSeftimmuttgeti 6e$ Solnmö eine^ red^ttptn!^ 
Ugen VaraUelet^it^ebum^ au^ feinen brei Aantcn. 

aSenn Ox, Oy, Oz, bie brei im fünfte O gufainmenf}e§cii' 
ben re((^tn>infligen Tanten ber obigen SoIumein|»eit ft fin\>, fo< 
ba§ 0x=0y = 0z=: ber fiangenein^eit X ifi; fo benfe mou 
{t(^ eine jiebe biefer brei Tanten in n gleiche Z^tiU t)on ber Sänge 

— jertegt unb inxi^ bie Stf^eilpunfte auf Oar, Oy, Oz refp^mü 

jfOz^ orOz, arOy parallele Ebenen gelegt. jDurd^ biefe (Sbenes 
»irb bie SSotumeinffeit offenbar in »» cinanber gleiche fleinen 

SBürfel jerlegt, »on benen ein j[eber ba^ Sotum -—: befi^t. 

(Enthalten nun bie brei im fünfte O }ufammenflo§ettbes 
«anten OX, OY, OZ eine6 rec^twinltigen ^JaratteUJipebum« rri> 

p, g, r ber eben ertoäfinten Z^tiU, »on benen jeber = — ift , foba§ 

X X 

bie Sauge ^on OX=p — , bie »on OY = g — unb bie wn 

X 
OZ = r — lijl ; fo erl^ettet, n?enn man (td^ burc^ bie a:^eil})unKc 
n 

auf OXi OY, OZ vef^ mit YOZ, XOZ, XOY pwcaMt «»c 



§. 161. Bolata eine« |>avaaelep!pebttm«. 413 

tien gelegt benft, bag ia^ le^tere ^ataUtltpipthnm eine inxi^ 
ba« ^tobuft pqr teflimmte artjal^t ber oWgen Heineren fflütfet 

enthält, t)on benen ein jeber ba6 Sotum -^ ^^Pftt* Sät bad 



n 



fßolnm M be^ fraglichen ^araUeleptpebumd ^at man alfo 
M=p7r.4=J^ ^ —.fi ... (1) 

ober 2^ aSotumein^eitem 

©ejei4ittet man jieftt bie «finge ber Äanten OX, OY, OZ 
refp* mit a, bj c unb bie abfoluten ^a^Xtn, ml^t beren 
93er^ältni§ )ur Sängeneinffeit x au^bruden; refp* mit a, ß, y^ 
foba§ man 

a=raA, h-=ißXy c=yi, 
ober 

^qX\ fo fotgt, ttJeit nac^ bem Sor^ergel^enben au^ a = p.'— , 
b^=q . — , c = r . — ober 

a p^ A^ -^JL -£- — 

X "" n ' X ■" n ' T"~ n ! 

fein foK, ba§ man 

^=«. -2-=^, JL=y 

f^aben muffe. 

2)ur4i biefe SQBertffe für -2. , -SL , — rebujirt fic^ bie 

fl 91 fl ' 

gormel (1) auf 

M = a/yy ./ti .... (2) 

o, j3, }' fleOen in biefer formet für bad SBoIum eine^ red^tn^inf« 
ligen ^ataUtUpi^ptium^ biejienigen abfoluten So^W^ ^^t/ totl^t 
ia€ !Ber^äUnif ber Sänge einer /eben ber brei jufammen^of enben 
Xanten biefed Aorperd jur Längeneinheit befiimmen; unb ^ ifi 
bie SSoIumein^eit ober bad SBoIum eined über berfelben Sängen^^ 
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cinffeit it^^xitUntn aBärfel«* 3n ber 9lege( läft man bai 3ti 
(^en ^ n>eg unb fe$t für bte Ballten a, ß, y bie txwä^nttn hr. 
ftanten a, 6, c felbfi; tnbem man etnfa(|i 

M = abc • ♦ ♦ ♦ (3) 

fd^reibt unb ben @tnn biefer S(>nnel tn ©ebanfen tn ber wxk' 
i^enben 9Betfe fup^Itrt 3)ted n){rb au^ im Solgenben ü^rai: 
gefd^el^en; man ^at Miti bte betreffenben Sormeln fletö tn tn 
eben ernannten SBetfe ju Derfle^en; unb ni^t Htoa ju mäbnec, I 
ba§ ein jt^r^erioolum gleich bem ^robufte au^ brei hinten fn. | 
tt>ad offenbar abfurb wäre, ba Stuten unb Sixptx ifyxtt Ouanti^ 
t&t nac^ ganj f^eterogene @rd§en ftub, bereu Sutfief^ung au^etfl^ 
anber nid^t iux^ bergtetc^en Operationen in aKer Strenge re^ 
pxä^tntixt toerben fann. 

J)a bie Jormel (2) ober (3) für äffe fotc^^e SBcrt^e ttr 
Äanten a, b, c gilt, für tt>ct^e a, /?, y rationale 3<t^Ien ttcr^ 
ben, b. ^* für atte Linien, toelc^e mit ber Cdngenein^cit X fem- 
menfurabel ftnb; fo gilt biefelbe auc^ für atte irrationalen 3Berth 
t)on a^ßy, ober ganj attgemein für ein jiebed f^araKelepipc^ 

bum, noad aud^ fc^on cinltn^ttt, toenn man ftcf^ bie Steile — , 

in koeld^e eine jiebe j^ante ber S3oIumein$eit getfieilt würbe/ ua- 
enblic^ nein ober bie 3<i^I n unenblic^ gro§ benft, woburd^ bie 
tnfommerfurabelen ©eitenfanten ben fommenfurabelen in ber oH« 
gen SSejie^uug qUx^ werben. 

§. 162. Sm^emeine Seftimmnn^ be« Oolnmd irgea^ 

eine^ftdr^per^ aitö feiner Se^ranjitti^, totnn biefelbc 

bnrd^ ted^twinf lige Aooxbinattn gegeben ift* 

din jieber über ber @bene XY (iegenbe Roxptx fann in 
ber SBeife erzeugt gebac^t werben ; ba§ ftc^ eine gewtffe ebene 
Sigur au^ biefer (Ebene in ber 9ti(^tung einer auf XY ptxptn* 
bifutar flc|ienben älre OZ erficbt unb babei i^xt gorm, b* ^. tbre 
lineare Segränjung; nac^ einem beflimmten ©efege anbert. 

stimmt man guoorberfl an, bad auf biefe 28eife erzeugte 
&üd eined Roxptx^, bejfen £>Uxfla^t burc^ bie ®Iei(^ung 



j(5tpets ati6 frfnec Begrltisnitd. 
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tt>0t{lt 



z = ¥(x, y) 



(4) 



\% (efltmmt n^trb; fet untern^artd turd^ bte &>im XY unt) jtvar 
bur^ bte irt btefer gbene Kcgcnbcn gigur A'A"B"B', fettwarM 
bur(^ j»ci in A'A" unb B'B" auf bcr ebene XY unb jugteit^ 
auf ber Site OX perpenbtfular ße^enbe Ebenen unb bur^ %toti 
in A"B" unb A'B' gleicj^fatt« auf ber «bene XY ^)er})ettbifular 



A 



e"b •' 



m 



B' 



F' 



B' 







Jt: j« 



B 



flef^enbe gefvummte Slfic^en unb oberwärt^ burd^ eine %\aift bt^ 
granjt, auf wel(|>e fi(|> bie t)orflej>enben gormein (4) bejie^en; 
fo ^abe man jur ©epimmung ber gigur A'A"BTB' füx Me Äun)e 
A"B" bie ©ejie^ung 

»" = A(^). C5) 

für bie Stnnt A'B' bie ©ejie^ung 

»'=/, Ca:), (6) 

unb e^ fei 

OA = ar,, 0B = ar2 •♦♦♦(?) 

GFd teuftet ein, ba§ man ftc^ bie obige fixt ber (Sntfief^ung 
be« fraglichen Äorj^er« auc^ in ber SBeife t)orfietten fann, ba§ 
fx^ ein lieber unenblid^ Heine rec^tminflige Släc^enelement ber 
gigur A'A"B"B', »ie bad bti nij bejfen Äoorbinaten x unb y, 
beffen Seiten da: unb dy ftnb; unb beffen ^tä^tniti^U bemnad^ 
=dx ♦ dif ifi, in bcr Slic^tung ber Sre OZ bi^ ju ber inx^ ben 
SBertf^ )^on z au^ ©leicfiung (4) gegebenen i>6^t tx^tU, unb 
mithin ein re((^tn>innige^ ^araUelepipebum ^on bem SBoIum zdx.dy 
befcj^reibe. Die @umme aQer biefer ^ri^men t)on unenblic^ flei^ 
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ner (Sxnnifli^t witb aliiam iai gefachte 93o(um bed in 9lde 
ßef^enben Aorpert^eile« bilbem 

9{tmmt man nun bie Summe aUtx SSSertffe tenH Su^rude^ 
zdxdy, welche man er^ftft, menn man bartn bte ®ro§e y vtz 
EE'=y' W« EE^rr:»^ jletig t)arüren lägt; folcrgitt fi^ off«* 
iax bad iBoIum einer ©d^etbe bed fraglichen Jtorperd, iocI(^ 
jwtfc^en ben in E'E" unb FF' auf XY perpenbifular fle^cnbcü 
(Ebenen liegt unb bie untniti^* geringe ®tdrfe EF = dr bt^^t 
2)iefe Summe ifl aber 

djr / zdyj 

worin nad^ ber Integration für y" unb y' i^re SlBert^e ani be» 
. Formeln (5) unb (6) ju fe^en ftnb; fobaf biefe ®ro^e al^bam 
nur nod^ eine ^unftion t)on x bleibt 

^iem&d^fl toirb bad ganje fiber A'A''B''B' fleffenbe Sövptx* 
)oolum erffalteU; n)enn man bie Summe aKer SSert^e be^ ^ov 
fle^enben ^nibtuät^ nimmt, n^elc^e ftc^ ergeben, n)enn man bann 
bie Or^fe x t)on OA = ari m 08=^:2 Mxüxtn tfi§t SRan 
f^at bemna(^ für bad fragliche SBoIum M 




M= i dx l zdy . • ♦ . (8) 

a?i y' 

SQBÄre ber gegebene «ör<)ert^eil feittofirt« t)on ben in A'A' 
B"B' auf ber Cbene XY ^jer^jenbifutar fte^enben glii^en, ober* 
to&rtd Hx^ eine Stäche; für tt)elc^e man 

2"=Fa(:c,y) (9) 

^fitte, unb untertt)&rt^ burcf^ eine anbere ^ISd^e begr&n)t, für 

toelc^e man 

z' = F^Cx,y^ . . . . (10) 

^tU; fo würbe ba^ jwif(|>en ber (Sbene XY unb ber obere» 
^&^t liegenbe 93o(um nad^ ®Iei4iung (8) 




rdy 



ttttb ba< smif^en bet (SitntXY uitb Ux unteren Sli^e liegenbe 
Sotum na(^ berfeKen ©letd^ung 



=J dx/^dy. 



mtti^in baö fßolnm bed gegebenen ftjt))ert|ietled M=M''— M^ 
b- l 

fll=Jdxf2rdy-fdxf^^ .... (11) 

fein. 



/(2''- 



©te ®r5fe / («"— xO^y Mt na^ $♦ 140. ©(eid^ung (8) 

offenbar ben Sl^c^entn^att bed in E'E'' auf ber (Ebene XV unb )u^ 
glei(^ auf ber %xt OX ))er)>enbifular fleffenben Ouerfd^nttteö be« 
gegebenen ftorpert|ietIe^ bar. 93enn man int Staube ifi, biefen 
Duerfd^nitt burc^ gewiffe befannte Se){e^ungen gn^ifd^en ben 2)i' 
nienftonen btefe^ ftor))erd fd^on im t)orattd a\i eine Snnftion ber 
9bf}ife OE = x anjugeben; fo fann fiierburcf^ bie Sered^nung 
be« ^ntegraöCH) H^ftg fepr abgefürgt t^erben. 6e$t manalfo 

r 

y^(2f'-2ridy = Xi C12) 

fo erf^alt man ftatt ber Sormel (11) für iai in 9lebe ftepenbe 
Jt6r))erboIum 

M 



=JXdx .... (12) 



a?i 



9Benn ber Stitptx, beffen Sotum ju ermitteln iß, burc^ bie 
Umbre^ung einer fturbe; fftr toeld^e man 

ff =fix) (13) 

87 
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^t, ttm bte 9te OX cntfltttibeii ift; fo tottb ber auf X tm 
ab^anbe OE=x ptxptnhiSulax fte^enbe Duerfc^nttt offenbar rtn 
Aret^ wm ^albmeffer y fein : man wirb alfo ^e berglei^^en fiorpet 



X = 3ry« 


.... (14) 


nnb bemna^^ etnfad^ 








M=» /y«dx 


.... (15) 



^iem jDiefen SSertf^ für M n^ürbe man aud^ unter ben leftc 
ren Umfianben ani ber Sormel (11) erf^alten, rnenn man berui- 
ft(^ttgt, ba§ na(^ S* 131 « ©leicf^ung (187) 

(^) = a?+»v'^± /P^^/TiV"-^ 
ober 

bie ©tetc^ung einer frummen Slfid^e ifl, toeI(^e bur(( Ummal^nsg 
einer fturoe 

y =/(a:) 

um bie 9re OX entftanben ifl* Sead^tet man nun ferner , ba§ 
man in ®Iet4 mng (1 1) zr'=-\-y^zr^, ^'=— VV'^sf*, alfo 
«^ — z' = 21/y^-y* f^aben würbe, unb baf y' fftr bie obere 
®ran}e y^ unb — y' für bie untere ©rinje bed jioeiten ^nte» 
grald )tt fttbfiitttiren to&re; fo toürbe man erfl 

2dyV^y^^* = «y'* 
unb bemnac^fl 



9 

f 



M 

wie wv^i», (t^tttu 



= «y y' dx. 
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§. 163. fOülum eilte« il^tUmatifdi^cii Stbtptt^* 

%flix irgenb emen geraben ober fd^tefen ptiimati^^tn Siixptx, 
beffed Duerfd^mtte, parallel }u feinen (eiben ®runbfld(^en G, 
fämmtUc^ ben Sedieren an %lai^tnin^alt Qitid) ftnb, unb beffen 
paxaUtU ©tunbfldcfien um bte Singe h in perpenbifularer dii^^ 
tung t)oneinanber abfiepen, ^at man tn ber Formel (12) 

X= G, rr^ = A, jj^ = . . • • (16) 

iu fe^en, tt^oburd^ biefel^e fär bad Solum biefe^ ft6t))er^ 

h 
M =jGdx = GA . . . . C17) 



ergibt 

9Bare ber i)ri«matifd^e Rixptx tin Splinitx mit freidför*» 
miger Sajid ^on bem ^albmejfer r; fo »ürbe man G=«r'; 
alfo 

M = ÄrU .... (1?) 

eri^atten« 



§. 164. Oolnm einet ^'^tamibe« 

9Benn G ber Släc^eninpaU ber ©runbfl&d^e unb h bie ^ö^t, 
b* ^* ber ))erpenbifulare Slbfianb ber ®pi$e irgenb einer fJyro«' 
mibe über ber ©runbflä^e G ifl; fo fann feffr Ui^t gejeigt 
tverben, ba§ bie %U^tn ber t)erf^iebenen mit ber ©runbfläcf^e 
parallelen Ouerfcf^nitte fi^nlicf^e Figuren ftnb, meldte ft$, toie 
bie Duabrate &|inlid^ liegenber ©eiten, ober aud^, koie bie Dua^ 
brate iffrer Slb^anbe )oon ber ©pi^e ber ^pramibe, t)erpalten. 
S3e)ei(pnet man bal^er irgenb einen im Slbftanbe x von ber ©pige 
mit ber ©runbflacpe G paraUel audgef&f^rten Ouerfc^nitt ber 
99tamibe burc^ X; fo ^t man 

X : G = :c2 : A« 

X = ~ G .... (19) 



420 S- i^^ Bolmi da« 9|pfQiiitbc, 

6ttbfKtmTt mm btefen Sßert^ futr X in (Slei^tmg (12) m^ 
fe^t auferbem X2=A unb ar^ =0; fo erl^&U tttoit für bo^ ^ 
Ivaa ber gegebenen IJyromtbe 

M=yp^x«<tr=iGA C20) 



SBienn bte ®runbp(^e ber fJ^tomtbe ein ftretö toom ^0^ 
meffer r, bte fJyramtbe fetifi alfo ein ftegel iß; fo ffat man 
G = 3rr^ unb mithin für bad aSoIum be« Aeget« 

M = JjrrU .... (21) 

Sßenn man ba^ 3ntegral (12) jt^ifd^en ben ©rdnsen or, =i 
unb x^=:Xi nimmt; fo ßeUt 

h 

ofenbar bad iBoIum einer abgeflum^ften fJpramtbe bar, 
beren ^ci^e jmtfc^en ben beiben paraKelen ©runbfläc^en A — «, 
betrigt &tfit man nun biefe ^o|fe 

h — jTi = A| 

unb be)eid^net bte obere ber ©nmbflad^e 6 paxaUttt gfrAc^e mit 
6|, foba§ man »egen ber Sejie^ttng (19) 



ar,« 



G,=:^G 

^t, eliminirt hierauf t>ermittelf} ber le^teren beiben Se^ie^m^ea 
bte ®rogen x^ unb Ä aud ber gormel (22), inbem man btefribe 

feet unb batottf ^t h—x, feinen SBJett^ A,, fftt z, fefoca 
aSert^ h\/^ tin^lfxt unb enblii^ bie 3ftmip\itaihn mit ben 



§. 165. fBobim lincr Stu^. 421 

Saltov G an ber @r5$e innerl^ ber ftlonmer autfaf^tt; fo 
ergibt biefelbe fSr ba« Sotum bet tn 9lebe {le^enbctt abge^ 
Rümpften ^prainibe 

M = tA^(G4-^GG, +G,) C23) 

gut einen abgeflumpften Aeget, tt)o 

G = jrr« uttb G, =arr,« 

tü&xt, n)ürbe man 

M=-j-A,(r'+rri+r,«) , (24) 

erpatten* 

§. 165. Oolnm einet Stu^tU 



9Benn man bie Jtugel t)om ^atbmeffer r , atö burc^ bie Um^ 
bre^ung eine« Jg)aftfreife6 um bie älre OX entflanben, anfielet; 
fo ^at man fiatt ber ©ejie^ung C13), für ben aBittetpunft ber 
Jhtget/ at« 9ht((pttnft, 

unb bemnac^ flatt ber Sonnet (15) 



M 

= «C«,-4;,)[r«-i(V+*a«i +«!*)] ...(25) 






^ierburd^ koirb ofenbar ba« SSotum eine« )t9if(^en gtoei 
))aralielen (Ebenen Tiegenben 2:^eile« ber ^get bargeßeSt, t)on 
benen bie Sine (Sbene um x^ unb bie anbere um ar, ))on bem 
3RitteI))unfte ber Augel unb beibe um x, —x^ t)oneinanber ^^ 
flehen* Sßegen ber Formeln (18) unb (24) erfennt man leicht, 
ba§ biefe« iBoIum bur(|^ ben oorliel^enben Slu^brud ald bie 2)iffi> 
ren) }tt)if(i^en einem 39linber unb einem abgefhtmpften kzp 
g^I gegeben iß/ «>on benen ber Srflere eine ©runbpc^e bom 
^albmeffer r unb ^t $(^e = or^ — Xj , ber Se^tere eine un^ 
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§. 166. Solum eine« S^rptt^, brffen Gbetfi&i^ 



Uxt ®rttnb{I5d^e wm ^alimt^tt x^ , eine obere ®tmib^Uit 
wm ^albmeffer x^ utib ebenfaffd eine ^6|ie = ar^ — Xj fcejift 
Se^t man x, = r unb ar^ — a:, = r — a?^ = A , aßt 
ar, =r— Ä; fo ergibt tiefer HuÄrud in ber gorm 



sr 



M = -g-A2(3r — A) .... (2© 

bad aSoIuni eined ftugeUbfc^nitted t)on ber ^ö^e A* 

fjfir x^=r unb ar| = --r 

erl^&It man a\x^ ber Formel (25) ober fidr A=2r au^ ber gop 
met (26) ba« 93oIum 

M = |9rr* .... (27) 

ber ganjen Jtugel t)om ^albm^tx n 



§. 166. )6 eftimmitn^ beö aSoIum^ eine« ftdrt^er^, mtmu 
bleffen CberfUd^e butä^ eint ®Uiä^uu^ )t9;ifd^eii 

Volarfootbinaten ^e^eben ifU 

Unter Beibehaltung ber Sejeid^nungen unb fonfKgen begriffe 
bed §^. 159 fei bie ©leic^ung fär bie Oberfläche be^ gegebenes 
Stitptxi 

Q = F(9, *), (28) 

tvorin q bie S&nge t>ti SBeftor« OE, q> beffen X)eftinatioti EOX 
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uub ^ beffen 3nf(tnatton ober bte Ütetgung ber (Ebene EOX 
gegen bte &tnt XY bejetc^net 

2)en forderlichen ^ri^ait bed elementaren Jtorpert|iet(e^ 
£FGHO = dM n>irb man nun ofenbar gletc^ bem ^n^altt bed 
elementaren S:^et(e^ EJKLO einer mit bem {)albmeffer OE be^ 
fd^benen ßugel anfe^en fonnen* X>a nun bie ®runbflä(^e bed 
le^teren ))9ramibalen ^orper^ nad^ S* 159 E3KL = Q^smq)dq)dif 
unb bie ^ö|>e be«feften 0E = () ifi; fo ^at man für beffen 
3n^art 

dM^= ^Q^ smq>d<fd^ .... (29) 

SSiK man alfo einen S^^eil be^ gegebenen ^(fr))er^ befKm«' 
tneu; tt)el(^er snoifct^en gmei bur^ OX ge|ienben (Ebenen (iegt, 
bie ftd^ unter ben äBinfeln tf', unb ^2 9^8^" ^^^ (Ebene XY nei^ 
geU; unb n^eld^er augerbem burc^ jwei auf ber Oberpd^e be^ 
Sixptx^ liegenbe Stux^tn ober t)ielme^r bur4i htoti ^läcf^en be^ 
granjt ifi; in benen man )?om fünfte O aud lauter gerabe Sinien 
aief^en fann, für votl^t man ref)). 

(y)' = Fi(*) (30) 

unb 

9"=F2W (31) 

t^at; fo folgt au^ ber obigen 2)iferen}ialglei(l^ung für ba^ SSotum 
biefeö Äörpert^eite« 

» 

M=i /d^y (»»sinydy .... (32) 

(Ed ifi (p'=0, 9?"=«, ^, =0, ^2=2ä ju feften, ttjehn 
ber $oI im 3nnern be«Äör^)er« Hegt unb man ba« ganje'SBo^ 
lum be^felben befiimmen toiü. 

©off bagegen ein Z^tit bed Äor^)erd bargeflefft werben, t»et« 
d^er jttjifd&en tegeljläcl^en tiegt, beren are OX ifi unb beren 
©eitenlinien fid^ gegen biefe äre refp* unter benSQSinfeln g), unb 
(P2 neigen, unb loelc^er anbererfeitö burc^ jwei gläd^en begränjt 
ifi; in benen ft4i ^om 9tuff))unf te aui fauter gerabe Sinien jiel^en 
{äffen, fär mlift man refp* 



424 Bomm ruiet ttsmo^itii06ttq>fr«. 

♦^ = F, C9) .... (33) 

unb 

^"irrFjCg)) .... (34) 






.... (353 

worin man <P|=0, g)a = ^, ^' = 0, ^^" = 2« g^ f«$«« N» 
tvenn ber $oI tm inneren bed iCor^er^ liegt unb man bal 
ganje 93oIum be6 9orItegenben ^6r)>er^ befKmnieti tDilL 

@obaIb ber &6tptx burc^ bte Umbreffun^ einer ebeaet 
Sigur, für beten Segr&njung man 

(,' = F(9) .... (36) 

|fat; um bie Sire OX entfianben i{i/ rnirb man auc^ für einei 
leben $unft ber Dberflac^e biefe^ Rötptx^ 

p = ()' = F(y) 

^aben^ ein ^(tt^brud/ ber t)on v^ unabhängig tfl. SubfKtutTt 
man benfelben in bie Formel (35); fo tx^&lt man, tveim moo 

gteic^jeitig *"=2ä unb V''=0, alfo /d^=*"— ^=23rfep; 






M = -7p/ p'sinydy .... (36) 

ffit einen 9udf(^nitt be^ in 9iebe fief^enben Umn)iI)ttngdKrper^, 
tctt^tx }totfd^en gmei ftegeip(|^en liegt, beten Seitenlinien fi^ 
refp. unter ben Sßinfeln ^i unb tp^ gegen i|ire gemeinfd^afilic^e 
Sre OX neigen. 

t>ai 93oIum ber Augel ergibt ftd^ aud ber leiteten formet 
leidet, »enn man barin Q—r^ 9, = « unb g>i = fe^t» SWoa 

erff&It für ba^felbe, ia /Binq)(Up= const. — oosg) ifl, 

2ä 
M = -TT- r« (— cos ar + cos 0) = I «r« , 

u>ie in S. 165. 



§. 167. Sf9^ ^1^ 8U4|tun0 an bcti Stbvpan, 425 

§. 167. Se0tiff htt 9tiAtnn0 an beit tötpcttia^tn 

S>a0 93efen aUtx rautnlid^en QLxo^tn befielet tn einer (Sx^ 
ßtetfung nac^ s^^^fF^ S)imenitonen hti abfoluten 9{aumed* 2>ie 
(Bxiit btefer QFrfIretfung ober Sludbe^nung , gef^^&^t nad^ ber 
Moßen Steilheit i^rer t^tiU, Mlbet bte Dnantttät ber frag^ 
I^en 8iaumgrj§e; bur(^ bte Sage ber X)tmenftonen be^ abfoluten 
9laumed, m^ tctl^en jene Srflreifung flattfinbet; ift bte 9t td^^ 
tuttg berfeften bejKmntt @o btibete bei ben hinten ober bei 
benjetiigen 9lattntgr(!§en, totiäft ftc^ nur na^ einer eingigen ^U 
tnenffon erßrerfen; bte Sänge i^re Ouantitat unb bie Sage btefer 
einjigen /Dtmenfton im SÜannte if^re Sücfitung. t>a ed im ah* 
fotttten Staunt ein unenblic^e SRenge toerfc^tebener Sagen gibt, 
wiU^t eine fo((|^e S>tmenftott annehmen fann, fo niu§te ti and^ 
eine ebenfo gro§e Slnia^I )^on Sinie geben, tvelc^e i^rer 9t id^^^ 
tung na^ t>erfcbieben f?nb unb ^^ tnxd) bieSRet^oben be^ in^ei«" 
ten iii \>ierten Übfc^nttted auf irgenb brei re^^tm^inflige Sfrett 
be}tef^eti (äffen , tcti^t refp. bie ))rimare, fefunbäre unb terttire 
Site bilbeten* Sei ben %\&^trt, beren ©runbc^arafter gleic^«* 
gettige Srfhrecfung na^^ }n>ei recbtwinfligen 2)intenftonen iß, iiU 
bete bie $(dd^enatt^be)^mtng ii^re Duantitit, unb i^re 9t{<i^tung 
n>ar burcl^ bie befonbere Sage Jiener beiben jDimenftoneit im Staunte 
ober burcf^ bie Sage ber burd^ beibe gelegten (Ebene benimmt* 
2)a alie in berfelben (Ebene, ober genauer, auf berfelben 6e{tc 
Sin unb berfelben (Ebene (tegenb geba^^ten gfäc^en fic^ ^UH^iti^ 
tig nad^ jieben gn^ei beliebigen 2)tmenftonen jener (Ebene er^ 
firecfen, ober burd^ bie Bewegung ber (Einen S)intenfion in ber 
9tic^tttng ber anberen erzeugt gebadet toerben Hnnen; fo tt^urbe 
burcl^ eine gleic^geitige Serfinberung jener beiben 3)intenftonen 
einer ^I^«^^ innerhalb i^rer (Ebene feine SBerfdi)ieben|fett ber 
9ti(^tttng berfelben beiDirft; eine folc^e toar {toifc^en jtoei Sl&^en 
nur bann wx^anitn, toenn biefelben buri^au^ nii^t burc^ bie 
Setoegung irgenb einer einjigen IDimenfton in ber 9ti(^tung einer 
anberen glei^fad« fttr beibe ^Mc^en glei<^en jDimenfton befc^rie^ 
ben toerben fonnten* 2)a \i^ femer }n>ei (Ebenen immer in einer 
geraben Sinie bur<$f(|^neiben ; fo muften ju^ei beliebige ebene 
SMd^en au<^ immer (Eine SDimenftott gemeinf<^ftlii^ beft^en, unb 

«7* 
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Me tttoi^ntt 9tt(^tuttQ^i»erf(({ebeii^eit ^pra^ {t<^ baxin ani, bofi 
btefelben neben einer 0emetnf((aftIt(|^en erfien 2)tnienfton swet t^er- 
ff^iebene gtt^eite 2)tmenf!onen befa§en; umgefe^rt folgte aber au^» 
baf gtoei toerfc^tebene (Ebenen tm Staunte ni^t mefr aM (Kot 
^erabe Stme gemein fiabni, ft^ alfo nic^t nad^ eben bcnfefben }«m 
2)inienftonen erftreden tonnten ; mitf^tn ber Slti^tnttg nadf tm» 
f<^teben fein mnftetu 9Betl enblic^ Me Stiftung etnet dkm 
hm^ bte Sltcl^tttng einer auf t^r erricf^teten , m^ (Einer @eite 
t>erlAngerten 9tomtalen nnsn^eibentig befKmmt ifi, nnb ftib mit 
ber 9ii(^tung btefer 9lonna(e (Inbert; fo geigte U fti^^ baM 
eine ebenfo gro§e Serfc^ieben^eit gwifdf^n bcn KÜbtiingen ber 
ebenen %l&iftn, Q>ie itoif^tn benen ber gerabcn Sinien, gab, wA 
ba§ man bte (Erfleren in d|^n(i((^er Seife, toit bie Se^^teten, bnnl 
Jbie aXetf^oben be« ffinften Sbfc^nttte« auf bie Sage breier fejiet 
€benen bejie^en fonnte, u>el(^e ref))* anfeinanber ))er)>enbffKlaT 
fbinben nnb bie primäre, fefunbire^ tertiäre (Ebene bilbeten. 

iBei ben St öxptxn, aU benjfenigen Stanmgrogen, we(t(c 
fu^ gleicf^aeitig nac^ brei re(^tn»tnfligcn iDimenftonen be^ Stttt« 
me^ erfhretfen, falien alle eben ern^&^nten Seste^ngen ^nfi^U 
li^ ber 9li(^tttng^)i>erf(bieben^eit ^inmeg. 2>ttr(b irgenb btri 
folc^er 2>imenftonen ifi jebe förperlicb räumßi^e Xu^be^ung ^ti* 
bmmen befiimmt unb entfpri(bt gleichseitig einer HttMe^nntig m^ 
{eben beliebigen anberen brei re(^tn>tnt(igen 3)imenitotten« Cii 
lieber Mxptx im Slaume fann bunb bie Setoegungen ber dk^ 
mente (Ein nnb berfelben (Ebene in (Ein nnb berfelben Xti^tw^ 
getabe fo erzeugt merben, mie t>iU in $• 162 ongenonMen ijl 
3tt>ti Hixptx burcbbringen ft(^ auc^ n>iebernm in einem Stixpa, 
wi^tx benn bo<^ gleicbjeitig bie iDimenffonen ber er^en beibei 
beft^en mu§, ein Umfianb; n^eliber fon^enig bei ben Sinten, »ic 
bei ben glichen fiattfanb^ tvo bie iDuri^bringuiig ref)). im mm 
^nfte unb in einer 8inie, alfo in r&umlicben Großen geftb^^i 
bie immer (Eine jDimenfton weniger befa§en, «14 bte ftc^ burib« 
bringenben ®ro§en felbfi; nnb mitf^in auf bie Serffbitben^eit ber 
Slicf^tnngen ber Ce^teren fc^Iiefen liefen* 

fßon ben forperliiben Solnmen fann man alfo nur fage«« 
bat f[e Dnantit&t; ni<^t aber, bag fEeWicbtnng be(i$en, met( 
bie l'e^tere aOen benfbaren Stitpnn gemein fein t»Arbew SVot 
|Nit frierbei t90l bie 9li<^tnngen ber Oberft&i^en unb Ux JtM* 



ttn üencv e^bfnieii t^on bcfefetilgmi KUItmig •}« «iiietf(|dkciiy 
ti^h^ m mnil^md fftr bie Hrt ber ^BiitftefMttig i^m Uf|«tii>* 
4fii Ditatititat ^uvd^ 8Mf^tttt§e (FjBtNinfbn >Mf^ .biti Z>«iM(t0» 
nett fein toürbe* ^Da^ eigentliilfe 9Skfen ber )tt(fl|;t etmd^ttlm 
Stt^tttn^, »te au^ htö ber fdc^vlli^en DuottHtftt felMi üvflvbe 
loott 'b«r Sefc^af m^tt bet ttmgvinjtitige« gAti| uwA^ii^ fipfat 

ffioSte man beffetimigein^tct ben Uvf^U4im &xi^ bot 
Segtif bev Ki^^tuitg aufbringen; fo fonn Sbit6 anf )i»fi aBMf^ 
gefc^«^« Snhutber betrft man ^ einen ge^iffen jAfit^er ft» 
biir^^ entßanben, ba§ bic ttimibl{(^ Reinen quobvatifi^n gUi^ 
elemente itgenb einet <f bene in ber Kit^tang ber Stotmabn fntf 
xüdtu «nb fe einen Stirftt fferfteOtn^ welker mi4 einer .nnenb^ 
lic^tt 9tenge unter fU^ pataütltt Vrc^nien mu unenblC^ Oeinen 
einoKbet gleiten Ouerfd^nitten H^^, t»ie Hia nfi^entnggMife 
bei eineil materieOen Stixpt(t {iattftnben ii»<tbe/ ber au4 einem 
@M(t {)oI} Mu tNiroVelcii %(Utn S)erfer(igt loitei SSeutt »btefir 
Sthptt im berfi^iebene 8«geii bet abfoluten 9toumc< >gebr«|t 
miito, tbobei feine )>ara8elen Stbem trerfi^{ebene;8li4ttungfni;e«» 
iNrfttn, fornüman annehmen, bagfil^ aud^ feise 8ii#tiing ^ 
ftibert ^e^ inbem man bie Se^tcftn m^ ber atii^tang '^er ti^ 
wi^en gttetit bemi^t (H (en^^tet aber tin, WKmmm^fUf 
fimmtlii^ Sibem in if rer 8Angenri(^tntig anetMitbergcfeil > benft^ 
ba§ ber in Webe f)if|feilbe 'Ititpfx mit eine einjige nmteriele 
8inie yu Mta^tta i^, bereu abfi»fute Singe bie UtemtOit imb 
beten 9N(^tttttg bitSli^tnngbc^ Sti^txi barfkedt^ ba§ib«rfklbettffb 
«Her biefem ©tfcf^t^unfte genau ber Sf^eorietber iBinien nBf 
terkt0tfen toerben foim , tvie btefefbe am • gmcttcii ibte .tHertett *W^ 
fcfmitte t>m:getragen i%. 

0emer tonnte man fH^tm^ MrfMItttf bie^HUNi8elai4Mtei^ 
fen (Ein unb berfelben QFbrne, n>el(^e in bet HBEincn .Atmenfwn 
fammtlic^ unenbli(^ Hein unb einanber glei^ tviren unb in ber 
anberen i^erfd^iebene enblic^e Singen befdgen, rfirf ten in ber 9ti^^ 
tung ber gemeinfcf^a^Ii^en 9lormaIen fort^ inbem fte gleichseitig 
i^re S&ttgen inberten, unb fo einen Stixptt lonftruirten, toeli^ 
ani einer unenblid^en 9)Ienge p^taUtltx Scheiben ober 81&tter 
beflAnbe* 9l(l^me man nun bie Stid^tung einer foI(|^en &^tibtn^ 
fl&^t für bie Stic^tung be^ Ititptti an; fo liegen ftc^ bie oer^^ 
f<^iebenen Sagen beöfelbeu; befonber^ loenn man ft(( aKe 6^ti^ 
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im ta QHii «nb berfefften ebenen ^Ai^ atttfgebretiet b&i^, tem 
gl&i^etttel^tt aiebann QM^ititi^ ba« Solum bei Stiv^txt tcfA 
U^ttna toflrbe/ «ai^ ber in fftuften üb^^nittt tntioUttUn 2^ 
tie ber glAd^en bettaib^eiL 

Z)en MtperUc^en ®t0fen be4 abfolitteit dtmmu, fobolb fc 
n«r ttoi^ be» einfachen Slcrfmale ber Xu^be^mng betMil^ 
toerbcn, ifk eine folc^e innere 6tmftnr in ben ebenerma^ntai 
Seifen t>o(IIbmnien ^emb; etf ^iit jebod^ SAtte au< bet Sawe» 
bnng anf (Slr^f en ber ffitrHicf^feit, tDo man e^ mit fovpcrlt^ 
Solumen gn t^nn ^at, beren Sntfle^ung ttot^n)enbig unter bo 
Sirfnng be4 (Einen ober be< anbem ber beiben vor^e^eiibcn Sil« 
bnng^gefe^e gebacf^t tverben mnf , weil i^nen eine befoabcrc Sc 
bittgnng hat ^ringip ber Stid^tung in einer fold^en Seife auf* 
erlegt l^ierju gehört unter lUiberem ba^ in %. 61—63 bttfCntirtr 
Seifyiel Aber bie Unsaf^l ber Jhtgeta/ tvelcbe eine getoife ^rfra 
an< einer Urne gießen fo8* dt ^nbett fid^ ^ier nii^t blef 
mn eine genrfffe SCniaf^I t)on Jhtgeln ober um ein geioiffe^ fe^ 
ptxM^ti fßtlvm, be^en Dnontitat burc^ bie SRaffe ber fiaglii^ 
Jtttgeln bargefleBt mirb* 3)iefe fiugeln foKen t>ielme^r aua ber 
Urne gegogen, nnb itoat bnrc^ eine befiimmte f^erfom A, 
nnb bnri^ feine anbere gebogen fein, t»ai bem %ü1li estf^riibi, 
baf tin Urperti^^etf Sobtm in einer beßimmten gegebenes 
Sli<^tttng be« obfolnten ataume« nnb in feiner anberen gAilbet 
fei* 2>a unter biefen UmflAnben batf in Siebe ftefienbe Sobm 
fotvol feiner DuontitAt, toit feiner aticf^tung nac^ bnrc^ eine 
gerobe Sinie, ober anc^, toenn man getoodt ^Atte, bnri^ eine 
^ene ^ignr borgefkeKt toerben fann; fo ^t man in S« 63 gc 
fe^en, mit bie bortige Aufgabe unter if^rem aagemeinflen 0e> 
ft^ttpnnfte in ber St^eorie ber geroben Unit ipn geometrif^e 
9le)>rAfetttatttin ftnbet« 



